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PREFACIO 


Anteriormente el estudio del álgebra lineal era parte de los planes de estudios de los alumnos 
de matemáticas y física principalmente, y también recurrían a ella aquellos que necesitaban 
conocimientos de la teoría de matrices para trabajar en áreas técnicas como la estadística mul- 
tivariable. Hoy en día, el álgebra lineal se estudia en diversas disciplinas gracias al uso de las 
computadoras y al aumento general en las aplicaciones de las matemáticas en áreas que, por 
tradición, no son técnicas. 


PRERREQUISITOS 


Al escribir este libro tuve en mente dos metas. Intenté volver accesibles un gran número de 
temas de álgebra lineal para una gran variedad de estudiantes que necesitan únicamente cono- 
cimientos firmes del álgebra correspondientes a la enseñanza media superior. Como muchos 
estudiantes habrán llevado un curso de cálculo de al menos un año, incluí también varios ejem- 
plos y ejercicios que involucran algunos temas de esta materia. Éstos se indican con el símbolo 
lacu]. La sección 6.7 es opcional y sí requiere el uso de herramientas de cálculo, pero salvo 
este caso, el cálculo no es un prerrequisito para este texto. 


APLICACIONES 


Mi segunda meta fue convencer a los estudiantes de la importancia del álgebra lineal en sus 
campos de estudio. De este modo el contexto de los ejemplos y ejercicios hace referencia a dife- 
rentes disciplinas. Algunos de los ejemplos son cortos, como las aplicaciones de la multiplica- 
ción de matrices al proceso de contagio de una enfermedad (página 62). Otros son un poco más 
grandes; entre éstos se pueden contar el modelo de insumo-producto de Leontief (páginas 18 
a 19 y 103 a 106), la teoría de gráficas (sección 1.12), la aproximación por mínimos cuadrados 
(sección 4.10) y un modelo de crecimiento poblacional (sección 6.2). 

Además, se puede encontrar un número significativo de aplicaciones sugestivas en las sec- 
ciones de MATLAB”. 


TEORÍA 


Para muchos estudiantes el curso de álgebra lineal constituye el primer curso real de matemáticas. 
Aquí se solicita a los estudiantes no sólo que lleven a cabo cálculos matemáticos sino también que 
desarrollen demostraciones. Intenté, en este libro, alcanzar un equilibrio entre la técnica y la teo- 
ría. Todas las técnicas importantes se describen con minucioso detalle y se ofrecen ejemplos que 
ilustran su utilización. Al mismo tiempo, se demuestran todos los teoremas que se pueden probar 
utilizando resultados dados aquí. Las demostraciones más difíciles se dan al final de las secciones 
o en apartados especiales, pero siempre se dan. El resultado es un libro que proporcionará a los 
estudiantes tanto las habilidades algebraicas para resolver problemas que surjan en sus áreas de 
estudio como una mayor apreciación de la belleza de las matemáticas. 


CARACTERÍSTICAS 


La sexta edición ofrece nuevas características, y conserva la estructura ya probada y clásica que 
tenía la quinta edición. Las nuevas características se enumeran en la página xv. 


XIV 


Prefacio 


EJEMPLOS 


Los estudiantes aprenden matemáticas mediante ejemplos completos y claros. La sexta edición 
contiene cerca de 350 ejemplos, cada uno de los cuales incluye todos los pasos algebraicos ne- 
cesarios para completar la solución. En muchos casos se proporcionaron secciones de ayuda 
didáctica para facilitar el seguimiento de esos pasos. Adicionalmente, se otorgó un nombre a 
los ejemplos con el objeto de que resulte más sencillo entender el concepto esencial que ilustra 
cada uno. 


EJERCICIOS 


El texto contiene cerca de 2750 ejercicios. Al igual que en todos los libros de matemáticas, 
éstos constituyen la herramienta más importante del aprendizaje. Los problemas conservan 
un orden de acuerdo con su grado de dificultad y existe un equilibrio entre la técnica y las de- 
mostraciones. Los problemas más complicados se encuentran marcados con un asterisco (*) y 
unos cuantos excepcionalmente difíciles con dos (**). Éstos se complementan con ejercicios de 
problemas impares, incluyendo aquellos que requieren demostraciones. De los 2750 ejercicios, 
alrededor de 300 son nuevos. Muchos de ellos han sido aportados por profesores destacados 
en su impartición de la materia. También hay varios problemas en las secciones de “Manejo de 
calculadora” y “MATLAB”. En dicha sección se hablará más sobre estas características. 


TEOREMA DE RESUMEN 


Una característica importante es la aparición frecuente del teorema de resumen, que une temas 
que en apariencia no tienen nada en común dentro del estudio de matrices y transformaciones 
lineales. En la sección 1.2 (página 4) se presenta el teorema por vez primera. En las secciones 
1.8 (p. 106), 1.10 (p. 128), 2.4 (p. 208), 4.5 (p. 320), 4.7 (p. 353), 5.4 (p. 506) y 6.1 (p. 535) se 
encuentran versiones cada vez más completas de dicho teorema. 


AUTOEVALUACIÓN 


Los problemas de autoevaluación están diseñados para valorar si el estudiante comprende las 
ideas básicas de la sección, y es conveniente que se resuelvan antes de intentar los problemas 
más generales que les siguen. Casi todos ellos comienzan con preguntas de opción múltiple o 
falso-verdadero que requieren pocos o ningún cálculo. Las respuestas a estas preguntas apare- 
cen al final de la sección de problemas a la que pertenecen. 


IVIANEJO DE CALCULADORA 


En la actualidad existe una gran variedad de calculadoras graficadoras disponibles, con las 
que es posible realizar operaciones con matrices y vectores. Desde la edición anterior, el texto 
incluye secciones de “manejo de calculadora” que tienen por objeto ayudar a los estudiantes 
a usar sus calculadoras en este curso. Para esta edición se han actualizado estas secciones con 
uno de los modelos de vanguardia. 

Cada sección comienza con una descripción detallada del uso de la Hewlett-Packard 
HP 50g para la resolución de problemas. Por lo general a estas descripciones les sigue una serie 
de problemas adicionales con números más complicados que se pueden resolver fácilmente con 
calculadora. 
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Sin embargo, debe hacerse hincapié еп que no se requiere que los alumnos cuenten con una 
calculadora graficadora para que el uso de este libro sea efectivo. Las secciones de manejo de 
calculadora son una característica opcional que debe usarse a discreción del profesor. 


RESÚMENES DE CAPÍTULO 


Al final de cada capítulo aparece un repaso detallado de los resultados importantes hallados en 
el mismo. Incluye referencias a las páginas del capítulo en las que se encuentra la información 
completa. 


GEOMETRÍA 


Algunas ideas importantes en álgebra lineal se entienden mejor observando su interpretación 
geométrica. Por esa razón se han resaltado las interpretaciones geométricas de conceptos im- 
portantes en varios lugares de esta edición. Estas incluyen: 

e La geometría de un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas (p. 19) 

e La interpretación geométrica de un determinante de 2 X 2 (pp. 175, 257) 

e La interpretación geométrica del triple producto escalar (p. 258) 

e Cómo dibujar un plano (p. 267) 

e La interpretación geométrica de la dependencia lineal en K? (p. 317) 

e La geometría de una transformación lineal de R en R (pp. 488-495) 

e Las isometrías de E? (p. 512) 


SEMBLANZAS HISTÓRICAS 


Las matemáticas son más interesantes si se conoce algo sobre el desarrollo histórico del tema. 
Para estimular este interés se incluyen varias notas históricas breves, dispersas en el libro. Ade- 
más, hay siete semblanzas no tan breves y con más detalles, entre las que se cuentan las de: 

e Carl Friedrich Gauss (p. 21) 

e Sir William Rowan Hamilton (p. 52) 

e Arthur Cayley y el álgebra de matrices (p. 71) 

e Breve historia de los determinantes (p. 203) 

e Josiah Willard Gibbs y los orígenes del análisis vectorial (p. 259) 


e Historia de la inducción matemática (p. 627) 


CARACTERÍSTICAS NUEVAS DE LA SEXTA EDICIÓN 


Gracias a la participación de profesores y revisores, la nueva edición se ha enriquecido con 
diversos cambios, como son: 


e Secciones de manejo de la calculadora actualizadas. 


e Las tutorías y problemas de MATLAB también se han actualizado, incluyendo ahora 
mayores referencias e incluso muchos de los códigos necesarios. 


e Gran cantidad de problemas nuevos, además de otros actualizados, que permitirán 
ejercitar y aplicar las habilidades adquiridas. Por ende, la sección de respuestas al final 
del libro ha cambiado por completo. 
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MATLAB? 


El texto cuenta con más de 230 problemas opcionales para MATLABS?, muchos de los cuales 
tienen varios incisos, que aparecen después de la mayoría de las secciones de problemas (MAT- 
LAB? es una marca registrada de The Math Works, Inc.). MATLAB? es un paquete poderoso 
pero amigable, diseñado para manejar problemas de una amplia variedad que requieren cálculos 
con matrices y conceptos de álgebra lineal. Se puede ver mayor información sobre este progra- 
ma en la sección de apéndices. Los problemas relacionados directamente con los ejemplos y los 
problemas normales, exhortan al estudiante a explotar el poder de cálculo de MATLAB? y 
explorar los principios del álgebra lineal mediante el análisis y la obtención de conclusiones. 
Además, se cuenta con varios incisos de “papel y lápiz” que permiten que el alumno ejercite su 
juicio y demuestre su aprendizaje de los conceptos. 

La sección 1.3 es la primera que contiene problemas de MATLAB*; antes de estos proble- 
mas se presenta una introducción y una tutoría breve. Los problemas de MATLAB? en cada 
sección están diseñados para que el usuario conozca los comandos de MATLAB? a medida 
que se van requiriendo para la resolución de problemas. Se cuenta con numerosas aplicaciones 
y problemas proyecto que demuestran la relevancia del álgebra lineal en el mundo real; éstos 
pueden servir como trabajos de grupo o proyectos cortos. 

Muchos de los problemas de MATLAB? están diseñados para animar a los estudiantes 
a describir teoremas de álgebra lineal. Por ejemplo, un estudiante que genere varias matrices 
triangulares superiores y calcule sus inversas obtendrá la conclusión natural de que la inversa 
de una matriz triangular superior es otra triangular superior. La demostración de este resul- 
tado no es trivial, pero tendrá sentido si el estudiante “ve” que el resultado es aceptable. Prác- 
ticamente todos los conjuntos de problemas de MATLAB? contienen algunos que llevan a 
resultados matemáticos. 

Lo mismo que en el caso del manejo de calculadora, se resalta aquí el hecho de que el 
material de MATLAB? es opcional. Se puede asignar o no según el profesor lo considere con- 
veniente. 

En lugar de colocar la sección de MATLAB a manera de suplemento, se decidió conser- 
varlo dentro de los capítulos para que la integración fuera mayor y más efectiva. Además, se ha 
cuidado que primero se enseñe a los estudiantes la manera de resolver los problemas “a mano”, 
comprendiendo los conceptos, para después poder incorporar el uso de otras herramientas. 

Álgebra lineal conserva el diseño de un libro para cubrirse en un semestre. Es de esperarse 
que, al utilizarlo, el material de MATLAB se cubra en un laboratorio separado que comple- 
mente el trabajo del salón de clase. 


NUMERACIÓN 


La numeración de este libro es estándar. Dentro de cada sección, los ejemplos, problemas, teo- 
remas y ecuaciones se encuentran numerados consecutivamente a partir del número 1. Las refe- 
rencias a los mismos fuera de la sección se llevan a cabo por capítulo, sección y nümero. De esta 
forma, el ejemplo 4 en la sección 2.5 se denomina ejemplo 4 en esa sección, pero fuera de ella se 
habla del ejemplo 2.5.4. Además, con frecuencia se proporciona el número de la página para que 
resulte sencillo encontrar referencias. 


ORGANIZACIÓN 


El enfoque que se ha utilizado en este libro es gradual. Los capítulos 1 y 2 contienen el material 
computacional básico comün para la mayor parte de los libros de álgebra lineal. El capítulo 1 
presenta los sistemas de ecuaciones lineales, vectores y matrices. Cubre todo el material de sis- 
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temas de ecuaciones antes de introducir los conceptos relacionados con matrices. Esta presen- 
tación proporciona una mayor motivación para el estudiante y sigue el orden de la mayoría de 
los temarios del curso. También se incluyó una sección (1.12) en la que se aplican matrices a la 
teoría de gráficas. El capítulo 2 proporciona una introducción a los determinantes e incluye un 
ensayo histórico sobre las contribuciones de Leibniz y Cauchy al álgebra lineal (sección 2.3) 

Dentro de este material básico, incluso hay secciones opcionales que representan un reto 
un poco mayor para el estudiante. Por ejemplo, la sección 2.3 proporciona una demostración 
completa de que det AB = detAdetB. La demostración de este resultado, mediante el uso de 
matrices elementales, casi nunca se incluye en libros introductorios. 

El capítulo 3 analiza los vectores en el plano y el espacio. Muchos de los temas de este capí- 
tulo se cubren segün el orden con el que se presentan en los libros de cálculo, de manera que es 
posible que el estudiante ya se encuentre familiarizado con ellos. Sin embargo, como una gran 
parte del álgebra lineal está relacionada con el estudio de espacios vectoriales abstractos, los 
alumnos necesitan un acervo de ejemplos concretos que el estudio de los vectores en el plano y 
el espacio proporciona de manera natural. El material más difícil de los capítulos 4 y 5 se ilustra 
con ejemplos que surgen del capítulo 3. La sección 3.4 incluye un ensayo histórico sobre Gibbs 
y el origen del análisis vectorial. 

El capítulo 4 contiene una introducción a los espacios vectoriales generales y es necesa- 
riamente más abstracto que los capítulos anteriores. No obstante, intenté presentar el material 
como una extensión natural de las propiedades de los vectores en el plano, que es en realidad la 
forma en que surgió el tema. La sexta edición estudia las combinaciones lineales y el conjunto 
generado por ellas (sección 4.4) antes de la independencia lineal (sección 4.5) para explicar estos 
temas de manera más clara. El capítulo 4 también incluye una sección (4.10) de aplicaciones 
interesantes sobre la aproximación por mínimos cuadrados. 

Al final del capítulo 4 agregué una sección (4.12) opcional en la que demuestro que todo 
espacio vectorial tiene una base. Al hacerlo se analizan los conjuntos ordenados y el lema de 
Zorn. Dicho material es más complicado que cualquier otro tema en el libro y se puede omitir. 
Sin embargo, como el álgebra lineal a menudo se considera el primer curso en el que las demos- 
traciones son tan importantes como los cálculos, en mi opinión el estudiante interesado debe 
disponer de una demostración de este resultado fundamental. 

El capítulo 5 continúa el análisis que se inició en el capítulo 4 con una introducción a las 
transformaciones lineales de un espacio vectorial a otro. Comienza con dos ejemplos que mues- 
tran la manera natural en la que pueden surgir las transformaciones. En la sección 5.3 incluí una 
descripción detallada de la geometría de las transformaciones de K? en EJ, incluí expansiones, 
compresiones, reflexiones y cortes. Ahora, la sección 5.5 contiene un estudio más detallado de 
las isometrías de ЁЁ. 

El capítulo 6 describe la teoría de los valores y vectores característicos o valores y vectores 
propios. Se introducen en la sección 6.1 y en la sección 6.2 se da una aplicación biológica deta- 
llada al crecimiento poblacional. Las secciones 6.3, 6.4 y 6.5 presentan la diagonalización de una 
matriz, mientras que la sección 6.6 ilustra, para unos cuantos casos, cómo se puede reducir 
una matriz a su forma canónica de Jordan. La sección 6.7 estudia las ecuaciones diferenciales 
matriciales y es la única sección del libro que requiere conocimiento del primer curso de cálculo. 
Esta sección proporciona un ejemplo de la utilidad de reducir una matriz a su forma canónica de 
Jordan (que suele ser una matriz diagonal). En la sección 6.8, introduje dos de mis resultados fa- 
voritos acerca de la teoría de matrices: el teorema de Cayley-Hamilton y el teorema de los círculos 
de Gershgorin. El teorema de los círculos de Gershgorin es un resultado muy rara vez estudiado 
en los libros de álgebra lineal elemental, que proporciona una manera sencilla de estimar los va- 
lores propios de una matriz. 

En el capítulo 6 tuve que tomar una decisión difícil: si analizar o no valores y vectores pro- 
pios complejos. Decidí incluirlos porque me pareció lo más adecuado. Algunas de las matrices 
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“más agradables” tienen valores propios complejos. Si se define un valor propio como un núme- 
ro real, sólo en un principio se pueden simplificar las cosas, aunque esto sea un error. Todavía 
más, en muchas aplicaciones que involucran valores propios (incluyendo algunas de la sección 
6.7), los modelos más interesantes se relacionan con fenómenos periódicos y éstos requieren 
valores propios complejos. Los nümeros complejos no se evitan en este libro. Los estudiantes 
que no los han estudiado antes pueden encontrar las pocas propiedades que necesitan en el 
apéndice 2. 

El libro tiene cinco apéndices, el primero sobre inducción matemática y el segundo sobre 
nümeros complejos. Algunas de las demostraciones en este libro hacen uso de la inducción 
matemática, por lo que el apéndice 1 proporciona una breve introducción a esta importante 
técnica para los estudiantes que no la han utilizado. 

El apéndice 3 analiza el concepto básico de la complejidad de los cálculos que, entre otras 
cosas, ayudará a los estudiantes a entender las razones por las cuales quienes desarrollan soft- 
ware eligen algoritmos específicos. El apéndice 4 presenta un método razonablemente eficiente 
para obtener la solución numérica de los sistemas de ecuaciones. Por ültimo, el apéndice 5 
incluye algunos detalles técnicos sobre el uso de MATLAB? en este libro. 

Una nota sobre la interdependencia de los capítulos: este libro está escrito en forma se- 
cuencial. Cada capítulo depende de los anteriores, con una excepción: el capítulo 6 se puede 
cubrir sin necesidad de gran parte del material del capítulo 5. Las secciones marcadas como 
“opcional” se pueden omitir sin pérdida de la continuidad. 


MATERIALES DE APOYO 


Esta obra cuenta con interesantes complementos que fortalecen los procesos de enseñanza- 
aprendizaje, así como la evaluación de los mismos, los cuales se otorgan a profesores que adop- 
tan este texto para sus cursos. Para obtener más información y conocer la política de entrega 
de estos materiales, contacte a su representante McGraw-Hill. 
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Capítulo 


SISTEMAS DE ECUACIONES 
LINEALES Y MATRICES 


ER] Inrrooucción 


Este libro trata del álgebra lineal. Al buscar la palabra “lineal” en el diccionario se encuentra, 
entre otras definiciones, la siguiente: lineal: (del lat. /inealis). 1. adj. Perteneciente o relativo a 
la línea.! Sin embargo, en matemáticas la palabra “lineal” tiene un significado mucho más am- 
plio. Una gran parte de la teoría de álgebra lineal elemental es, de hecho, una generalización de 
las propiedades de la línea recta. A manera de repaso se darán algunos hechos fundamentales 
sobre las líneas rectas: 


vi. 


vii. 


viii. 


La pendiente m de una recta que pasa por los puntos (x,, y,) y (х,, y,) está dada por 


= А 
АСА 


six, %x, 
x% =x Ах 


. Six, = x, = 0y y, = уу, entonces la recta es vertical y se dice que la pendiente es indefinida.? 


Cualquier recta (a excepción de aquella que tiene una pendiente indefinida) se puede des- 
cribir al escribir su ecuación en la forma pendiente-ordenada y = mx + b, donde m es la 
pendiente de la recta y b es la ordenada (el valor de y en el punto en el que la recta cruza 
el eje y). 

Dos rectas distintas son paralelas si y sólo si tienen la misma pendiente. 


Si la ecuación de la recta se escribe en la forma ax + by = c, (b + 0), entonces se puede 
calcular fácilmente, m = —alb. 


Si т, es la pendiente de la recta L,, m, es la pendiente de la recta Г, m, £0 y L, y L, son 
perpendiculares, entonces m, — —1/m.. 


Las rectas paralelas al eje x tienen una pendiente cero. 
Las rectas paralelas al eje y tienen una pendiente indefinida. 


En la sección que sigue se ilustrará la relación que existe entre resolver sistemas de ecua- 
ciones y encontrar los puntos de intersección entre pares de rectas. 


1 Diccionario de la Lengua Española, vigésima segunda edición, Real Academia Española. Madrid: Espasa Calpe, 2001. 
2 Indefinida o infinita, como también se le denomina en otros libros. 


2 CAPÍTULO 1 Sistemas de ecuaciones lineales y matrices 


[ЕЗ Dos ECUACIONES LINEALES CON DOS INCÓGNITAS 


Considere el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas x y y: 


ах +а„у=Ь, a 
4, X tay — b, 

donde a,;, 4,,, 4,;, 4,,, b, y b, son números dados. Cada una de estas ecuaciones corresponde a 

una línea recta. Una solución al sistema (1) es un par de números, denotados por (x, y), que sa- 

tisface (1). Las preguntas que surgen en forma natural son: ¿tiene este sistema varias soluciones 

y, de ser así, cuántas? Se responderán estas preguntas después de ver algunos ejemplos, en los 


cuales se usarán dos hechos importantes del álgebra elemental: 

Hecho A Sia=byc= d,entoncesa+c=b+d. 

Hecho В Si a = ру сез cualquier número real, entonces ca = cb. 

El hecho A establece que si se suman dos ecuaciones se obtiene una tercera ecuación correcta. 
El hecho B establece que si se multiplican ambos lados de una ecuación por una constante se 


obtiene una segunda ecuación válida. Se debe suponer que c = 0 ya que aunque la ecuación 
0 — 0 es correcta, no es muy útil. 


| EJEMPLO 1 | Sistema con una solución única 


Considere el sistema 
х-у= 7 2 
x+y=5 0) 
Si se suman las dos ecuaciones se tiene, por el hecho A, la siguiente ecuación: 2x = 12 (es decir, 
x = 6). Entonces, si se despeja de la segunda ecuación, y = 5 — x = 5 — 6 = entonces y = —1. 
Así, el par (6,— 1) satisface el sistema (2) y la forma en que se encontró la solución muestra que 
es el único par de números que lo hace. Es decir, el sistema (2) tiene una solución única. 


| EJEMPLO 2 | Sistema con un número infinito de soluciones 


Considere el sistema 








x= у= 7 
2х — 2y = 14 (9) 

Se puede ver que estas dos ecuaciones son equivalentes. Esto es, cualesquiera dos números, х у 
y, que satisfacen la primera ecuación también satisfacen la segunda, y viceversa. Para compro- 
bar esto se multiplica la primera ecuación por 2. Esto está permitido por el hecho B. Entonces 
x=y=T0y=x- T. Así, el par (x, x — 7) es una solución al sistema (3) para cualquier nú- 
mero real x. Es decir, el sistema (3) tiene un nümero infinito de soluciones. Para este ejemplo, los 
siguientes pares son soluciones: (7, 0), (0, —7), (8, 1), (1, —6), (3, -4) y (72, —9). 


| EJEMPLO 3 | Sistema sin solución 


Considere el sistema 








x= у= 7 4 
2x — 2y = 13 @ 


Si se multiplica la primera ecuación por 2 (que de nuevo está permitido por el hecho В) se obtiene 
2x — 2y = 14. Esto contradice la segunda ecuación. Por lo tanto, el sistema (4) no tiene solución. 


Solución única 





1.2 Dos ecuaciones lineales con dos incógnitas 3 










Sin solución Número infinito de soluciones 









x x 
ax + а„у = b, apx + а„у = b, 
ах + ау = b, ах + ayy = b, 
a) Rectas no paralelas; b) Rectas paralelas; sin c) Rectas que coinciden; número infinito 
un punto de intersección puntos de intersección de puntos de intersección 


Figura 1.1 


Dos rectas se intersecan 
en un punto, en ninguno o 
(si coinciden) en un número 
infinito de puntos. 


= 


SISTEMAS 


EQUIVALENTES 


Un sistema que no tiene solución se dice que es inconsistente. 

Geométricamente es fácil explicar lo que sucede en los ejemplos anteriores. Primero, se 
repite que ambas ecuaciones del sistema (1) son de líneas rectas. Una solución a (1) es un pun- 
to (x, y) que se encuentra sobre las dos rectas. Si las dos rectas no son paralelas, entonces se 
intersecan en un solo punto. Si son paralelas, entonces nunca se intersecan (es decir, no tienen 
puntos en común) o son la misma recta (esto es, tienen un número infinito de puntos en co- 
mún). En el ejemplo 1 las rectas tienen pendientes de 1 y —1, respectivamente, por lo que no 
son paralelas y tienen un solo punto en común (6, —1). En el ejemplo 2, las rectas son paralelas 
(tienen pendiente 1) y coincidentes. En el ejemplo 3, las rectas son paralelas y distintas. Estas 
relaciones se ilustran en la figura 1.1. 

Ahora se procederá a resolver el sistema (1) formalmente. Se tiene 


ах + а„у=Ь, (1) 
a, х+а,у = b, 
. b, T : 
Si a,, = 0, entonces x — — y se puede usar la segunda ecuación para despejar y. 
а 
. b, f z : 
Si а„ = 0, entonces x = —- y se puede usar la primera ecuación para despejar y. 
21 
Si a,, = а„ = 0, entonces el sistema (1) contiene sólo una incógnita, x. 
Así, se puede suponer que пі 4,, ni a,, son cero. 
Si se multiplica la primera ecuación por a,, y la segunda por a,, se tiene 
Q,05X + аа y m a,b, (5) 
4,4) X + аа) Y — apb, 


Antes de continuar se puede ver que los sistemas (1) y (5) son equivalentes. Esto quiere decir que 
cualquier solución del sistema (1) es una solución del sistema (5) y viceversa. Ello se concluye 
directamente del hecho B, suponiendo que c no es cero. Después, si en (5) se resta la segunda 
ecuación de la primera, se obtiene 


(44, — 4,4, )x = a,b, B a,b, (6) 
Es necesario hacer una pausa en este punto. 51а а,, — a,,a,, # 0, entonces se puede dividir entre 
este término para obtener 
a,b. s a,b, 


x= 


412 — 0505 


4 CAPÍTULO 1 Sistemas de ecuaciones lineales y matrices 


Después se puede sustituir este valor de x en el sistema (1) para despejar y, y así se habrá en- 
contrado la solución única del sistema. 
Se ha demostrado lo siguiente: 


Si аа» — 44 #0, entonces el 
sistema (1) tiene una solución única 


¿Cómo se relaciona esta afirmación con lo que se analizó anteriormente? En el sistema (1) 
se puede ver que la pendiente de la primera recta es —a,,/a,, y que la pendiente de la segunda es 
—а„/а„. En los problemas 40, 41 y 42 se pide al lector que demuestre que a,,4,, — аа, = 0 si y 
sólo si las rectas son paralelas (es decir, tienen la misma pendiente). De esta manera se sabe que 
si 4,,4,, — аа, 7 0, las rectas no son paralelas y el sistema tiene una solución única. 

Lo que se acaba de analizar puede formularse en un teorema. En secciones posteriores de 
este capítulo y los siguientes se harán generalizaciones de este teorema, y se hará referencia a 
él como el “teorema de resumen” conforme se avance en el tema. Una vez que se hayan de- 
mostrado todas sus partes, se podrá estudiar una relación asombrosa entre varios conceptos 
importantes de álgebra lineal. 


TEOREMA Ы Teorema de resumen. Punto de vista 1 


El sistema 
ар = 
@ лг @ы = D 
de dos ecuaciones con dos incógnitas x y y no tiene solución, tiene una solución única 


о tiene un número infinito de soluciones. Esto es: 


— аа, 0. 


i. Tiene una solución única si y sólo si a, а,, е 


ii. No tiene solución o tiene un número infinito de soluciones, si y sólo si 


аа, = 0. 


а 1221 


1985 — 


Los sistemas de m ecuaciones con n incógnitas se estudian en la sección 1.3 y se verá que 
siempre ocurre que no tienen solución, o que tienen una o un nümero infinito de soluciones. 


Problemas 1.2. /.— | | || | | h|— | |— — — —  /— 
AUTOEVALUACIÓN 


l. Delas siguientes afirmaciones con respecto a la solución de un sistema de dos ecuacio- 
nes con dos incógnitas, ¿cuál de ellas no es verdadera? 


a) Es un par ordenado que satisface ambas ecuaciones. 


b) Su gráfica consiste en el(los) punto(s) de intersección de las gráficas de las ecua- 
ciones. 


с) Su gráfica es la abscisa de las gráficas de las ecuaciones. 
d) Si el sistema es inconsistente, no existe una solución. 
Il. ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es cierta para un sistema inconsistente de dos 


ecuaciones lineales? 


a) No existe una solución. 
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b) La gráfica del sistema está sobre el eje y. 
c) La gráfica de la solución es una recta. 
d) La gráfica de la solución es el punto de intersección de dos líneas. 
Ш. ¿Cuál de las aseveraciones que siguen es cierta para el siguiente sistema de ecua- 
ciones? 
3x —2y 28 
4х+у=7 
a) El sistema es inconsistente. 
b) La solución es (— 1, 2). 
c) La solución se encuentra sobre la recta x — 2. 
d) Las ecuaciones son equivalentes. 


IV. Delas siguientes ecuaciones que se presentan, ;cuál de ellas es una segunda ecuación 


para el sistema cuya primera ecuación es x — 2y — —5 si debe tener un nümero infi- 
nito de soluciones? 
а) бу = 3х + 15 Р) бхз = l5 
1 5 3 15 
O) jp === == Y A == 
A з 


V. ¿Cuál de las gráficas de los siguientes sistemas es un par de rectas paralelas? 


DIS DRE Б) х- 2у = 7 
4у = 6x — 14 3x —4 + 6y 

с) 2x + 3y = 7 d) 5х+у= 1 
SAO Ту = Зх 


En los problemas 1 a 16 encuentre las soluciones (si las hay) de los sistemas dados. En cada caso 
calcule el valor de а a,, — а а 


11722 1221" 
1. x-3y=4 2. 5х- 7у= 4 3. 2x- y=-3 4. 2x— 8у = 5 
—4x + 2у = 6 =% + 2у = =3 5х + 7у= 4 —3х + 12у = 8 
5. 10x – 40у = 30 6. 2х-8у= 6 7. 6x+y=3 8. 5x+ y=0 
—3x + 12у = —90 —3x + 12y = —9 —4Ax – у = 8 7х + Зу = 0 
9. Зх + у= 0 10. 4x—6y-0 11. 5х + 2у = 3 12. 4х + 7у = 3 
2x — 3у = 0 —2x + Зу = 0 2х + 5у = 3 Tx — 4у = 3 
13. 2х + 3у = 4 14. ax + Бу = с 15. ax + Бу = с 16. ax – Бу = с 
3х + 4у = 5 ax — Бу = с bx + ау = с bx + ау = а 


17. Рага el siguiente sistema de ecuaciones lineales determine para qué valores de K el sistema 
tiene solución única; justifique su solución. 
Kx+ y+ z-l 
x+Ky+ z=1 
x+ y+Kz= 


18. En el siguiente sistema de ecuaciones lineales determine para qué valores de K el sistema: 


a) No tiene solución 
b) Tiene soluciones infinitas 
c) Tiene solución única 
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х= y-Kz= 
x= у- 22 = | 
=% + 2y = К 


19. Encuentre las condiciones sobre a у Ё tales que el sistema en el problema 14 tenga una 
solución única. 


20. Encuentre las condiciones sobre a, b y c tales que el sistema del problema 15 tenga un nú- 
mero infinito de soluciones. 


21. Encuentre las condiciones sobre a, b, c y d tales que el problema 16 no tenga solución. 


En los problemas 22 al 29 encuentre el punto de intersección (si hay uno) de las dos rectas. 








22. х- у= 7; 2x+3y=1 23. 2x — 2y =3; 3х + 7у = -l1 
24. y - 2х = 4; 4x - 2y = 6 25. 4x — бу =7; бх – 9у = 12 
26. 4х — 6y = 10; 6x – 9у = 15 27. Зх+у= 4; у- 5х = 2 

28. 2y – 3x =0; 7у – 5x = 9 29. 3x + 4у = 5; 6x — 7у = 8 


Sea L una recta у L, la recta perpendicular a L que pasa a través de un punto dado Р. La dis- 
tancia de L a P se define como la distancia? entre P y el punto de intersección de L y L. En los 
problemas 30 a 36 encuentre la distancia entre la recta dada y el punto. 





30. x—y=6; (0,0) 31. 2x +3y=—1; (0,0) 
32. 3x+y=7; (1,2) 33. 5x-6y23; (2,1 
E 45 арар qud 9) 


36. 6y + 3x = 3; (8, – 1) 


37. Encuentre la distancia entre la recta 2х — у = 6 y el punto de intersección de las rectas 
3x — 2y = 1 y 6x + 3y = 12. 





*38. Pruebe que la distancia entre el punto (x,, y,) y la recta ax + by = c está dada por 


E ax, + by, — e| 
ya? + 


39. En un zoológico hay aves (de dos patas) y bestias (de cuatro patas). Si el zoológico contiene 
60 cabezas y 200 patas, ¿cuántas aves y bestias viven en él? 


40. Suponga que a,,4,, — 4,,4,, = 0. Demuestre que las rectas dadas en el sistema de ecuacio- 


nes (1) son paralelas. Suponga que a, 400a,, + 0уа, %400a,, 50. 


— а.а, F0. 


41. Si existe una solución única al sistema (1), muestre que a,,a,, la, 


42. Si a, a,, — аа, + 0 demuestre que el sistema (1) tiene una solución única. 


43. La compañía Sunrise Porcelain fabrica tazas y platos de cerámica. Para cada taza o plato 
un trabajador mide una cantidad fija de material y la pone en la máquina que los forma, 
de donde pasa al vidriado y secado automático. En promedio, un trabajador necesita tres 
minutos para iniciar el proceso de una taza y dos minutos para el de un plato. El material 


u 
3 Recuerde que si (х,, y) y (х, y) son dos puntos en el plano xy, entonces la distancia d entre ellos está dada por 


а= x -xY *(n-x»). 
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para una taza cuesta ¿25 y el material para un plato cuesta £20. Si se asignan $44 diarios 
para la producción de tazas y platos, ¿cuántos deben fabricarse de cada uno en un día de 
trabajo de 8 horas, si un trabajador se encuentra trabajando cada minuto y se gastan exac- 
tamente $44 en materiales? 


44. Conteste la pregunta del problema 43 si los materiales para una taza y un plato cuestan 15 
y £10, respectivamente, y se gastan $24 en 8 horas de trabajo. 


45. Conteste la pregunta del problema 44 si se gastan $25 en 8 horas de trabajo. 


46. Una tienda de helados vende sólo helados con soda y malteadas. Se pone 1 onza de jarabe 
y 4 onzas de helado en un helado con soda, y 1 onza de jarabe y 3 onzas de helado en una 
malteada. Si la tienda usa 4 galones de helado y 5 cuartos de jarabe en un día, ¿cuántos 
helados con soda y cuántas malteadas vende? [ Sugerencia: 1 cuarto = 32 onzas, 1 galón = 
4 cuartos.] 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


l. o) П. a) Ш. c) IV. a) V. b) 


m ECUACIONES CON N INCÓGNITAS: 
ELIMINACIÓN DE GAUSS-JORDAN Y GAUSSIANA 





B Solución 


En esta sección se describe un método para encontrar todas las soluciones (si es que existen) 
de un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas. Al hacerlo se verá que, igual que en el 
caso de 2 X 2, tales sistemas o bien no tienen solución, tienen una solución o tienen un número 
infinito de soluciones. Antes de llegar al método general se verán algunos ejemplos sencillos. 
Como variables, se usarán х, x,, X, etc., en lugar de x, y, z, . . . porque la generalización es más 
sencilla si se usa la notación con subíndices. 


Solución de un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas: solución única 
Resuelva el sistema 

2x, + 4x, + 6x, = 18 

4x, + 5x, + бх, = 24 (1) 

Зх + x,—2x,—4 
En este caso se buscan tres números ху, x,, x,, tales que las tres ecuaciones en (1) se satisfagan. 
El método de solución que se estudiará será el de simplificar las ecuaciones como se hizo en la 
sección 1.2, de manera que las soluciones se puedan identificar de inmediato. Se comienza por 
dividir la primera ecuación entre 2. Esto da 

DS t 34 —9 

4x, + 5x, + бх, = 24 (2) 

3x, + х, 2х, = 4 
Como se vio en la sección 1.2, al sumar dos ecuaciones se obtiene una tercera ecuación correc- 
ta. Esta nueva ecuación puede sustituir a cualquiera de las dos ecuaciones del sistema que se 


usaron para obtenerla. Primero se simplifica el sistema (2) multiplicando ambos lados de la 
primera ecuación de (2) por —4 y sumando esta nueva ecuación a la segunda. Esto da 
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4x, — 8x 12x, = —36 


1 2 3 
4x, + 5х, + 6x, = 24 
3x, 6x, = —12 


3 











La ecuación —3x, — 6x, = —12 es la nueva segunda ecuación y el sistema ahora es 


xi #2х„+3х,=9 


=12 
4 


=3х„ = 6x, 


Зх + 3 — 2x, 


Nota. Como se puede ver por el desarrollo anterior, se ha sustituido la ecuación 4x, + 5x, + 
бх, = 24 por la ecuación —3x, — 6x, = —12. En este ejemplo y otros posteriores se sustituirán 
ecuaciones con otras más sencillas hasta obtener un sistema cuya solución se pueda identificar 
de inmediato. 

Entonces, la primera ecuación se multiplica por —3 y se suma a la tercera, lo que da por 
resultado: 


Il 
o 


a uet: 2%, + 3x, 





3x, 


5x, lix, = —23 


3 


6x, = —12 (3) 


3 





Observe que en el sistema (3) se ha eliminado la variable x, de la segunda y tercera ecuaciones. 
Después se divide la segunda ecuación por —3: 


х+2х,+ 3€ —9 


x, + 2x,=4 





5x 11x, = —23 


2 


Se multiplica la segunda ecuación por —2 y se suma a la primera; después se multiplica la se- 
gunda ecuación por 5 y se suma a la tercera: 


X, = A1 
x, + 2x,=4 
— x=->3 


Ahora se multiplica la tercera ecuación por —1: 


X, = = 
x, + 2x,=4 
x,=3 


Por último, se suma la tercera ecuación a la primera y después se multiplica la tercera ecuación 
por —2 y se suma a la segunda para obtener el siguiente sistema, el cual es equivalente al sis- 
tema (1): 
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Eliminación pp. Esta es la solución única para el sistema. Se escribe en la forma (4, —2, 3). El método que se usó 
E Gauss-JorDAN se conoce como eliminación de Gauss-Jordan.‘ 
Antes de seguir con otro ejemplo es conveniente resumir lo que se hizo en éste: 


i. Se dividió la primera ecuación, entre una constante, para hacer el coeficiente de x, 
igual a 1. 


li. Se “eliminaron” los términos en x, de la segunda y tercera ecuaciones. Esto es, los 
coeficientes de estos términos se hicieron cero al multiplicar la primera ecuación por 
las constantes adecuadas y sumándola a la segunda y tercera ecuaciones, respectiva- 
mente, de manera que al sumar las ecuaciones una de las incógnitas se eliminaba. 


iii. Se dividió la segunda ecuación entre una constante, para hacer el coeficiente de x 
igual a 1 y después se usó la segunda ecuación para “eliminar” los términos en x, 
de la primera y tercera ecuaciones, de manera parecida a como se hizo en el paso 
anterior. 


2 


iv. Se dividió la tercera ecuación entre una constante, para hacer el coeficiente de x, 
igual a 1 y después se usó esta tercera ecuación para “eliminar” los términos de x, 
de la primera y segunda ecuaciones. 


Cabe resaltar el hecho de que, en cada paso, se obtuvieron sistemas equivalentes. Es decir, 
cada sistema tenía el mismo conjunto de soluciones que el precedente. Esto es una consecuen- 
cia de los hechos A y B de la página 2. 
Antes de resolver otros sistemas de ecuaciones es conveniente introducir una notación que 
= Marnz simplifica la escritura de cada paso del procedimiento mediante el concepto de matriz. Una 
matriz es un arreglo rectangular de números y éstas se estudiarán con gran detalle al inicio de 
la sección 1.5. Por ejemplo, los coeficientes de las variables x, x,, x, en el sistema (1) se pueden 
MATRIZ DE escribir como los elementos de una matriz A, llamada matriz de coeficientes del sistema: 
COEFICIENTES 
8 — 24 6 
А=|4 5 6 (4) 
3 1 -2 


Мата Una matriz con m renglones y n columnas se llama una matriz de m х n. El símbolo m X n se 
mxn lee “m por n”. El estudio de matrices constituye gran parte de los capítulos restantes de este 
L libro. Por la conveniencia de su notación para la resolución de sistemas de ecuaciones, las pre- 
sentamos aquí. 
MarRiz A] usar la notación matricial, el sistema (1) se puede escribir como la matriz aumentada 
AUMENTADA 


L 6 | 18 


2 4 
4 5 6 | 24 (5) 
3 1 -2 | 4 


Ahora es posible introducir cierta terminología. Se ha visto que multiplicar (o dividir) 
los dos lados de una ecuación por un número diferente de cero da por resultado una nueva 


u 

^ Recibe este nombre en honor del gran matemático alemán Karl Friedrich Gauss (1777-1855) y del ingeniero alemán 
Wilhelm Jordan (1844-1899). Vea la semblanza bibliográfica de Gauss en la página 21. Jordan fue un experto en inves- 
tigación geodésica tomando en cuenta la curvatura de la Tierra. Su trabajo sobre la solución de sistemas de ecuaciones 
apareció en 1888 en su libro Handbuch der Vermessungskunde (Manual de geodesia). 
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ecuación equivalente. Más aún, si se suma un múltiplo de una ecuación a otra del sistema se 
obtiene otra ecuación equivalente. Por último, si se intercambian dos ecuaciones en un sistema 
de ecuaciones se obtiene un sistema equivalente. Estas tres operaciones, cuando se aplican a 
los renglones de la matriz aumentada que representa un sistema de ecuaciones, se denominan 
operaciones elementales con renglones. 

Para resumir, las tres operaciones elementales con renglones aplicadas a la matriz aumen- 
tada que representa un sistema de ecuaciones son: 


Operaciones elementales con renglones 


i. Multiplicar (o dividir) un renglón por un número diferente de cero. 
ii. Sumar un múltiplo de un renglón a otro renglón. 


iil. Intercambiar dos renglones. 
= 


Repouccaón El proceso de aplicar las operaciones elementales con renglones para simplificar una matriz 
POR RENGLONES aumentada se llama reducción por renglones. 


L 


NOTACIÓN 


1. К, — cR, quiere decir “reemplaza el i-ésimo renglón por ese mismo renglón multiplicado por 
с”. [Para multiplicar el ¿-ésimo renglón por c se multiplica cada número en el i-ésimo renglón 
por c.] 


2. Ro К+ cR significa sustituye el j-ésimo renglón por la suma del renglón j más el renglón 
i multiplicado por c. 


3. RƏR, quiere decir “intercambiar los renglones i y J”. 


4. А э B indica que las matrices aumentadas A y B son equivalentes; es decir, que los sistemas 
que representan tienen la misma solución. 


En el ejemplo 1 se vio que al usar las operaciones elementales con renglones 1) y її) varias veces, 
se puede obtener un sistema cuyas soluciones estén dadas en forma explícita. Ahora se repiten 
los pasos del ejemplo 1 usando la notación que se acaba de introducir: 


24 6 | 18 12 3| 9| g-a (1 2 3| 9 
RR ЕЁ; —3R, 
45 6 | 24 45 6|24—3253— 50 -3 -6 | -12 
3 1 -2 | 4 3 1 -2 | 4 0 -5 -11 | -23 
"ET 1 2 3 || 9 Ron mo 100: =1 | 1 
= 1 2] aL ү 4 
0—5 -11 | -23 00 -1 | —3 
10 —1 | 1| RRA 100] 4 
B do a 2 Ер | (| -2 
00 1]|3 001] 3 





De nuevo se puede “ver” de inmediato que la solución es x, = 4, x, = —2, x, = 3. 


número infinito de soluciones 


Resuelva el sistema 
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| EJEMPLO 2 | Solución de un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas: 


B Solución 


como una matriz aumentada: 


2x, +4x,+ 6x,=18 
4x, +5x,+ бх, = 24 


2x, + 7х, + 12x, = 30 


24 6 [18 
45 6 [24 
2 7 12 |30 


Después se obtiene, sucesivamente, 





Para resolver este sistema se procede como en el ejemplo 1, esto es, primero se escribe el sistema 


2 (12 3| 9) gm (1 2 3| 9 
R¡>3R; в, – 
idas de] 24-505 55 4 —3 —6 | —12 
27 12 | 30 0 3 6 | 12 
f 1 2 3 9| RR -2R, 10 —1 | 1 
R,>1R. ЭВ, = 
a 12 (| ES |4 
036 12 0 0 0] 0 
Esto es equivalente al sistema de ecuaciones 
X, = wc 
x, + 2x,—4 


Hasta aquí se puede llegar. Se tienen sólo dos ecuaciones para las tres incógnitas x,, X, х,у 
existe un número infinito de soluciones. Para comprobar esto se elige un valor de x,. Entonces 
таи Ésta será una solución para cualquier número X. Se escribe esta 
solución en la forma (1 + x,,4 — 2x,, x,). Por ejemplo, si x, = 0, se obtiene la solución (1, 4, 
0). Para x, = 10 se obtiene la solución (11, —16, 10), y por ello para cada valor de x, habrá una 


solución distinta. 


| EJEMPLO3 | Sistema inconsistente 


Resuelva el sistema 


B Solución 


2x, + 3x, = 4 
2,0, +7 19 


хү— 2x, + 5x, = 10 


La matriz aumentada para este sistema es 


(6) 


El elemento 1,1 de la matriz no se puede hacer 1 como antes porque al multiplicar 0 por cual- 
quier número real el resultado es 0. En su lugar se puede usar la operación elemental con 
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renglones iii) para obtener un nümero distinto a cero en la posición 1,1. Se puede intercambiar 
el renglón 1 con cualquiera de los otros dos; sin embargo, al intercambiar los renglones 1 y 3 
queda un 1 en esa posición. Al hacerlo se obtiene lo siguiente: 


23| 4 1—2 5 d 1-2 5 | 10 
-6 7 | 15|——®®,|2 -6 7 | 15 |= |р -2 —3 | -5 
2 5 | 10 0 23| 4 0 2 3]| 4 


Es necesario detenerse aquí porque, como se ve, las últimas dos ecuaciones son 
=2 = 3, ——3 


2x,+3x,= 4 





lo cual es imposible (si —2x, — 3x, = —5, entonces 2x, + 3x, = 5, no 4). Así no hay una 
solución. Se puede proceder como en los últimos dos ejemplos para obtener una forma más 
estándar: 


1 -2 5 | 10] rzor+z, [10 8 | 15 
RR, 0 1 à | i R,R, — 2R, 0 1 2 | i 
0 23| 4 0 0 0 | -I 
Ahora la última ecuación es 0х, + 0х, + 0х, = —1, lo cual también es imposible ya que 0 + —1. 


Así, el sistema (6) no tiene solución. En este caso se dice que el sistema es inconsistente. 


Sistemas inconsistentes y consistentes 


Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es inconsistente si no tiene solución. Se 
dice que un sistema que tiene al menos una solución es consistente. 


Se analizarán de nuevo estos tres ejemplos. En el ejemplo 1 se comenzó con la matriz de coefi- 
cientes 


En el proceso de reducción por renglones, A, se “redujo” a la matriz 


100 
R,=|0 1 0 
0 0 1 
En el ejemplo 2 se comenzó con 
2 4 6 
А, = 5 6 
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y se terminó con 


1 0 -I 
ER pd 2 
00 0 
En el ejemplo 3 se comenzó con 
0 23 
А,=|2 =6 7 
] -2 5 
y se terminó con 
1 0 8 
R, =| 0 E 
ооо 


Las matrices R,, R,, К, se llaman formas escalonadas reducidas por renglones de las matrices A, 
A, y A, respectivamente. En general, se tiene la siguiente definición: 


DEFINICIÓN E Forma escalonada reducida por renglones y pivote 


Una matriz se encuentra en la forma escalonada reducida por renglones si se cumplen las 
siguientes condiciones: 


i. Todos los renglones (si los hay) cuyos elementos son todos cero aparecen en la par- 
te inferior de la matriz. 


ii. El primer número diferente de cero (comenzando por la izquierda) en cualquier 
renglón cuyos elementos no todos son cero es 1. 


iii. Si dos renglones sucesivos tienen elementos distintos de cero, entonces el primer 1 en el 
renglón de abajo está más hacia la derecha que el primer 1 en el renglón de arriba. 


iv. Cualquier columna que contiene el primer 1 en un renglón tiene ceros en el resto de 
sus elementos. El primer número diferente de cero en un renglón (si lo hay) se llama 
pivote para ese renglón. 


Nota. La condición iii) se puede reescribir como “el pivote en cualquier renglón está a la dere- 
cha del pivote del renglón anterior”. 


| EJEMPLO 4 | Cinco matrices en la forma escalonada reducida por renglones 


Las siguientes matrices están en la forma escalonada reducida por renglones: 


100 1000 1005 ii 10265 

11010 ii. 0 1 0 0 iii. iv. 013 6 
0 0 1 2 0 1 

0 0 1 0 0 0 I 0000 


Las matrices i y ii tienen tres pivotes; las otras tres matrices tienen dos pivotes. 
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DEFINICIÓN В Forma escalonada рог renglones 


Una matriz está en la forma escalonada por renglones si se cumplen las condiciones i), 
ii) y iii) de la definición 2. 


| EJEMPLO 5 | Cinco matrices en la forma escalonada por renglones 


Las siguientes matrices se encuentran en la forma escalonada por renglones: 


N 
чө 
a 
| 
= 
O 
A 


© 
© 
© 
о 
— 


E 
= 
е o 
O = 
о о 


132 5 
2. 5 . [12 iS 
12 1V. 0 1 ү. 
000 0 
Nota. Por lo general, la forma escalonada por renglones de una matriz no es única. Es decir, 


una matriz puede ser equivalente, en sus renglones, a más de una matriz en forma escalonada 
por renglones. Por ejemplo 


1325 1 2 -1-1 
Á= 136 = аы 0 1 3 6 |=B 
0000 0 0 0 0 


muestra que las dos matrices anteriores, ambas en forma escalonada por renglones, son equiva- 
lentes por renglones. Así, cualquier matriz para la que А es una forma escalonada por renglo- 
nes, también tiene a B como forma escalonada por renglones. 


Observación 1. La diferencia entre estas dos formas debe ser evidente a partir de los ejemplos. 
En la forma escalonada por renglones, todos los números abajo del primer 1 en un renglón 
son cero. En la forma escalonada reducida por renglones, todos los números abajo y arriba del 
primer 1 de un renglón son cero. Así, la forma escalonada reducida por renglones es más exclu- 
siva. Esto es, en toda matriz en forma escalonada reducida por renglones se encuentra también 
la forma escalonada por renglones, pero el inverso no es cierto. 


Observación 2. Siempre se puede reducir una matriz a la forma escalonada reducida por renglo- 
nes o a la forma escalonada por renglones realizando operaciones elementales con renglones. 
Esta reducción se vio al obtener la forma escalonada reducida por renglones en los ejemplos 
1;2y 3: 


Como se vio en los ejemplos 1, 2 y 3, existe una fuerte relación entre la forma escalonada 
reducida por renglones y la existencia de la solución ünica para el sistema. En el ejemplo 1 
dicha forma para la matriz de coeficientes (es decir, en la primeras tres columnas de la matriz 
aumentada) tenían un 1 en cada renglón y existía una solución ünica. En los ejemplos 2 y 3 la 
forma escalonada reducida por renglones de la matriz de coeficientes tenía un renglón de ceros 
y el sistema no tenía solución o tenía un nümero infinito de soluciones. Esto siempre es cierto 
en cualquier sistema de ecuaciones con el mismo nümero de ecuaciones e incógnitas. Pero antes 
de estudiar el caso general se analizará la utilidad de la forma escalonada por renglones de una 
matriz. Es posible resolver el sistema en el ejemplo 1 reduciendo la matriz de coeficientes a esta 
forma. 
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| EJEMPLO6 | Solución de un sistema mediante eliminación gaussiana 


Resuelva el sistema del ejemplo 1 reduciendo la matriz de coeficientes a la forma escalonada 
por renglones. 


m Solución Se comienza como antes: 


24 6 | 18 12 3 | 9 
1 iR 

45 6 | 24 45 6 | 24 

31-2 | 4 31-2 | 4 
RR, AR, 1 2 3 | 9 12 3 | 9 

Е-Е; —3R, RR, 

— — —10-3 -6 | -12 |———23| 0 1 2 | 4 
0-5 -11 |  —23 05-1 | -23 


Hasta aquí, este proceso es idéntico al anterior; pero ahora sólo se hace cero el nümero (—5) 
que está abajo del primer 1 en el segundo renglón: 


12 3 | 9 123 | 9 
R, >R, +5R, R-—R, 

01 2 | 4 |———|012 | 4 

00 - | -3 001 | 3 


La matriz aumentada del sistema (y los coeficientes de la matriz) se encuentran ahora en 
Sustitución la forma escalonada por renglones y se puede ver de inmediato que х, = 3. Después se usa la 
L HACIA ATRÁS sustitución hacia atrás para despejar primero х,у después x,. La segunda anarian queda х, + 
2х, = 4. Entonces х, + 2(3) = 4 y х, = —2. De igual manera, de Іа primera ecuación se obtiene 
Euminación x, + 2(—2) + 3(3) = 9 o x, = 4. Así, de nuevo se obtiene la solución (4, —2, 3). El método de 
GAUSSIANA solución que se acaba de emplear se llama eliminación gaussiana. 
= Se cuenta con dos métodos para resolver los ejemplos de sistemas de ecuaciones: 


i. Eliminación de Gauss-Jordan 
Se reduce por renglón la matriz de coeficientes a la forma escalonada reducida por 
renglones usando el procedimiento descrito en la página 9. 


ii. Eliminación gaussiana 
Se reduce por renglón la matriz de coeficientes a la forma escalonada por renglones, 
se despeja el valor de la última incógnita y después se usa la sustitución hacia atrás 


para las demás incógnitas. 
ш 


¿Cuál método es más útil? Depende. Al resolver sistemas de ecuaciones en una computadora 
se prefiere el método de eliminación gaussiana porque significa menos operaciones elementales 
con renglones. De hecho, como se verá en el apéndice 3, para resolver un sistema de n ecuacio- 
nes con n incógnitas usando la eliminación de Gauss-Jordan se requieren aproximadamente 
1/2 sumas y multiplicaciones, mientras que la eliminación gaussiana requiere sólo n*/3 sumas y 
multiplicaciones. La solución numérica de los sistemas de ecuaciones se estudiará en el apéndi- 
ce 4. Por otro lado, a veces es esencial obtener la forma escalonada reducida por renglones de 
una matriz (una de éstas se estudia en la sección 1.8). En estos casos la eliminación de Gauss- 
Jordan es el método preferido. 
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Ahora se observa la solución de un sistema general de m ecuaciones con n incógnitas. La 
mayor parte de las soluciones de los sistemas se hará mediante la eliminación de Gauss-Jordan 
debido a que en la sección 1.8 esto se necesitará. Debe tenerse en mente, sin embargo, que la 
eliminación gaussiana suele ser un enfoque más conveniente. 

El sistema general m X n de m ecuaciones con n incógnitas está dado por 


aX +а„х, tax + + +а х, =b, 
ах, + а„х, tax, + + ta, x, =b, 


2п°°п 
ах +а„х„ +азх, + + ta,x, = b (7) 


3171 3373 3n” n 


анх FO, Xx, FO, ¿Xy + cta x, =b, 


En el sistema (7) todos los coeficientes a y b son números reales dados. El problema es encontrar 
todos los conjuntos de n números, denotados por (x,, х„ X, . . . X,), que satisfacen cada una de 
las m ecuaciones en (7). El número a, es el coeficiente de la variable x en la ¡-ésima ecuación. 

Es posible resolver un sistema de т ecuaciones con n incógnitas haciendo uso de la elimi- 
nación de Gauss-Jordan o gaussiana. Enseguida se proporciona un ejemplo en el que el número 
de ecuaciones e incógnitas es diferente. 


| ЕЈЕМРІО 7 | Solución de un sistema de dos ecuaciones соп cuatro incógnitas 


Resuelva el sistema 
WU a eX F and 


2x, + 5x, — 2x, + 4х, = 6 


E Solución Este sistema se escribe como una matriz aumentada y se reduce por renglones: 


13 —5 1 | 4| &»&323& [1 3-51 | 4 

25-24 | 6 0-1 82 | -2 

_юэ-в |13 —5 1 | 4| zome |] 0 19 7 | -2 
0 1 -8 -2 | 2 0 1 -8 -2 | 2 


Hasta aquí se puede llegar. La matriz de coeficiente se encuentra en forma escalonada y redu- 
cida por renglones. Es evidente que existe un número infinito de soluciones. Los valores de las 
variables x, y x, se pueden escoger de manera arbitraria. Entonces x, = 2 + 8x, + 2x, y x, = 
—2 —19x, —7x, Por lo tanto, todas las soluciones se representan por (—2 —19x, — 7x, 2 + 8x, 
+ 2x, X, х,). Por ejemplo, si x, = 1 y x, = 2 se obtiene la solución (—35, 14, 1, 2). 

Al resolver muchos sistemas, es evidente que los cálculos se vuelven fastidiosos. Un buen mé- 
todo práctico es usar una calculadora o computadora siempre que las fracciones se compliquen. 
Debe hacerse notar, sin embargo, que si los cálculos se llevan a cabo en una computadora o cal- 
culadora pueden introducirse errores de “redondeo”. Este problema se analiza en el apéndice 3. 


| EJEMPLO 8 | 8 Un problema de administración de recursos 


Un departamento de pesca y caza del estado proporciona tres tipos de comida a un lago que 
alberga a tres especies de peces. Cada pez de la especie 1 consume cada semana un promedio 
de 1 unidad del alimento 1, 1 unidad del alimento 2 y 2 unidades del alimento 3. Cada pez de 
la especie 2 consume cada semana un promedio de 3 unidades del alimento 1, 4 del 2 y 5 del 3. 


B Solución 
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Para un pez de la especie 3, el promedio semanal de consumo es de 2 unidades del alimento 1, 1 
unidad del alimento 2 y 5 unidades del 3. Cada semana se proporcionan al lago 25 000 unidades 
del alimento 1, 20 000 unidades del alimento 2 y 55 000 del 3. Si suponemos que los peces se 
comen todo el alimento ¿cuántos peces de cada especie pueden coexistir en el lago? 


Sean x, x, y x,el número de peces de cada especie que hay en el ambiente del lago. Si utilizamos 
la información del problema, se observa que x, peces de la especie 1 consumen x, unidades del 
alimento 1, x, peces de la especie 2 consumen 3x, unidades del alimento 1 y x, peces de la espe- 
cie 3 consumen 2x, unidades del alimento 1. Entonces, x, + 3x, + 2x, — 25 000 = suministro 
total por semana de alimento 1. Si se obtiene una ecuación similar para los otros dos alimentos 
se llega al siguiente sistema de ecuaciones: 

x, + 3x, + 2x, = 25 000 


1 


x, + 4х,+ х, = 20000 


1 





2x, + 5x, + 5x, = 55000 


Después de resolver se obtiene 


132 | 25000 
141 | 20000 
2 5 5 | 55000 
R>R-R || 3 2 | 25000] җәк-э„ [10 5 | 40000 
RR, - 2R, ЕЕ, +R, 
————/0 1-1] -5000 01 -1 | -5000 
0 —1 1 | 5000 00 0| 0 


Por consiguiente, si x, se elige arbitrariamente, se tiene un nümero infinito de soluciones dada 
por (40 000 — 5x,, x, — 5 000, x,). Por supuesto, se debe tener x, = 0, х, = 0 y x, = 0. Como x, 
= x, — 5 000 = 0, se tiene x, = 5 000. Esto significa que 0 = х, = 40 000 — 5(5 000) = 15 000. 
Por último, como 40 000 — 5x, = 0, se tiene que x, = 8 000. Esto significa que las poblaciones 
que pueden convivir en el lago con todo el alimento consumido son 





x, = 40000 — 5x, 
x, = x, — 5000 
5000 = x, = 8 000 


Por ejemplo, si x, = 6000, entonces x, = 10000 y x, = 1000. 


Nota. El sistema de ecuaciones tiene un número infinito de soluciones. Sin embargo, el proble- 
ma de administración de recursos tiene sólo un número finito de soluciones porque x, х,у x, 
deben ser enteros positivos y existen nada más 3 001 enteros en el intervalo [5 000, 8 000]. (Por 
ejemplo, no puede haber 5 237.578 peces.) 


ANÁLISIS DE INSUMO Y PRODUCTO (OPCIONAL) 


Los siguientes dos ejemplos muestran la forma en la cual pueden surgir los sistemas de ecua- 
ciones en el modelado económico. 
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| EJEMPLO 9 | El modelo de insumo-producto de Leontief 


Un modelo que se usa con frecuencia en economía es el modelo de insumo-producto de Leontief.* 
Suponga un sistema económico que tiene л industrias. Existen dos tipos de demandas en cada 
industria: la primera, una demanda externa desde afuera del sistema. Por ejemplo, si el sistema 
es un país, la demanda externa puede provenir de otro país. Segunda, la demanda que hace una 
industria a otra industria en el mismo sistema. Por ejemplo, en Estados Unidos la industria 
automotriz demanda parte de la producción de la industria del acero. 

Suponga que e, representa la demanda externa ejercida sobre la ¡-ésima industria. Suponga 
que a, representa la demanda interna que la j-ésima industria ejerce sobre la i-ésima industria. 
De forma más concreta, a, representa el número de unidades de producción de la industria i 
que se necesitan para producir una unidad de la industria j. Sea x, la producción de la indus- 
tria i. Ahora suponga que la producción de cada industria es igual a su demanda (es decir, no 
hay sobreproducción). La demanda total es igual a la suma de demandas internas y externas. 
Por ejemplo, para calcular la demanda interna de la industria 2 se observa que la industria 1 
necesita а, unidades de producción de la industria 2 para producir una unidad de su propia 
producción. Si la producción de la industria 1 es x,, entonces а, х, se trata de la cantidad total 
que necesita la industria 1 de la industria 2. De esta forma, la demanda interna total sobre la 
industria 2 es a,x; + aX, + + x. 


2т n 


Al igualar la demanda total a la producción de cada industria se llega al siguiente sistema 
de ecuaciones: 





aX, + ах, + + ax, + e, =x 
ах tà4,x, t: tax +е, = х, 
| А (8) 
ах +a, + +a x +е = х 
Al n2 2 nn” п n n 
O bien, reescribiendo el sistema (8) en la forma del sistema (7) se obtiene 
(1- a) х QX, 7 7 a, X, — € 
=a, X, + d= а„) X4 7007 Aann — €, 
А И (9) 
== = +++ П — i 
а 0X, y ü ap) Xa e 


El sistema (9) de n ecuaciones con n incógnitas es de fundamental importancia en el análisis 
económico. 


El modelo de Leontief aplicado a un sistema económico con tres industrias 





Suponga que las demandas externas en un sistema económico con tres industrias son 10, 25 y 
20, respectivamente. Suponga que a,, — 0.2, a,, — 0.5, a; = 0.15, d, = 04, a,, = 0.1, a,, = 0.3, 
а, = 0.25, a = 0.5 y a4, = 0.15. Encuentre la producción de cada industria de manera que la 
oferta sea exactamente igual a la demanda. 


а 

5 Así llamado en honor al economista norteamericano Wassily W. Leontief, quien utilizó este modelo en su trabajo pio- 
nero “Quantitative Input and Output Relations in the Economic System of the United States” en Review of Economic 
Statistics 18(1936). Leontief ganó el Premio Nobel en Economía en 1973 por su desarrollo del análisis de insumo- 
producto. 


B Solución 
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En este caso n =3, 1 — a, = 0.8, 1 — а, = 0.9 y 1 — a,, = 0.85 y el sistema (9) es 


08% — 0.5x, — 0.15x, = 10 
—0.4x, + 0.9x, — 0.3x, = 25 
—0.25x, = 0.5х, + 0.85x, = 20 


Si se resuelve el sistema por método de eliminación de Gauss-Jordan en una calculadora o 
computadora, trabajando con cinco decimales en todos los pasos se obtiene 


1 0 0 | 110.0442 
0 1 0 | 118.74070 
0 0 1 | 125.81787 


Se concluye que la producción necesaria para que la oferta sea (aproximadamente) igual a la 
demanda es x, — 110, x, — 119 y x, — 126. 


LA GEOMETRÍA DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES 
CON TRES INCÓGNITAS (OPCIONAL) 


En la figura 1.1, en la página 3, se observó que se puede repesentar un sistema de dos ecuacio- 
nes con dos incógnitas mediante dos líneas rectas. Si las rectas tienen un solo punto de intersec- 
ción el sistema tiene una solución ünica; si coinciden, existe un nümero infinito de soluciones; 
si son paralelas, no existe una solución y el sistema es inconsistente. 

Algo similar ocurre cuando se tienen tres ecuaciones con tres incógnitas. 

Como se verá en la sección 3.5, la gráfica de la ecuación ax + by + cz = d en el espacio de 
tres dimensiones es un plano. 

Considere el sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas: 


ax=by=cz=d 
ex—fy—-gz-h (10) 
jx = ky - Е = m 


en donde a, b, c, d, e, f, g, h, j, k, Ly m son constantes y al menos una de ellas en cada ecuación 
es diferente de cero. 

Cada ecuación en (10) es la ecuación de un plano. Cada solución (x, y, z) al sistema de 
ecuaciones debe ser un punto en cada uno de los tres planos. Existen seis posibilidades: 


1. Los tres planos se intersecan en un solo punto. Por lo que existe una solución única para el 
sistema (vea la figura 1.2). 


2. Los tres planos se intersecan en la misma recta, por lo que cada punto sobre la recta es una 
solución y el sistema tiene un número infinito de soluciones (vea la figura 1.3). 


YN 


4 


Punto de intersección 


Figura 1.2 


Los tres planos se interse- P 
can en un solo punto. y 
X 
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3. Los tres planos coinciden. Entonces cada punto sobre el plano es una solución y se tiene 
un número infinito de soluciones. 


4. Dos delos planos coinciden e intersecan a un tercer plano en la recta. Entonces cada punto 
sobre la recta es una solución y existe un número infinito de soluciones (vea la figura 1.4). 


5. Al menos dos de los planos son paralelos y distintos. Por lo que ningún punto puede estar 
en ambos y no hay solución. El sistema es inconsistente (vea la figura 1.5). 





Xx 

Figura 1.3 Figura 1.4 

Los tres planos se interse- Dos planos se intersecan en 
can en la misma recta. una recta. 

Figura 1.5 


Los planos paralelos no 
tienen puntos en comün. 





6. Dos de los planos coinciden en una recta L. El tercer plano es paralelo а L (y no contiene 
a L), de manera que ningün punto del tercer plano se encuentra en los dos primeros. No 
existe una solución y el sistema es inconsistente (vea la figura 1.6). 


En todos los casos el sistema tiene una solución ünica, un nümero infinito de soluciones o es 
inconsistente. Debido a la dificultad que representa dibujar planos con exactitud, no ahonda- 
remos más en el tema. No obstante, es útil analizar cómo las ideas en el plano xy se pueden 
extender a espacios más complejos. 





0 
апо 3 рик сі 


Plano 2 


Figura 1.6 


El plano 3 es paralelo a /, 
la recta de intersección de 
los planos 1 y 2. 


SEMBLANZA DE... 


Carl Friedrich Gauss, 1777-1855 


Carl Friedrich Gauss es considerado el matemático más grande del 
siglo xx, además de uno de los tres matemáticos más importantes 
de todos los tiempos (Arquímedes y Newton son los otros dos). 

Gauss nació en Brunswick, Alemania, en 1777. Su padre, un 
obrero amante del trabajo, era excepcionalmente obstinado y no 
creía en la educación formal, e hizo todo lo que pudo para evitar 
que Gauss fuera a una buena escuela. Por fortuna para Carl (y para 
las matemáticas), su madre, a pesar de que tampoco contaba con 
educación, apoyó a su hijo en sus estudios y se mostró orgullosa 
de sus logros hasta el día de su muerte a la edad de 97 años. 

Gauss era un niño prodigio. A los tres años encontró un error 
en la libreta de cuentas de su padre. Hay una anécdota famosa de 
Carl, cuando tenía apenas 10 años de edad y asistía a la escuela 
local de Brunswick. El profesor solía asignar tareas para mante- 
ner ocupados a los alumnos y un día les pidió que sumaran los 
números del 1 al 100. Casi al instante, Carl colocó su pizarra boca 
abajo con la palabra “listo”. Después, el profesor descubrió que 
Gauss era el único con la respuesta correcta, 5050. Gauss había 
observado que los números se podían arreglar en 50 pares que 
sumaban cada uno 101 (1 + 100, 2 + 99, etc.), y 50 X 101 = 5050. 
Años más tarde, Gauss bromeaba diciendo que podía sumar más 
rápido de lo que podía hablar. 

A la edad de 15 años, el Duque de Brunswick se fijó en él 
y lo convirtió en su protegido. El Duque lo ayudó a ingresar en 
el Brunswick College en 1795 y, tres años después, a entrar a la 
Universidad de Góttingen. Indeciso entre las carreras de mate- 
máticas y filosofía, Gauss eligió las matemáticas después de dos 
descubrimientos asombrosos. Primero inventó el método de mí- 
nimos cuadrados una década antes de que Legendre publicara 
sus resultados. Segundo, un mes antes de cumplir 19 años, resol- 
vió un problema cuya solución se había buscado durante más de 
dos mil años: Gauss demostró cómo construir, con tan sólo una 
regla y un compás, un polígono regular cuyo número de lados no 
es múltiplo de 2, 3 o 5.* 

El 30 de marzo de 1796, fecha de este descubrimiento, co- 
menzó un diario que contenía como primera nota las reglas de 
construcción de un polígono regular de 17 lados. El diario, que 
contiene los enunciados de 146 resultados en sólo 19 páginas, 


і I 

* De manera más general, Gauss probó que un polígono regular de n 
lados se puede construir con regla y compás si y sólo si n es de la forma 
n = 2%p,* Py... p, donde k = O y las p, son números primos de Fermat 
distintos. Los números primos de Fermat son aquellos que toman la 
forma 2? +1. Los primeros cinco números primos de Fermat son 3, 5, 
ЇЙ. 297, 7 95) 55], 





es unos de los documentos más importantes en Іа historia de las 
matemáticas. 

Tras un corto periodo en Góttingen, Gauss fue a la Univer- 
sidad de Helmstádt y, en 1798, a los 20 años, escribió su famosa 
disertación doctoral. En ella dio la primera demostración mate- 
mática rigurosa del teorema fundamental del álgebra que indica 
que todo polinomio de grado n tiene, contando multiplicidades, 
exactamente n raíces. Muchos matemáticos, incluyendo a Euler, 
Newton y Lagrange, habían intentado probar este resultado. 

Gauss hizo un gran número de descubrimientos en física al 
igual que en matemáticas. Por ejemplo, en 1801 utilizó un nue- 
vo procedimiento para calcular, a partir de unos cuantos datos, 
la órbita del asteroide Ceres. En 1833 inventó el telégrafo elec- 
tromagnético junto con su colega Wilhelm Weber (1804-1891). 
Aunque realizó trabajos brillantes en astronomía y electricidad, la 
que resultó asombrosa fue la producción matemática de Gauss. 
Hizo contribuciones fundamentales al álgebra y la geometría y 
en 1811 descubrió un resultado que llevó a Cauchy a desarrollar 
la teoría de la variable compleja. En este libro se le encuentra en 
el método de eliminación de Gauss-Jordan. Los estudiantes de 
análisis numérico aprenden la cuadratura gaussiana: una técnica 
de integración numérica. 

Gauss fue nombrado catedrático de matemáticas de Gót- 
tingen en 1807 e impartió clase hasta su muerte en 1855. Aún 
después de su muerte, su espíritu matemático siguió acosando 
a los matemáticos del siglo xix. Con frecuencia, un importante 
resultado nuevo ya había sido descubierto por Gauss y se podía 
encontrar en sus notas inéditas. 

En sus escritos matemáticos Gauss era un perfeccionista 
y tal vez sea el último gran matemático que conocía práctica- 
mente todo acerca de su área. Al afirmar que una catedral no 
era una catedral hasta que se quitara el último de los andamios, 
ponía todo su empeño para que cada uno de sus trabajos publi- 
cados fuera completo, conciso y elegante. Usaba un sello en el 
que se veía un árbol con unas cuantas frutas y la leyenda pauca 
sed matura (pocas pero maduras). Gauss creía también que las 
matemáticas debían reflejar el mundo real. A su muerte, Gauss 
fue honrado con una medalla conmemorativa que llevaba la 
inscripción “George V, Rey de Hanover, al príncipe de los ma- 
temáticos”. 
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AUTOEVALUACIÓN 


¿Cuál de los siguientes sistemas tiene la matriz de coeficientes dada a la derecha? 


3 2 = 
01 5 
2 0 
а) 3x + 2y = –1 Б) 3x + 22 = 10 
у= 5 2х+у= 0 
2x=1 SS 
6) 3bpe2 d) 3x+2y=z=-=3 
2х+у= 0 var зл 5 
= лр Sy = Il 2x+z=3 


. ¿Cuál de las siguientes es una operación elemental con renglones? 


a) Reemplazar un renglón con un múltiplo diferente de cero de ese renglón. 
b) Sumar una constante diferente de cero a cada elemento en un renglón. 

c) Intercambiar dos columnas. 

d) Reemplazar un renglón con una suma de renglones y una constante dife- 


rente de cero. 


¿Cuál de las siguientes afirmaciones es cierta sobre la matriz dada? 


сз ое = 
c3 € = e 
e e) к= e 
es LES > шо 


a) Está en la forma escalonada por renglón. 


b) No está en la forma escalonada por renglón porque el cuarto número en el 
renglón 1 no es 1. 


c) No está en la forma escalonada por renglón porque el primer elemento 
diferente de cero en el renglón 1 es 3. 


d) No está en la forma escalonada por renglón porque la última columna con- 
tiene un cero. 


¿Cuál de las siguientes afirmaciones es cierta sobre el sistema dado? 
боз ar SS 
2x+2y+22=6 
3x+3y+3z=10 
a) Tiene una solución única x = 1, y = 1,z = 1. 
b) Es inconsistente. 


c) Tiene un nümero infinito de soluciones. 
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En los problemas del 1 al 26 utilice el método de eliminación de Gauss-Jordan para encontrar, 
si existen, todas las soluciones para los sistemas dados. 














1. x= 2x, 3x =11 2. —2х,+ x + бх, = 15 
dx + x% x,=4 5x, + 8x, = —16 
2x,— x, + 3x,=10 3x, + 2x,— 10x, = —3 
3. lx, х,=0 4. 3x, + 6x,— 6x,=9 
„+ 3x=1 2x,— 5х,+ 4х, = 
х = X, --—3 —x, t 16x, — 14x, = —3 
5. 3х,+ бх„— 6бх,=9 6. 2x, 6x, 3x, = 9 
2x, = 5x,+ 4x,=6 Uo uoce qc 
5x, + 28x, — 26x, = —8 х= X^ 2x,—2 
7 ERE х= y=] 8. xb = x-7 
4x,— x,+ 5x,=4 4x,— x,+ 5x,=4 
Ze, + 2x,— 3x,—0 бх + х, + 3x,=18 
9 X; х= x= 10 x,— 2+ 3x,=0 
4x,— xy t 5x,=4 4x, t = x= 
6x, + х, + 3x,=20 2x,— x + Зх, = 0 
11. =2x = x + 3х, = 0 12. X tb x= x=0 
3x, + 4x, x0 Ax, — x,+ 3x,=0 
Sw + 3x 2 =00 ОЕР. + RE 
13. 2x, + 5x,=6 14. Xt 2x,— x=4 
X, = 2x,=4 3x 4x,— 2x,=7 
2x, + 4x, = -2 
15. x + 2x,— 4x,=4 16. x + 2x,— 4x,=4 
—2x,— 4х, + 8х, = —8 =2x, = 4x, + 8х, = —D 
17. TAR ET 18. ob 2x o x4 34,4 
Эх, + бх, -3х, + 3х, = 21 =3x + бх, -3х, + 9х, = 12 
19. 2х + бх, -4х, + 2х, = 4 20. х= 20. 22 
X, eoe Wess 3x, + 2x,— 2х, = —8 
—3x,* 2x,—2x, ="=2 4x,— x,— xXx =1 


=x + 6x,— 2x, =7 
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21. —2x, + y =1 22. Ж e реА 
4x,— x, =-1 3x, + 2x, = 2x,=-8 
Xx, E = -3 4x,—x,— x=1 
5x, + Ja — o у= =3З 
23. х= 2X, Xd x92 24. x t x,=4 
3x, + 2X = 2х,=—$8 2x, -3x,— 7 
4x,—x,— x=1 Зх du = 8 
5х + х= х= 0 
25. х+ х=4 26. —2х,+ х,=0 
2x, -3x,=7 x +3х, = 1 
3x, -2x, = 11 Зе =з 


En los problemas 27 а 38 determine 51 la matriz dada se encuentra en la forma escalonada рог 
renglones (pero no en la forma escalonada reducida por renglones), en la forma escalonada 
reducida por renglones o en ninguna de las dos. 


1 1 0 20 0 2 0 0 1010 
27. |0 1 0 28. |0 1 0 29. |1 1 0 30. |0 1 0 
0 0 I1 0 0 —1 0 0 1 0000 
1000 1140 0 0 0 
31. |0 0 1 0 32. |0 0 1 3 33. 0.0 0 34 | к A 
0 0 0 I 0 0 0 1 0000 i bs 
1 0 100 0.0 4 
35 f us | 36. |0 37. |0 0 0 38. |0 0 5 
$9194 0 0 0 0 1 0116 


En los problemas 39 а 46 utilice las operaciones elementales con renglones para reducir las 
matrices dadas a la forma escalonada por renglones y a la forma escalonada reducida por 
renglones. 


Lo-1 1 12 3 

39. E | 40. р s] 4.|2 4 3 ala 5 —6 
A ta 5 6-2 ox 1 
2 -4 8 2 -7 

43| 3 s8l 44 5 Е p 45. G Na 3 46. |3 5 
POS 3 1 6 s 10 5 a 


47. En el modelo de insumo-producto de Leontief del ejemplo 9 suponga que se tienen tres 
Р ; r r 1 1 1 
industrias. Más aún, suponga que e, =10, е, = 15, е, = 30, а =3,4,, = 1,a,7 5,4, = 1, 
а, =1,а, =1,а, 71,4, = т, а, = +. Encuentre la producción de cada industria tal que 


la oferta sea igual a la demanda. 














48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 
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En el ejemplo 8 suponga que cada semana se suministran al lago 15 000 unidades del pri- 
mer alimento, 10 000 del segundo y 35 000 del tercero. Considerando que todo alimento se 
consume, ¿qué población de las tres especies puede coexistir en el lago? ¿Existe una solu- 
ción única? 

Un viajero que acaba de regresar de Europa gastó $30 diarios en Inglaterra, $20 diarios 
en Francia y $20 diarios en España por concepto de hospedaje. En comida gastó $20 dia- 
rios en Inglaterra, $30 diarios en Francia y $20 diarios en España. Sus gastos adicionales 
fueron de $10 diarios en cada país. Los registros del viajero indican que gastó un total de 
$340 en hospedaje, $320 en comida y $140 en gastos adicionales durante su viaje por estos 
tres países. Calcule el número de días que pasó el viajero en cada país o muestre que los 
registros son incorrectos debido a que las cantidades gastadas no son compatibles una con 
la otra. 


Una inversionista le afirma a su corredor de bolsa que todas sus acciones pertenecen a tres 
compañías: Delta Airlines, Hilton Hotels y McDonald's, y que hace dos días su valor bajó 
$350 pero que ayer aumentó $600. El corredor recuerda que hace dos días el precio de las 
acciones de Delta Airlines bajó $1 por cada una, mientras que las de Hilton Hotels bajaron 
$1.50, pero que el precio de las acciones de McDonald's subió $0.50. También recuerda que 
ayer el precio de las acciones de Delta subió $1.50 por acción, el de las de Hilton Hotels 
bajó otros $0.50 por acción y las de McDonald's subieron $1. Demuestre que el corredor 
no cuenta con la información suficiente para calcular el número de acciones que posee la 
inversionista en cada compañía, pero que si ella dice tener 200 acciones de McDonald's, el 
corredor pueda calcular el número de acciones que posee en Delta y en Hilton. 


Un agente secreto sabe que 60 equipos aéreos, que consisten en aviones de combate y 
bombarderos, se encuentran estacionados en cierto campo aéreo secreto. El agente quiere 
determinar cuántos de los 60 equipos son aviones de combate y cuántos son bombarderos. 
Existe, además, un tipo de cohete que llevan ambos aviones; el de combate lleva 6 de ellos y 
el bombardero sólo 2. El agente averigua que se requieren 250 cohetes para armar a todos 
los aviones del campo aéreo. Aün más, escucha que se tiene el doble de aviones de combate 
que de bombarderos en la base (es decir, el número de aviones de combate menos dos ve- 
ces el número de bombarderos es igual a cero). Calcule el número de aviones de combate 
y bombarderos presentes en el campo aéreo o muestre que la información del agente es 
incorrecta debido a su inconsistencia. 


Una embotelladora de refrescos desea cotizar la publicidad de sus productos en televisión, 
radio y revista, se tienen tres propuestas del plan de medios de acuerdo con el presupuesto 
asignado acerca de la cantidad de anuncios por medio en el transcurso de un mes. En el 
primer presupuesto cada anuncio en televisión tiene un coste de $250 000, en radio $5 000 
y en revista $30 000. En el segundo presupuesto $310 000, $4 000 y $15 000 y en el último 
presupuesto $560 000, $10 000 y $35 000. Los totales por presupuesto son los siguientes: 
$21 795 000, $31 767 000 y $61 225 000. Determine la cantidad de anuncios cotizados por 
cada medio. 


Considere el sistema 


2x, x, + 3x, =a 


AW == 


=3x, = Ix, +2lx, = 


Muestre que es inconsistente si c z 2a— 3b. 
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54. Considere el sistema 


2x, + 3x,— x,=4 
dp XQ 3x, =b 
dx, xo 3X 620 


Encuentre las condiciones sobre a, b y c para que el sistema sea inconsistente. 


*55. Considere el sistema general de las tres ecuaciones lineales con tres incógnitas: 


ах, + dX, t dx, = b, 


ах + ах, t aX, = b, 


аху + 43%, + а„Х, = b, 
Encuentre las condiciones sobre los coeficientes a, para que el sistema tenga una solución 
única. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


l. d) ll. a) Ш. c) IV. b) 


MANEJO DE LA CALCULADORA 


La calculadora HP50g puede resolver en forma numérica sistemas de m ecuaciones con 
n incógnitas. Cuando el sistema tiene infinitas soluciones, la solución reportada es la 
solución de norma mínima. Cuando el sistema es inconsistente la solución reportada es 
la solución de mínimos cuadrados. 

Una posible secuencia de pasos para encontrar la solución de un sistema de ecua- 
ciones se observa en el siguiente procedimiento (no es el ánico, en el capítulo 11 del 
manual del usuario se incluyen otros procedimientos). 

Considere el sistema 





Il 
¡a 
A 


2x + 4y + 6z 


Il 
| 
чө 


Эр = 24e Z 
4х + 2y— z=-4 


1. Existen diferentes formas de introducir una matriz aumentada, la más sencilla es 
la siguiente: 


MEA 2 [р ж e 


Guardamos la matriz aumentada en la variable AAUG utilizando la siguente se- 
cuencia 


CO GRA (ALPHA) A) A (0] (E (ENTER) 


2. Se encuentra la forma escalonada reducida por renglones de AAUG. 


MATRICES 
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OM MATRIZ LINEAR 372. MENU 


гаг Стоте 


2.ccer 
S LINEAR SYSTEMS 





seguido de las teclas [5] para seleccionar sistemas lineales y [4] para encontrar la for- 
ma escalonada reducida por renglones (RREP). 
El resultado es 


100 Ii 
0 1 0 1 
0 0 1 2 


Así, x, = —1, etcétera. 


En los problemas 56 a 60 utilice una calculadora para resolver cada sistema. 
56. 2.6х,— 43x, + 9.6х, = 21.62 


—8.5x, + 3.6x, + 9.1x, = 14.23 
12.3x, — 8.4x, — 0.6x, = 12.61 





57. 2x, — x, — 4х, = 2 
xT х, t 5x, + 2х, = —4 
3x,+ 3x, Tx, x,=4 
=x = 2x; + 3x, --—] 
S8. 1247x, — 2.583x,+ 7.161x, +8.275x, = — 1.205 


3.472x, + 9.283x,+ 11.275x, +3.606x, = 2.374 
—5216x, —12.816x,— 6.298х, +1.877x, = 21.206 
6.812x, + 5.223х,+ 9.725х, — 2.306x, = —11.466 


59. 2342x,— 16.89x,+ 57.31х, + 82.6x, = 2158.36 
—14.77х, — 38.29х,+ 92.36x, — 4.36x, = —1 123.02 
-77.21x, + 71.26x,— 16.55x, +43.09x, = 3 248.71 

91.82x, + 81.43x,+ 33.94х, +57.22x, = 235.25 








60. 6.1x, — 2.4х, + 23.3x, — 16.4x, 89x,= 1217 








14.2x, = 31.6x, 5.8x, + 9.6x, +23.1x, == 87.7 
10.5x, + 46.1x, — 19.6x, — 8.8x, — 41.2x, = 10.8 
31.3%, — 14,2%, + 62.0x, + 14.7x, — 9.6x, = 61.3 

0.8x, + 17.7x, — 47.5x, — 30.2x, + 29.8x, = — 27.8 


Más ejercicios 


En los problemas 61 a 65 calcule la forma escalonada por renglones (REF en lugar de RREF) 
para cada matriz aumentada. 
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61. La matriz del problema 57 
62. La matriz del problema 56 
63. La matriz del problema 59 
64. La matriz del problema 58 
65. La matriz del problema 60 


En los problemas 66 a 71 encuentre todas las soluciones, si las hay, para cada sistema. Redon- 
dee todas las respuestas a tres lugares decimales. [Sugerencia: Primero obtenga la forma escalo- 
nada reducida por renglones de la matriz aumentada.] 
66. 2.1x, + 42x, — 3.5х, = 12.9 

=5.9х, + XX + 98% ==L6 


67. —13.6x, +71.8x, + 46.3x, = —19.5 
41.3x, — 75.0x, — 829x, = 464 
41.8x, + 65.4x, — 269x, = 34.3 


| 


68. —13.6x, + 71.8x, + 46.3x, = 19.5 


41.3x, — 75.0x, — 82.9x, — 46.4 
41.8x, + 65.4x, — 26.9x, = 35.3 


69. х= 2X. 11%, = 16x 


1 2 4 


+ 12x, = 105 
—6x, + 8x, — 14x, — 9x, + 26x, = —62 


Tx,—18x, = 12x, + 21x, — 2x,— 33 


2 3 4 5 


70. 5x, = 2x, + 11х, — 16x, + 12x, = 105 


1 2 4 5 


—6x, + 8x, — 14x, - 9x, + 26x, = —62 


2 3 4 
1X = 16%, = 1%, + 21х, — 2х„= 33 


1 3 4 


—15x, + 42x, + 21x, — 17x, + 42x, = —63 
71. 5x, — 2x, t 11x, = 16x, + 12x, = 105 
ex + 8x, = 14x, = 9x, + 26x, = =62 


7x, 18x, = 12x, + 21x, = 2x,= 53 


3 4 5 


=13x, + 42x, + 21x, — 17x, + 42x, = 63 


[eg INTRODUCCIÓN A MATLAB 


Ejemplos de comandos básicos de MATLAB 


MATLAB distingue minúsculas y mayúsculas. Esto quiere decir que a y A representan variables 
diferentes. 


Introducción de matrices. Los elementos de un renglón se separan por espacios y las columnas 
se separan por “;”: 


A-[12 334 5 677 8 9] Produce la matriz А = 


lA hh — 
со uN 
O O0 UU 
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A-[123 También produce la matriz A anterior 
456; 
7 8 9| 
3 
В = [3;6;1] Produce la matriz b =| 6 
1 


Notación para formar las submatrices y las matrices aumentadas. 


f = A(2,3) fes el elemento en el segundo renglón, tercera columna de A. 
d = A(3,:) d es el tercer renglón de A. 
d = А(:,3) des la tercera columna de 4. 
C = А([2 4]),:) Ces la matriz que consiste del segundo y cuarto renglones de А. 
С = [А b] Forma una matriz aumentada С = (Alb). 


Ejecución de operaciones con renglones. 


AQ,:) = 3«AQ,:) RAR, 

А(2,:) = А(2,:)/4 RR, 

А([2 3],:) = A([3 2].:) Intercambia los renglones 2 у 3 
A(3,:) = А(3,:) + 3xA(Q,:) RR, + ЗВ, 


Nota. Todos estos comandos cambian a la matriz А. Si se quiere conservar la matriz original y 
llamar a Ca la matriz cambiada, 


C=A 
С(2,:)= 3*C(2,:) 


С = rref(A) C — forma escalonada reducida por renglones de 4. 


Generación de matrices aleatorias. 


A = rand(2,3) matriz 2 X 3 con elementos entre 0 y 1 

А = 2xrand(2,3)—1 matriz 2 X 3 con elementos entre —1 y 1 

A = 4x(2xrand(2)—1) matriz 2 X 2 con elementos entre —4 y 4 

А = round(10*rand(3)) matriz 3 х 3 con elementos enteros entre 0 y 10 


А = 2xrand(3)—1+i*(2*rand(3)-1) matriz 3 X 3 con elementos complejos 
a + bi, ay bentre -1yl 


OTRAS CARACTERÍSTICAS USUALES 


Help. Si se teclea help seguido de un comando MATLAB en la ventana de comandos de 
MATLAB, aparecerá una descripción del comando en la ventana de comandos. 


Doc. Si se teclea doc seguido de un comando de MATLAB en la ventana de comando de 
MATLAB, aparecerá una descripción del comando en la ventana de ayuda. 


Ejemplos. 
help : o doc : dará una descripción de cómo se puede usar “:” en MATLAB. 


help rref o doc rref dará una descripción del comando rref. 
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Uso de las flechas. En la ventana de comandos de MATLAB, al usar la flecha hacia arriba se 
desplegarán los comandos anteriores. Se pueden usar las flechas para localizar un comando y 
modificarlo y al oprimir la tecla “enter” se ejecuta el comando modificado. 

Comentarios. Si se inicia una línea con el símbolo %, MATLAB interpretará esto como una 
línea de comentario. 


Ejemplo. 
% Éste es un comentario. 
Supresión de pantalla. Uso de ;. Si se quiere realizar un comando de MATLAB y no se desea ver 


los resultados desplegados, se finaliza el comando con un ; (punto y coma). 


El 


Para líneas largas. Para extender una línea se usa “...”. 


a=[12345678... 
9 10] producirá a = (123456789 10). 


Para desplegar dígitos adicionales. Por lo general MATLAB despliega sólo 4 dígitos después del 
punto decimal. De esta forma, 4/3 aparece como 1.3333. El comando format long hace que to- 
dos los nümeros se desplieguen completos. Así, si se da format long y después 4/3, en la pantalla 
aparecerá 1.33333333333333. Para regresar al despliegue normal de 4 dígitos después del punto 
decimal se da el comando format short. 


Tutoría de MATLAB 


1. Dé las siguientes matrices de dos maneras diferentes. 


2 2 3 4 5 =1 
A=|6 -1 2 0 7 b= 
1 2 =]. 3 


2. Forme C como la matriz aumentada (A|^), es decir, C = (A]b) para las matrices A y b an- 
teriores. 


3. Forme D, una matriz aleatoria de 3 X 4 con elementos entre —2 y 2. 
4. Forme B, una matriz aleatoria de 4 X 4 con elementos enteros entre —10 y 10. 


5. Forme K, la matriz obtenida a partir de B intercambiando los renglones 1 y 4. No cambie 
B (primero haga K — B. Después cambie K). 


6. Realice la operación con renglones R,>R, + (—1/2)R, sobre la matriz C. 


7. Dé el comando B([2 4], [1 3]). Use una línea de comentario para describir la submatriz de B 
que se produce. 


8. Forme U, la matriz que consiste sólo en la tercera y cuarta columnas de D. 


9. (Ventana de comandos.) Use la flecha hacia arriba para localizar el comando que utilizó 
para realizar la operación con renglones en 6. Modifique la línea para realizar la operación 
con renglones R,>R, + ЗК, y después ejecútela. 


10. Forme Т, una matriz aleatoria de 8 X 7 con elementos entre 0 y 1. Dé el comando doc co- 
lon. A partir de la información dada en la descripción que aparece, determine el uso de la 


notación “:” para formar, tan eficientemente como sea posible, la matriz S que consiste en 
los renglones 3 al 8 de la matriz Т. 


11. Encuentre la forma escalonada reducida por renglones de C usando el comando rref. Use 
este comando para escribir un sistema equivalente de ecuaciones. 
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1. Para cada uno de los sistemas contenidos en los problemas 1, 2, 5, 8 y 16 de esta sección, 
dé la matriz aumentada y use el comando rref para encontrar la forma escalonada reducida 
por renglones. Muestre que cada uno de estos sistemas tiene una solución única y que la 
solución está contenida en la última columna de esta forma escalonada de la matriz au- 
mentada. Use la notación “:” para asignar la variable x a la solución, es decir, a la última 
columna de esta forma escalonada por renglones de la matriz aumentada. (Ayuda: puede 


emplear el comando end, utilice doc end para obtener información acerca del comando.) 


2. Para cada uno de los sistemas contenidos en los problemas 4, 7, 13 y 18 en esta sección, dé 
la matriz aumentada y use el comando rref para encontrar la forma escalonada reducida 
por renglones. Concluya que ninguno de estos sistemas tiene solución. 


3. Las matrices siguientes son matrices aumentadas de los sistemas de ecuaciones que tienen 
un número infinito de soluciones. 


a) Para cada una, dé la matriz y use el comando rref para encontrar la forma escalonada 
reducida por renglones. 


35 110 9-27. 3.3] 12 
i |4 2 -8 |0 ii |9 27 10 1 | 19 
8 3 -18 | 0 1 3 59] 6 
647 5 15 | 9 
1 0 1-27 | —4 85910 10| 8 
ii |1 4 212.2 | 5 i. (457 7 -1 | 7 
3 0 3-8 T p. 8376 2| 8 
3229-12 | -2 


El resto de este problema necesita trabajo con papel y lápiz. 


b) Para cada forma escalonada reducida por renglones, localice los pivotes dibujando un 
círculo a su alrededor. 


c) Para cada forma escalonada reducida, escriba el sistema de ecuaciones equivalente. 


d) Resuelva cada uno de estos sistemas equivalentes eligiendo variables arbitrarias que 
serán las variables correspondientes a las columnas que no tienen pivote en la forma 
escalonada reducida por renglones (estas variables son las variables naturales que han 
de escogerse de manera arbitraria). 


4. Los siguientes sistemas representan la intersección de tres planos en el espacio de 3 dimen- 
siones. Use el comando rref como herramienta para resolver los sistemas. ¿Qué se puede 
concluir sobre la categoría de los planos? 


1. FLA = —1 d. 2х,— х, +4х, = 5 
=Зх е = d x, + 2х, – 3х, = 6 
dx + 1-2 — 0 4x, + 3х, — 2х, = 9 
ii. 2x, — x,+4x,= 5 iv. 2x,—4x,*2x,— 4 
х + 2х, = 3х, = 6 3x; —6х,+3х, = 6 


4x, + 3x, — 2x, — 17 E, qud e ж==2 
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5. Utilice MATLAB para reducir las matrices aumentadas siguientes a la forma escalonada 
reducida por renglones paso por paso realizando las operaciones con renglones (vea los 
ejemplos de comandos para operaciones con renglones en la introducción a MATLAB en 
la página 28). Verifique sus resultados usando el comando rref. 


Nota. Si Пато A a la matriz original, haga D = А al principio y verifique rref (D). 





1 2-2 0 1| =2 
12 -1]/2 2 3| 2 
2 4 -1 0 -4| -19 
i24 2]8 ii 3 4 -1]|-3 iii ya q9 edo A 
3 4 -7]|0 2.1 0] 4 | 
1 2-2 -4 5 | -34 


Vea en el problema 1 de MATLAB en la sección 1.5 más opciones sobre la realización de 
Operaciones con renglones. 


1 2-2 0 1 
2 4 =] 0 —4 
6. a) Sea A= b= 
-3 -6 12 2 —12 
ї 2 -2 -4 —5 


Muestre que el sistema con la matriz aumentada [4 b] no tiene solución. 


b) Sea b = 2x*A(:,1)+A(:,2)+3*A(:,3)—4*A(:,4). Recuerde que 4(:,1) es la primera colum- 
na de 4. Así se están sumando múltiplos de columnas de 4. Use rref [4 b] para resolver 
este sistema. 


с) Utilice la flecha hacia arriba para regresar a la línea de = 2* 4(:,1) + etc. y edítela para 
obtener un nuevo conjunto de coeficientes. Una vez más, resuelva el sistema con la ma- 
triz aumentada [А b] para esta nueva b. Repita dos nuevas elecciones de coeficientes. 


d) ¿Sería posible poner coeficientes para los que no tengan una solución? La pregunta se 
refiere a si la siguiente conjetura es cierta: un sistema [4 b] tiene solución si b es una 
suma de múltiplos de las columnas de A. ¿Por qué? 


e) Pruebe esta conjetura para A formada por: 


A = 2xrand(5)-1 
А(:,3) = 2x*A(:,1)—A(:,2) 


7. Suponga que se quieren resolver varios sistemas de ecuaciones en los que las matrices de 
coeficientes (los coeficientes de las variables) son los mismos pero tienen lados derechos 
diferentes. Formando una matriz aumentada más grande se podrán resolver varios lados 
derechos. Suponga que A es la matriz de coeficientes y que b y e son dos lados derechos 
diferentes; asigne Aug = [А b c] y encuentre rref(Aug). 


a) Resuelva los dos sistemas siguientes. 














x tox, х, = 4 X, x, x,=4 
2%, +3х„ + 4x, =9 2x, + 3x, + Ax, = 16 
—2x + 3x, =—7 —2x + 3x, =11 


1 


1.3 m ecuaciones con n incógnitas 33 


b) Resuelva los tres sistemas siguientes. 














2x, t3x,— 4x,=1 2x,+3x, — 4х, = —1 2x, +3x,- 4x,=1 
х, H2x,= 3x, = 0 X, +2, = 3X, =-=1 X,-b2X.,-— 3x, =2 
=x, 43% =11x, = —7 xt 5x, —11ху = —6 EX жо ш: 





с) Sea A la matriz de coeficientes del inciso a). Elija cualesquiera tres lados derechos de su 


preferencia. Resuelva. 


d) Es necesario hacer una observación sobre las soluciones de sistemas cuadrados, es decir, 


sistemas con tantas ecuaciones como variables. Conteste las siguientes preguntas basan- 
do sus conclusiones en los incisos a) a c). (Ponga especial atención a la forma de la parte 
de los coeficientes de rref.) 


i. ¿Es posible que un sistema cuadrado tenga una solución única con un lado derecho y 
un número infinito de soluciones con otro lado derecho? ¿Por qué sí o por qué no? 


ii. ¿Es posible que un sistema cuadrado tenga una solución única con un lado derecho 


y no tenga solución con otro? 


iii. ¿Es posible que un sistema cuadrado tenga un número infinito de soluciones para un 


lado derecho y no tenga solución para otro? ¿Por qué sí o por qué no? 


8. Distribución de calor. Se tiene una placa rectangular cuyas orillas se mantienen a cierta 
temperatura. Nos interesa encontrar la temperatura en los puntos interiores. Considere el 
siguiente diagrama. Hay que encontrar aproximaciones para los puntos T, a Т„ o sea, la 
temperatura de los puntos intermedios. Suponga que la temperatura en un punto interior 
es el promedio de la temperatura de los cuatro puntos que lo rodean: arriba, a la derecha, 
abajo y a la izquierda. 


a) 


b) 


100° 100° 100° 


50° 50° 
50° 50° 
50° 50° 





Con esta suposición, establezca un sistema de ecuaciones, considerando primero el 
punto T, después el punto T,, etc. Reescriba el sistema de manera que todas las varia- 
bles se encuentren de un lado de la ecuación. Por ejemplo, para T, se tiene 


T, = (100 + T, + T, + 50)/4 


que se puede reescribir como 47, — T, — T, = 150. 
Encuentre la matriz de coeficientes y la matriz aumentada. Describa el patrón que 
observe en la forma de la matriz de coeficientes. Dicha matriz se llama matriz de banda. 


¿Puede ver de dónde viene el nombre? 


Resuelva el sistema usando el comando rref. Observe que se obtiene una solución úni- 


66.3) 


ca. Use la notación “:” para asignar la solución a la variable x. 


Suponga que 4 es la matriz de coeficientes y b es el lado derecho del sistema anterior. 
Dé el comando y = AW. (La diagonal aquí se llama diagonal invertida. No es la diago- 
nal de división.) Compare y ух. 
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9. Modelo de insumo-producto de Leontief 


a) Haga referencia al ejemplo 10. Resuelva el sistema dado usando el comando rref y el 
comando “Y”. Observe nuevamente que existe una solución única. 


b) Suponga que se tienen tres industrias independientes. La demanda externa para el pro- 
ducto 1 es 300 000; para el producto 2, 200 000, y para el producto 3, 200 000. Suponga 
que las demandas internas están dadas por 


ар 22, d,-—.l,. 4,—.3, 4; —.15, d,—.25,. 4,-—.25, 
a, =.1, a,=.05, a, = 0, 


і. ¿Qué le dice a,, = 0.57; ¿qué le dice a,, = 0? 


ii. Establezca la matriz aumentada para que el sistema de ecuaciones encuentre que x, 
es la producción del artículo ¡para i = 1, 2, 3. PRIMERO VUELVA A LEER EL 
EJEMPLO 10. 


iii. Resuelva el sistema usando MATLAB. Interprete la solución, es decir, ¿cuánto de 
cada artículo debe producirse para tener una oferta igual a la demanda? 


iv. Suponga que x, se midió en $ (dólares de producción) y que está interesado en in- 
terpretar la solución en centavos. Serán necesarios más digitos en la respuesta des- 
plegada que los cuatro dígitos normales después del punto decimal. Suponga que ha 
asignado la variables x a la solución. Dé el comando format long (vea la página 30) 
y después en la ventana de comandos escriba x seguido de *enter". Esto desplegará 
más dígitos (cuando termine esta parte, dé el comando format short para regresar a 
la forma normal). 


10. Flujo de tráfico 


a) Considere el siguiente diagrama de una malla de calles de un sentido con vehículos que 
entran y salen de las intersecciones. La intersección k se denota por [k]. Las flechas a lo 
largo de las calles indican la dirección del flujo del tráfico. Sea x, el nümero de vehícu- 
los/h que circulan por la calle i. Suponiendo que el tráfico que entra a una intersección 
también sale, establezca un sistema de ecuaciones que describa el diagrama del flujo de 
tráfico. Por ejemplo, en la intersección [1], x, + x,+ 100 — x, + 300, esto es, el tráfico 
que entra es igual al tráfico que sale, lo que da x, — x, + x, = 200. 


200 200 








100 


11. 


1.3 m ecuaciones con n incógnitas 35 


b) Resuelva el sistema usando el comando rref. Habrá un nümero infinito de soluciones. 
Escríbalas en términos de las variables que son las naturales para elegirse de manera 
arbitraria. 


c) Suponga que la calle de [1] a [3] necesita cerrarse; es decir, x, = 0. ¿Puede cerrarse tam- 
bién la calle de [1] a [4] (x, = 0) sin modificar los sentidos del tránsito? Si no se puede 
cerrar ¿cuál es la cantidad más pequeña de vehículos que debe poder admitir esta calle 
(de [1] a [4]? 


Ajuste de polinomios a puntos. Si se tienen dos puntos en el plano con coordenadas x 
distintas, existe una recta única y = сух + c, que pasa por ambos puntos. Si se tienen tres 
puntos en el plano con coordenadas x distintas, existe una parábola ünica 


= 2 
у= сах + ех + с, 


que pasa рог los tres puntos. Si se tienen л + 1 puntos en el plano con coordenadas х 
distintas, entonces existe un polinomio de grado n único que pasa a través de los n + 1 
puntos: 


PENES зө pe 


п+1 


los coeficientes су, ..., C,,, se pueden encontrar resolviendo un sistema de ecuaciones 
lineales. 
Ejemplo. 
P,=(Q,5) P, = (3,10) P, = (4, -3) 


. жын 2 
Se quiere encontrar с, c, y Cy, de manera que y — сух + cx + c, pase por los puntos PE y Ez 


Sed" +62 +c, 
10-63? +03 +, 
—3-cM t cA + c, 


Así, se tiene 


2? 1 5 
A=|Y9 3 1 b=| 10 
4 4 1 =3 
—9 
Resolviendo el sistema se obtiene e =| 50 | que indica que la parábola que pasa por cada 
—59 
uno de los puntos es y =— 9x? + 50x — 59. Se dice que la parábola se ajusta a los puntos. 


a) Para P, — (1, —1), P, — (3, 3) y P, — (4, —2), establezca el sistema de ecuaciones para 
encontrar los coeficientes de la parábola que se ajusta a los puntos. Sea А la matriz de 
coeficientes y b el lado derecho. Resuelva el sistema. En un comentario escriba la ecua- 
ción de la parábola que se ajusta a los puntos, es decir, que pasa por los tres. 


Dé x = [1;3;4] y V = vander(x). Compare V con A. 
Utilizando doc vander describa el funcionamiento del comando vander. 


b) Para P, = (0, 5), Р, = (1, 22), P, = (3, 3) y P, = (4, —2), establezca el sistema de ecua- 
ciones, dé la matriz aumentada y utilice MATLAB para resolver el sistema. 
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Escriba, en un comentario, la ecuación del polinomio cúbico que se ajusta a los cuatro 
puntos. 

Sea x el vector columna que contiene las coordenadas x de los puntos P, a P,. Dé 
x y encuentre V=vander(x). Compare V con la matriz de coeficientes que encontró al 
establecer el sistema. 


c) Usando algunas características gráficas de MATLAB se pueden visualizar los resulta- 
dos con los comandos siguientes. Siga estos comandos para los puntos en a) y de nuevo 
para los cuatro puntos en 5). 


Dé x como el vector columna de las coordenadas x de los puntos 
Dé y como el vector columna de las coordenadas y de los puntos 
Dé los siguientes comandos: 
V = vander (x) 
c = Vy 
s = min(x):.01:max(x); 
yy = polyval(c,s); 
plot(x,y*,s,yy) 
El primer comando crea la matriz de coeficientes deseada (doc vander). 


El segundo resuelve el sistema obteniendo los coeficientes del polinomio (doc mldi- 
vide). 


El tercero crea un vector s que contiene múltiples elementos, cada uno entre el valor 
mínimo y máximo de las coordenadas x, de manera que se pueda evaluar el polinomio 
en muchos puntos para crear una buena gráfica (doc min, doc max doc :). 


El cuarto crea un vector yy que contiene las coordenadas y obtenidas evaluando el po- 
linomio en los elementos de s (doc polyval). 


El quinto produce una gráfica de los puntos originales (con un símbolo “*”) y un dibujo 
de la gráfica del polinomio (doc plot). 


Debe observarse que la gráfica del polinomio pasa a través de los puntos originales 
(etiquetados con “*”). 


d) Genere x=rand(7,1) y y=rand(7,1) o genere un vector de coordenadas x y un vector 
de coordenadas y de su preferencia. Asegúrese de cambiar (o elegir) las coordenadas x 
de manera que sean distintas. Siga los comandos del inciso c) para visualizar el ajuste 
polinomial. 


11.4 | SISTEMAS HOMOGÉNEOS DE ECUACIONES 


Un sistema general de m X n ecuaciones lineales [sistema (1.3.7), página 16] se llama homogé- 
neo si todas las constantes b,, b,, ... Б, son cero. Es decir, el sistema general homogéneo está 
dado por 


m? 


aX tax, t: +a,x,=0 
арх Р d, x, docta x =0 


а) 


a x ta x, +- +a x =0 
mil m2" 2 mn 
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Los sistemas homogéneos surgen de diferentes formas. Se estudiará un sistema homogéneo 
en la sección 4.4. En dicha sección se resolverán algunos sistemas homogéneos, de nueva cuen- 
ta, mediante el método de eliminación de Gauss-Jordan. 

Para dicho sistema lineal general existen tres posibilidades: que no tenga soluciones, que 
tenga una solución o que tenga un número infinito de soluciones. Para el sistema general ho- 

SOLUCIÓN TRIVIAL O  Mogéneo la situación es más sencilla. 








SOLUCIÓN CERO Como x, = x, x, = 0 es siempre una solución (llamada solución trivial o solución 
L cero), sólo se tienen dos posibilidades: la solución trivial es la única solución o existe un núme- 

Soluciones no ro infinito de soluciones además de ésta. Las soluciones distintas a la solución cero se Патап 
L TRIVIALES soluciones no triviales. 


Sistema homogéneo que tiene únicamente la solución trivial 





Resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones 
2x, +4x, + 6x, = 0 
4x, + 5x, + 6x, = 0 
3x, + х, = 2х, = 0 


E Solución Ésta es la versión homogénea del sistema del ejemplo 1.3.1 en la página 7. Al reducir en forma 
sucesiva, se obtiene (después de dividir la primera ecuación entre 2) 


12 Poma а Wo Bp 1 2 310 
£3 610 sto -3 «alo 9.9 4 210 
31-210 Te EE p 9-5 =i 10 
saa УЗЕ Latia a [10010 
see а рр | 2 | o|- Jo1 0] 0 
00-110 00 110 00110 


Así, el sistema tiene una solución única (0, 0, 0). Esto es, la única solución al sistema es la trivial. 


| EJEMPLO2 | Un sistema homogéneo con un número infinito de soluciones 


Resuelva el sistema homogéneo 


x, +2х, = х, = 0 
3523€ 42x —9 
== HF bx e 


B Solución A] hacer uso de la eliminación de Gauss-Jordan se obtiene, sucesivamente, 


1 2-1 10 gog- 1 2-10 
3 -3 2 | o|- = „Jo -9 5 14 
-1 -11 6,0 0-9 510 

i 2 -1 | O) sae (1 0L |0 

xg 1 рор Бо 4] 

03 510 00 010 


38 CAPÍTULO 1 Sistemas de ecuaciones lineales y matrices 


Ahora la matriz aumentada está en la forma escalonada reducida por renglones y, evidente- 
mente, existe un número infinito de soluciones dadas por (—1/9x,, 5/9x,, x,). Si, por ejemplo, 
X, = 0, se obtiene la solución trivial. Si x, = 1 se obtiene la solución (— 1/9, 5/9, 1). Si x, = 9n se 
obtiene la solución (~n, 5л, 9л). 


| EJEMPLO3 | Un sistema homogéneo con más incógnitas que ecuaciones tiene 


un número infinito de soluciones 
Resuelva el siguiente sistema 
a += cg 


2 
4x, -2x, +7x,=0 2) 


E Solución Al reducir por renglones se obtiene 


вэ 15, 11 —1 | 0| аља-в 1 0 ¿ 10 
BE dro NM A 
0 1-2 [0 01-510 


Así, hay un número infinito de soluciones dadas por (—5/6x,, 11/6x,, x,). Esto puede no sor- 
prender porque el sistema (2) contiene tres incógnitas y únicamente dos ecuaciones. 

En términos generales, si hay más incógnitas que ecuaciones, el sistema homogéneo (1) 
siempre tendrá un número infinito de soluciones. Para ver esto observe que si sólo tuviera la 
solución trivial, la reducción por renglones conduciría al sistema 


х = 0 
= 0 


y, posiblemente, algunas ecuaciones adicionales de Іа forma 0 = 0. Pero este sistema tiene al 
menos tantas ecuaciones como incógnitas. Puesto que la reducción por renglones no cambia ni 
el número de ecuaciones ni el número de incógnitas, se tiene una contradicción en la suposición 
de que había más incógnitas que ecuaciones. Entonces se tiene el teorema 1. 


TEOREMA 


El sistema homogéneo (1) tiene un número infinito de soluciones si п > т. 


Problemas 1.4 
AUTOEVALUACIÓN 
l. ¿Cuáles de los siguientes sistemas deben tener soluciones no triviales? 
а) E а hose, = 0 D) Ga T p= (9)) Cukr т (1532, T быз = 0) 
а dz, = 0 ana T @„з%„ = 0 II O 


аа T @„%„ = 0 
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Il. ¿Para qué valores de k tendrá soluciones no triviales el siguiente sistema? 


xt yt z=0 
2x + Зу — 42 = 0 
3x + Ay + kz = 0 


а) 1 b) 2 с) 3 d) 4 e) 5 f) 0 


En los problemas 1 a 17 encuentre todas las soluciones a los sistemas homogéneos. 





І. 2x, - x,=0 2. x,-5x,=0 
3x, +4x,=0 =x,+5x,=0 
3. х = 3х, = 0 4. xt x-— х, =0 
=2x, + 6х, = 0 2x,— 4х, + 3x, = 0 
3x, + 7x,— х, = 0 


1 








mecs AEREA AE 6. A+ Le" we 
2x, — 4x, + 3x, = 2x,— 4x,+ 3x,=0 
x > 7x, = 6x, = 0 —5x, + 13x, — 10x, = 0 
de Gay 3x. — x. 0 8. x 2 3x, 2x = 
6x, — 5x, + 7x, =0 3x, + бх, – 3x, = 
9, 4x,— x,=0 10. x,— x,+7x,-x,=0 
7x, + 3x, = 0 2x, + 3x, – 8х, + х, = 0 
=8x, + 6х, = 0 
Ii. 2x,—25X,— 0X, — 34, — 0 12. x,—2x, x, x,-—0 
x, + 3x, — 5х, +4x,=0 3x, +2, —2x*. =0 
4x, = uc 3X =0 
5x, 3x,— x, =0 
13. —2x, + 7x, =0 14. 2x,— x,=0 
xt 2x X, t 4x, =0 3x, +5x,=0 
3x, = x, + 5x,=0 7x, = Зх, = 0 
4x, + 2x, + 3x, =0 -2x, + 3x, =0 
15. x, = 3x,=0 16. —2x, + 6x, =0 
=2x, + 0%, =0 x,— 3x,=0 
4x, —12x, =0 —]x, +21x, =0 


17. X 4 X, ж = 
4x,— х, + 5х, = 0 
=2x, + х, – 2х, = 0 


3x, + 2x, — 6х, = 0 
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18. 


19. 


*20. 





Muestre que el sistema homogéneo de ecuaciones 


ax, + ax, = 0 
dX, + dx, = 0 
tiene un número infinito de soluciones si y sólo si a,,4,, — 4,,4,, = 0. 
Considere el sistema 
2x, = 3х, + 5x, = 0 
=x + 7x,— х, = 0 
4x, = 11х, + kx, = 0 
¿Para qué valor de k tendrá soluciones no triviales? 
Considere el sistema homogéneo de 3 X 3 
aX, + а„х, + а„х, = 0 
a, X, + а„х, + d, x, = 0 
ах, + а„х, + dax, = 0 
Encuentre condiciones sobre los coeficientes а, tales que la solución trivial sea la única 
solución. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


EC) П. e) 


Manejo de la calculadora 


Los sistemas homogéneos se pueden resolver con la calculadora HP50g al utilizar la 
forma escalonada reducida por renglones de la matriz de coeficientes (RR EF). 
En los problemas 21 al 24 encuentre todas las soluciones para cada sistema. 


21 A = e =) 
dba, че 200725, аР Quee, = (0 


22. ЇЗ © + ЙО, 463 0 
41.3x, = 75.0x, — 82.9x,= 0 
41.8x, + 65.4x, — 26.9x, = 0 


2А See — Mes, ae ls, ur 3500, = Di = 0) 
LOS 2 O 
= 18x, ar 16%, = Жр. = U 


РАО a la = e О) 
—(ue я; е = — Ce + 2858. = 

Jg — 150, =й rog — Жо e (0) 
E И = йе — () 
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[EH MATLAB 1.4 


1. 


a) Genere cuatro matrices aleatorias con más columnas (incógnitas) que renglones (ecua- 
ciones). 


b) Use el comando rref para encontrar la forma escalonada reducida por renglones de 
cada una de las matrices aleatorias. 


c) Para cada matriz aleatoria use la fórmula escalonada reducida por renglones para es- 
cribir la solución a los sistemas homogéneos asociados. Verifique el teorema 1, es decir, 
que en este caso siempre hay un número infinito de soluciones. 


(Para usar MATLAB para la generación de matrices aleatorias, remítase a la sección 
anterior a los problemas de MATLAB de la sección 1.3.) 


¿Cuál es su conclusión acerca de la solución de un sistema homogéneo cuya matriz de 
coeficiente tiene más renglones (ecuaciones) que columnas (incógnitas)? Resuelva los siste- 
mas homogéneos cuyas matrices de coeficientes se dan enseguida. ¿Los resultados confor- 
man su conclusión? 


12 3 0 

] xi 
-1 4 Бы 
02-6 2 
l. = п. 

0 = 
11 1] 

4 4 
02 0 1 


Balanceo de reacciones químicas 
Al balancear reacciones químicas tales como la de la fotosíntesis 
CO, + HO => CH,0, +0, 


se buscan enteros positivos X,, х,, x, Y x, que no tengan un divisor común diferente de 1, 
de manera que en 


x (CO) + x(H,0) > x(C,H,O) + x,(0,) 


el número de átomos de cada elemento químico involucrado es el mismo en cada lado 
de la reacción. El número de átomos de un elemento químico lo indica un subíndice; por 
ejemplo, en CO, hay un átomo de C (carbono) y dos átomos de O (oxígeno). Esto nos lle- 
va a un sistema homogéneo de ecuaciones. ¿Por qué se obtiene un sistema homogéneo de 
ecuaciones como resultado del “balanceo”? 


E X = 6x, X, = 6x, =0 
О: 2x, x, = 6x, + 2x, o 2x, + x,— 6х, = 2x,=0 
H: 2x, = 12x, 2x, = 12x, =0 


Este sistema tiene más incógnitas que ecuaciones, por lo que se espera un número infinito 
de soluciones. Para resolver el sistema se introduce la matriz aumentada, se usa el comando 
rref y se escribe la solución en términos de las variables arbitrarias. Uno de los requeri- 
mientos será elegir las variables arbitrarias de manera que x,, х,, x, y x, sean enteros sin un 
divisor común diferente de 1. 
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Para los sistemas que aquí se presentan habrá una variable arbitraria correspondiente a 
la última columna de la rref (forma escalonada reducida por renglones) de la matriz de 
coeficientes. La notación ^:" se utiliza para encontrar la elección correcta de variables ar- 
bitrarias para producir enteros y asignar la variable z a la última columna de la rref de la 
matriz de coeficientes. Se da el comando xx = rats(z). Éste desplegará los números de la 
columna en forma de fracciones en lugar de decimales. También se puede dar el comando 
format rat y después se despliega xx (asegúrese de dar el comando format short para regre- 


sar a la forma normal). 


a) Resuelva el sistema anterior para la reacción de fotosíntesis y encuentre los enteros x, a 
x, sin común divisor diferente de 1 que la balancean. 


b) Establezca el sistema de ecuaciones homogéneas que balancea la reacción entre: 
Pb(N,), + C(MnO), — Cr,O, + MnO, + Pb,O, + NO 


Resuelva el sistema y encuentre los enteros x, a x,sin divisor común diferente de 1 que 
balancea la reacción. 


11.5 | VECTORES Y MATRICES 


DEFINICIÓN ES 


El estudio de vectores y matrices es la médula del álgebra lineal. El estudio de vectores co- 
menzó esencialmente con el trabajo del gran matemático irlandés Sir William Hamilton 
(1805-1865)*. Su deseo de encontrar una forma de representar un cierto tipo de objetos en el 
plano y el espacio lo llevó a descubrir lo que él llamó los cuaterniones. Esta noción condujo al 
desarrollo de lo que ahora se conoce como vectores. A lo largo de toda su vida y del resto del 
siglo xix hubo un debate considerable sobre la utilidad de los cuaterniones y de los vectores. Al 
final del siglo el gran físico inglés Lord Kelvin escribió que los cuaterniones, “aun cuando son 
bellamente ingeniosos, han sido un mal peculiar para todos aquellos que los han manejado de 
alguna manera y los vectores... nunca han sido de menor utilidad para ninguna criatura." 

Pero Kelvin estaba equivocado. En la actualidad casi todas las ramas de la física clásica y 
moderna se representan mediante el lenguaje de vectores. Los vectores también se usan, cada 
vez más, en las ciencias biológicas y sociales." 

En la página 2 se describió la solución un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas 
como un par de nümeros (x, y). En el ejemplo 1.3.1 en la página 9 se escribió la solución a un 
sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas como la terna de nümeros (4, —2, 3). Tanto (x, y) 
como (4, —2, 3) son vectores. 


Vector renglón de n componentes 


Un vector de n componentes se define como un conjunto ordenado de n números escritos 
de la siguiente manera: 


(oco oe) (1) 


п 

6 Vea la semblanza bibliográfica de Hamilton en la página 52. 

7 Un análisis interesante sobre el desarrollo del análisis vectorial moderno se puede consultar en el libro de M.J. 
Crowe, A History of Vector Analisis (Notre Dame: University of Notre Dame Press, 1967) o en el excelente libro de 
Morris Kilne, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times (Nueva York: Oxford University Press, 1972, 
capítulo 32). 
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DEFINICIÓN E Vector columna de n componentes 


Un vector columna de л componentes es un conjunto ordenado de n números escritos de 
la siguiente manera: 


d a) 


Componentes En (1) о (2), x, se denomina la primera componente del vector, x,es la segunda componente, y así 
E DE UN VECTOR sucesivamente. En términos generales, x, se denomina la k-ésima componente del vector. 

Con el objeto de simplificar, con frecuencia se hará referencia a un vector renglón de n com- 
ponentes como un vector renglón o un n-vector. Del mismo modo, se usará el término vector co- 
lumna (o n-vector) para denotar a un vector columna de n componentes. Cualquier vector cuyos 

L Vector cero elementos sean todos cero se denomina un vector cero. 


E 20 J M | 1 LO 1 |] Cuatro vectores 


Los siguientes son vectores: 


i. (3, 6) esun vector renglón (o un 2-vector) 


2 
ii. | —1 | esun vector columna (o un 3-vector) 
5 


iii. (2, —1, 0, 4)) es un vector renglón (o un 4-vector) 


es un vector columna y un vector cero. 


< 
© © © © © 


ADVERTENCIA La palabra “ordenado” contenida en la definición de un vector es de fundamental importan- 


cla. Dos vectores con las mismas componentes escritas en diferente orden no son iguales. De 
esta forma, por ejemplo, los vectores renglón (1, 2) y (2, 1) no son iguales. 


A lo largo del libro se resaltarán los vectores con letras minúsculas negritas como u, v, a, b, 
с, y así sucesivamente. Un vector cero se denota por 0. Más aún, como en términos generales 
resultará obvio cuando se trate de un vector renglón o de un vector columna, se hará referencia 
a ellos simplemente como “vectores”. 

Los vectores surgen de diversas maneras. Suponga que el jefe de compras de una fábrica 
debe ordenar cantidades diferentes de acero, aluminio, aceite y papel. Él puede mantener el 
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10 


: 30|. | " 
control de las unidades a ordenar con un solo vector. El vector i indica que ordenará 10 


unidades de acero, 30 unidades de aluminio, etcétera. 
60 


Observación. Se puede observar aquí por qué el orden en que se escriben las componentes de 


30 10 
; Я 15 30|. ыс 
un vector es sumamente importante. Es evidente que los vectores y tienen signifi- 
cados muy distintos para el comprador. 60 15 
10 60 


Enseguida se describirán algunas propiedades de los vectores. Puesto que sería repetitivo 
hacerlo primero para los vectores renglón y después para los vectores columna, se presentarán 
todas las definiciones en términos de vectores columna. Los vectores renglón tienen definicio- 
nes similares. 

Las componentes de todos los vectores en este texto son números reales o complejos.* Se 
denota al conjunto de todos los números reales por símbolo E y al conjunto de números com- 
plejos por símbolo €. 


El espacio símbolo E» 


Se usa el símbolo E para denotar al conjunto de todos los n-vectores 


ai 


a. 
, donde cada a, es un nümero real. 


De manera similar se usa el símbolo €" para denotar al conjunto de todos los 


M 


С, 
2 * А . A 
n-vectores | . |, donde cada c, es un número complejo. En el capítulo 3 se analizarán los con- 


C 


juntos símbolo Ё? (vectores en el plano) y símbolo Ё (vectores en el espacio). En el capítulo 4 
se examinarán los conjuntos arbitrarios de vectores. 

En términos reales los vectores son tipos especiales de matrices. Por lo tanto, en lugar de 
estudiar las propiedades de los vectores se analizarán las propiedades de las matrices. 


и 

* Un número complejo es un número de la forma a + ib, en donde a y b son números reales e i = 4 —1 . En el apéndice 
2 se da una descripción de los números complejos. No se habla de vectores complejos otra vez hasta el capítulo 4; 
serán útiles en especial en el capítulo 6. Por lo tanto, a menos que se establezca de otra manera, por el momento se 
supondrá que todos los vectores tienen componentes reales. 


DEFINICIÓN В 


RENGLONES Y 
COLUMNAS DE 
UNA MATRIZ 


Е 


COMPONENTE О 
L ELEMENTO 


MATRIZ CUADRADA 


L 


MATRIZ CERO 


TAMAÑO DE 
UNA MATRIZ 


= 
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Matriz 


Una matriz А de m X n es un arreglo rectangular de mn números dispuestos en m ren- 
glones y n columnas 


11 12 lj 1n 
в 8, а, o, 
d 3) 
il а а; in 
Oui an2 PN mj Ps @ 


El símbolo m X п se lee “m por п”. A menos que se establezca lo contrario, se supondrá siempre 


que los números en una matriz o vector son reales. El vector renglón (a, a,,, ... a, ) se Пата ren- 


а; 


a. 
glón i y el vector columna | ?/ | se llama columna j. La componente o elemento ij de A, denotado 


a 


mj 


por a,, es el número que aparece en el renglón i y la columnas j de А. En ocasiones se escribirá 
la matriz A como A = (a,). Por lo general, las matrices se denotarán con letras mayúsculas. 

Si A es una matriz m X п con m = n, entonces А se llama matriz cuadrada. Una matriz 
m X n con todos los elementos iguales a cero se denomina matriz cero de m X n. 

Se dice que una matriz m X n tiene tamaño m X n. 


Nota histórica. El matemático inglés James Joseph Silvester (1814-1897) fue el primero que 
utilizó el término "matriz" en 1850, para distinguir las matrices de los determinantes (que se 
estudiarán en el capítulo 2). La idea era que el término "matriz" tuviera el significado de "ma- 
dre de los determinantes" 


| EJEMPLO2 | Cinco matrices 


Enseguida se presentan cinco matrices de diferentes tamaños: 


1 : 
es una matriz de 2 X 2 (cuadrada). 
—1 3 
ii. 4 0 | es una matriz de 3 X 2. 
1 -2 
—] 4 1 y 
iii. es una matriz de 2 X 3. 
302 
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1 6 —2 
iv. |3 1 4 | es una matriz de 3 X 3 (cuadrada). 
2-6 5 


кы, es la matriz сего de 2 X 4. 
0000 


Notación con paréntesis cuadrados. En algunos libros las matrices se presentan dentro de pa- 
réntesis cuadrados en lugar de paréntesis redondos. Por ejemplo, las primeras dos matrices del 
ejemplo 2 se pueden escribir como 


a-l, | Шо xu g 
1 -2 


En este texto se utilizarán exclusivamente paréntesis redondos. 
A través del libro se hace referencia al renglón i, la columna j y la componente ij de una 
matriz para diferentes valores de ¡ y j. Estas ideas se ilustran en el siguiente ejemplo. 


MEU Localización de las componentes de una matriz 


Encuentre las componentes (1, 2), (3, 1) y (2, 2) de 


1 6 4 
A=|2 -3 5 
7 4 0 


B Solución La componente (1, 2) es el número que se encuentra en el primer renglón y la segunda columna, 
que se han sombreado; la componente (1, 2) es 6: 


2da columna 


ler renglón — [ 1 6 4 
2 EB 5 
7 4 0 


En las siguientes matrices sombreadas se puede ver que la componente (3, 1) es 7 y la compo- 
nente (2, 2) es —3: 


1та columna 2da columna 
1 6 4 1 6 4 
PE —3 5 2do renglón—>| 2 -3 5 


3er renglón —>|7 4 0 7 4 0 


DEFINICIÓN ES 


1.5 Vectores y matrices 47 


Igualdad de matrices 


Dos matrices А = (а) уВ= (b,) son iguales si (1) son del mismo tamaño y (2) las com- 
ponentes correspondientes son iguales. 


| EJEMPLO 4 | Matrices iguales y matrices distintas 


B Solución 


¿Son iguales las siguientes matrices? 


(4 15 1+3 1 2+3 
L (z 3 0) Y ler 1—4 6-6 
(20 б =? 
n 13) Y Ar 3 
(10 100 
Mila!) Y 19 1 9 


i. Sí; ambas matrices son de2xX3y1+3=4,2+3=5,1+1=2,1-4=-3y 
6-6=0, 


ii. No; —2 #0, por lo que las matrices son distintas ya que, por ejemplo, las componentes 
(1, 1) son diferentes. Esto es cierto aun cuando las dos matrices contienen los mismos 
números. Las componentes correspondientes deben ser iguales. Esto significa que la 
componente (1, 1) en A debe ser igual a la componente (1, 1) en B, etcétera. 


iii. No; la primera matriz es de 2 X 2 y la segunda es de 2 X 3, de manera que no tienen el 
mismo tamaño. 


Los vectores son matrices de un renglón o de una columna 


Cada vector es un tipo especial de matriz. Así, por ejemplo, el vector renglón de n 
componentes (а, а„... с,) es una matriz de 1 X n, mientras que el vector columna de 


n componentes | | es una matriz de n X 1. 


Las matrices, al igual que los vectores, surgen en un gran número de situaciones prácticas. 


10 


А КС ¿e 30 
Por ejemplo, en la página 46 se analizó la manera en que el vector puede representar las can- 


60 


tidades ordenadas de cuatro productos distintos utilizados por un fabricante. Suponga que se 
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tienen cinco plantas diferentes, entonces la matriz de 4 X 5 podría representar las órdenes de 
los cuatro productos en cada una de las cinco plantas. 


10 20 15 16 25 
30 10 20 25 22 
15 22 18 20 13 
60 40 50 35 45 


Se puede apreciar, a manera de ejemplo, que la planta 4 ordena 25 unidades del segundo pro- 
ducto mientras que la planta 2 ordena 40 unidades del cuarto producto. 
Las matrices se pueden sumar y multiplicar por números reales. 


DEFINICIÓN E Suma de matrices 


Sean A — (a) yB- (bj) dos matrices m X n. Entonces la suma de A y B es la matriz 
m X n, A * B dada por 


a, + b, a, + b, iy rack p 
a, t b 6L. ele) ZEE ME 
A- B - (a, +b,)= a ón nn 2n 2n (4) 
88 : : E 
Oui T 5 а 2 T 05 КРА Gr dE b 


Es decir, 4 + Bes la matriz m X n que se obtiene al sumar las componentes correspon- 
dientes de A y B. 


ADVERTENCIA La suma de dos matrices se define únicamente cuando las matrices son del mismo tamaño. 


zd NU 
1 3 А 
Así, por ejemplo, no es posible sumar las matrices |, ; y| 2 —5]olas matrices 
1 4 7 
(vectores) | | y | 2 |. Es decir, son incompatibles bajo la suma. 
3 
| EJEMPLO 5 | Suma de dos matrices 
2.4 —6 7 016 —2 25 065 
1 3 2 1|*| 2 3 4 3|=1| 3 6 6 4 
—4 3 =5 5 2 1 4 4 —6 4 —1 9 
|; ESCALARES Al manejar vectores se hace referencia a los números como escalares (que pueden ser reales o 


complejos dependiendo de si los vectores en cuestión son reales o complejos). 


Nota histórica. El término “escalar” encuentra su origen con Hamilton. Su definición de cuater- 
nión incluía lo que él definió una "parte real” y una "parte imaginaria”. En su artículo "On Quar- 
tenions, or on a New System of Imagineries in Algebra”, en Philosophical Magazine, 3a. serie, 
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25(1844):26-27, escribió: "La parte real algebraicamente puede tomar . . . todos los valores con- 
tenidos en la escala de la progresión de números desde el infinito negativo al infinito positivo; la 
llamaremos, entonces, la parte escalar o simplemente el escalar del cuaternión..." En el mismo ar- 
tículo Hamilton definió la parte imaginaria de su cuaternión como la parte vectorial. Aunque éste 
no fue el primer uso que se dio a la palabra “vector”, sí fue la primera vez que se usó en el contexto 
de las definiciones contenidas en esta sección. Es importante mencionar que el artículo del que se 
tomó la cita anterior marca el inicio del análisis vectorial moderno. 


Multiplicación de una matriz por un escalar 


Si A = (а) es una matriz de m X n y sia es un escalar, entonces la matriz m X n, «A, 
está dada por 


Qu аа; Боз аа 
аа аа. voc QH 
к= = > | 65) 
y 2 . à 
аа аа Doo T8401 
ml m2 mn 


Esto es @А = (ua) es la matriz obtenida al multiplicar cada componente de А por o. Si 
аА = В = (b,), entonces №, = аа, para i = 5? рту lo Lo oe site 


| EJEMPLO6 | Múltiplos escalares de matrices 


1 -3 4 2 26 8 4 
SeaA=| 3 1 4 6| Entonces24=| 6 2 8 12, 
—2 3.5 7 —4 6 10 14 
-i 1-4 -2 0000 
=14=|-1 —1 -4 -2| y 04= 0000 
2 aj -$ -1 0000 


| EJEMPLO7 | Suma de múltiplos escalares de dos vectores 


B Solución 


4 -2 
6 4 
Sea a = i y b= 3 . Calcule 2a — 3b. 
3 0 
4 =2 8 6 14 
6 4 12 =12 0 
2a-3b=2| |+(=3) =| “+ = 
1 —3 2 9 11 
3 0 6 0 6 


El teorema que se presenta a continuación proporciona los hechos básicos sobre la suma de 
matrices y la multiplicación por escalares. Se demuestra la parte iii) y se deja el resto de la prue- 
ba como ejercicio para el lector (vea los problemas 41 a 43). 
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TEOREMA Sean А, B y C tres matrices de m X n y sean o y B dos escalares. Entonces: 
i. AFO=A 
ii. 04=0 
ill. 4+B=B+A (ley conmutativa para la suma de matrices) 
iv. (A+ В) + С= А + (В+ C) (ley asociativa para la suma de matrices) 
V. (А + B) = aA + «B (ley distributiva para la multiplicación por un escalar) 
vi. 14— A 


vii. 


(a + B)A = aA + BA 


Nota. El cero en la parte i) del teorema es la matriz cero de m X n. En la parte ii) el cero 
a la izquierda es un escalar mientras que el cero a la derecha es la matriz cero de m X n. 


11 12 ln Di; b, b, 
a a Us а DE b 
er ... D p 2n 2 22 2п 
Demostración de iii. Sea4-| ^ ^ | y pa A | 
0 il a 2 C b, il b, 2 pe 
Por ende 
Chn Hebr 4 asu, A як. 
E 4, ts а КС UT Mpa M 
Oui ar D an2 FF D gs aF D 
а + b = b + a para cualesquiera 
Sos р | 5 q В. Жа By Fa) c Op TE 
os números reales a y X 
b, ta, b, Ta, ce b ta, 
E : А . =B+A 
DE ur Gu D + Ou БА р Шш S 


| EJEMPLO 8 | 8 Ilustración de la ley asociativa para la suma de matrices 


Para ilustrar la ley asociativa se observa que 


[Эш Б ed 


De igual manera 


1 
3 -1 


3415925623] 


Problemas 1.5 
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El ejemplo 7 ilustra la importancia de la ley asociativa de la suma de vectores ya que si se desea 
sumar tres matrices o más, únicamente se podrá hacerlo sumándolas de dos en dos. La ley aso- 
ciativa indica que esto se puede llevar a cabo de dos maneras diferentes obteniendo el mismo re- 
sultado. Si no fuera así, sería más difícil definir la suma de tres o más matrices ya que tendría que 
especificarse si se quiere definir la suma de А + В + Ccomo (А + B) + Cocomo A + (B + C). 


AUTOEVALUACIÓN 


l. ¿Cuál de las siguientes aseveraciones es cierta para la matriz 
i 2 3 
? 
Jy x о 


b) Si se multiplica por el escalar —1, el producto es E E 5) 


a) Es una matriz cuadrada. 


c) Es una matriz de 3 X 2. 


d) Es la suma de T tire T 
y 2 @ © П @ 


Il. ¿Cuál de los incisos es 24 — 4B si A = (2 0 0) y = (3 1)? 
a) (+8 -4) 
b) (501) 
c) (16 —4 0) 


d) Esta operación no se puede realizar. 


¿Cuál de las siguientes afirmaciones es cierta cuando se encuentra a diferencias (res- 
tas) de dos matrices? 


a) Las matrices deben ser del mismo tamaño. 
b) Las matrices deben ser cuadradas. 
c) Las matrices deben ser ambas vectores renglón o vectores columna. 


d) Una matriz debe ser un vector renglón y la otra un vector columna. 


IV. ¿Cuáles serían los elementos de la segunda columna de la matriz B si 


3-4 0 m 0.0 0 ә 
AS Al 0.0 0 
ау) 2, 68, 1 b) 4, —8 
c) ЭД 8, =]| d) —4, 8 
V. ¿Cuál de las siguientes debe ser el segundo renglón de la matriz B si 34 — B = 2C 
para 
= | 1 
А=|0 0 3|yC=|0 
4 20 0 


e c €» 
— SS 
EC 


SEMBLANZA DE... 


Sir William Rowan Hamilton, 1805-1865 


Sir William Rowan Hamilton nació en Dublín en 1805, en donde 
pasó la mayor parte de su vida, y fue sin duda el más grande ma- 
temático irlandés. El padre (un abogado) y la madre de Hamil- 
ton murieron cuando era apenas un niño. Su tío, un lingüista, se 
hizo cargo de su educación. A la edad de cinco años, Hamilton 
podía leer inglés, hebreo, latín y griego. Cuando cumplió los 13 
dominaba, además de los idiomas del continente europeo, sáns- 
crito, chino, persa, árabe, malasio, hindú, bengalí y varios otros. 
Hamilton disfrutaba escribir poesía, tanto en su infancia como en 
la vida adulta, y entre sus amigos se contaban los grandes poetas 
ingleses Samuel Taylor Coleridge y William Wordsworth. Sin em- 
bargo, la poesía de Hamilton se consideraba tan mala que resul- 
tó una bendición que desarrollara otros intereses, especialmente 
aquellos relacionados con las matemáticas. 

Aunque disfrutó las matemáticas desde niño, el interés de 
Hamilton creció de manera importante después de un encuentro 
casual a la edad de 15 años con Zerah Colburn, el americano que 
calculó las descargas eléctricas de los rayos. Poco después, Hamil- 
ton comenzó a leer los libros importantes de matemáticas de su 
tiempo. En 1823, a los 18 años, descubrió un error en la Mécanique 
céleste de Simon Laplace y escribió un artículo impresionante so- 
bre el tema. Un año más tarde entró al Trinity College en Dublín. 

La carrera universitaria de Hamilton fue sobresaliente. A los 
21 años, siendo todavía estudiante de licenciatura, había impre- 
sionado a tal grado a sus maestros que fue nombrado Astróno- 
mo Real de Irlanda y profesor de Astronomía en la universidad. 
Poco después escribió lo que ahora se considera un trabajo clási- 
co en óptica. Haciendo uso únicamente de la teoría matemática, 
predijo la refracción cónica en cierto tipo de cristales. Más tarde 
los físicos confirmaron esta teoría. En parte debido a este trabajo, 
Hamilton fue armado caballero en 1835. 

El primer artículo puramente matemático de Hamilton apa- 
reció en 1833. En él describió una manera algebraica de manipular 
pares de números reales. Este trabajo sienta las reglas que se usan 
hoy en día para sumar, restar, multiplicar y dividir números com- 
plejos. No obstante, en un principio, Hamilton no pudo desarrollar 
una multiplicación para ternas o n-eadas ordenadas de números 
рага п > 2. Durante 10 años estudió este problema, y se dice que 
lo resolvió en un rato de inspiración mientras caminaba por el 
Puente de Brougham en Dublín en 1843. La clave era descartar la 
conocida propiedad conmutativa de la multiplicación. Los nuevos 
objetos que creó se llamaron cuaterniones, que fueron los precur- 
sores de lo que ahora se conoce como vectores. En la actualidad, 
una placa incrustada en el puente cuenta la historia. 





Aquí, mientras caminaba 
el 16 de octubre de 1843, 

Sir William Rowan Hamilton 
descubrió, en un instante de 
genialidad, la fórmula fundamental 
para la multiplicación de cuaterniones 
P=pP=k=ijk=-=1 
y la grabó en una piedra de este puente. 


Durante el resto de su vida, Hamilton pasó la mayor parte del 
tiempo desarrollando el álgebra de cuaterniones. Él suponía que 
tendrían un significado revolucionario en la física matemática. 
Su trabajo monumental sobre este tema, Treatise on Quaternions, 
fue publicado en 1853. Más tarde trabajó en una extensión del 
tema, Elements of quaternions. Aunque Hamilton murió en 1865 
antes de terminar esta obra, su hijo publicó el trabajo en 1866. 

Los estudiantes de matemáticas y física conocen a Hamil- 
ton dentro de muchos otros contextos. En física matemática, por 
ejemplo, se encuentra la función hamiltoniana que con frecuen- 
cia representa la energía total de un sistema, y las ecuaciones 
diferenciales de dinámica de Hamilton-Jacobi. En la teoría de ma- 
trices, el teorema de Hamilton-Cayley establece que toda matriz 
satisface su propia ecuación característica. Esto se estudiará en 
el capítulo 6. 

A pesar del gran trabajo desarrollado, los últimos años de 
Hamilton fueron un tormento. Su esposa estaba semiinválida y 
él fue atacado por el alcoholismo. Es gratificante, por lo tanto, se- 
ñalar que durante esos últimos años la recién formada American 
Nacional Academy of Sciences eligió a Sir William Rowan Hamil- 
ton como su primer miembro extranjero. 
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а) —3,2,6 5) 0,—2,0 
c) 3x =2, 6 4) 0, 2. —9 


=3 5 2 
En los problemas 1 a 13 realice los cálculos indicados con a = | b=|—4|yc=| 0). 


4 7 =2 
l. a+b 2. 3b 3. 5a 
4. —2c 5. b+ 3c 6. 2a— 5b 
7. —3b + 2c 8. —5a + 3b 9. 0c 
10. a+b+c 11. 2a + 4b — 3c 12. 3a — 2b + 4c 


13. 3b — 7c + 2a 


En los problemas 14 a 26 realice los cálculos indicados con a — (3, —1, 4, 2), b = (6,0, —1, 4) 
yc-(-L3,1, 5). 


14. а+с 15. b-a 16. с-а 

17. 4с 18. —2b 19. 7b + 4c 

20. 2a— c 21. 4b — 7a 22. a+b+e 
23. c- b + 2a 24. 3a — 2b — 4c 25. 3a — 2b + 4c 


26. оа + Bb + yc 


1 3 -2 0 

En los problemas 27 a 44 realice las operaciones indicadas con 4A=| 2 5|,B=| 1 4|y 

—] 1 -] 2 =7 5 
С=| 4 6]. 

-7 3 
27. 3A 28. А+В 29. C-A 
30. A- C 31. 2C— 5A 32. ОВ (0 es el cero escalar) 
33. —7A + 3B 34. 6B - 7A - 0C 35. A+B+C 
36. C- A-B 37. B-A—-2C 38. 24 — 3B - AC 


39. 7C— B * 2A 
40. Encuentre una matriz D tal que 24 + B — Des la matriz cero de 3 X 2. 


41. Encuentre la matriz E tal que А + 2B — 3C + E es la matriz cero de 3 X 2. 





42. Encuentre una matriz D tal que 24 + B — D seala matriz cero de 3 X 2. 


43. Encuentre una matriz E tal que A + 2B  3Eseala matriz de 3 X 2 cuyos elementos todos 
son uno. 


3 
3QA + B X) = 5(X — A + B) 


1—1 —1 0 -— . 
44. Dados А = | y B | 3 { ‚ resuelva la siguiente ecuación para X: 
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4 
Figura 1.7 


2 


5 4 


Figura 1.8 


Sistemas de ecuaciones lineales y matrices 


1 -1 2 0 2 

En los problemas 45 a 54 realice los cálculos indicados con 4=|3 4 S|B=13 0 5 

0 02 0 1 c 7 —6 0 
уС=| 3 1 0 

0 —2 4 
45. A—2B 46. 34— C 47. 3B—24A 
48. A+B+C 49. 24— B - 2C 50. 34 + 2B — 4C 
51. C-A- B 52. 4C — 2B +34 


53. Encuentre una matriz D tal que A + B + C + D es la matriz cero de 3 X 3. 
54. Encuentre una matriz E tal que 3C — 2B + 84 — 4E es la matriz cero de 3 X 3. 


55. Encuentre una matriz D tal que А + B + C + D sea la matriz de 3 X 3 cuyos elementos 
todos son uno. 


56. Encuentre una matriz E tal que А + 2B + E — 3C sea la matriz de 3 X 3 cuyos elementos 
todos son uno. 


1 0 1 0 
57. Sea A una matriz de 3 х 3talque 4| 2 |=| 1 |yA з |=| 2 |. Calcular A| | 
5 3 -1 4 11 


58. Sea A = (a) una matriz de m X n y sea 0 la matriz cero de m X n. Utilice las definiciones 
5 y 6 para demostrar que 04 = 0 y que 0+ A = А. De igual manera, muestre que 14= А. 


59. Si A = (aj). B- (b) УС = (c;) son tres matrices de m X n, calcule (4 + B) + Cy A + 
(B + C) y muestre que son iguales. 


60. Sio y Bson escalares y А y B son matrices de m X n, calcule o(A + B) y «A + aB y muestre 
que son iguales. Calcule además (а + B) А y «А + ВА y muestre que son iguales. 


61. Considere la “gráfica” que une los cuatro puntos de la figura 1.7. Construya una matriz de 
4 X 4 que tenga la propiedad de que a, = 0 si el punto і no está conectado (unido por una 
línea) con el punto j y а= 1 si el punto ¡está conectado con el punto j. 


62. Haga lo mismo (construyendo una matriz de 5 X 5) para la gráfica de la figura 1.8. 


63. En la fabricación de cierto producto se necesitan cuatro materias primas. El vector 


d= representa una demanda dada de la fábrica para cada una de las cuatro materias 
3 


primas para producir una unidad del producto. Si d es el vector demanda de la fábrica 1 y 
e es el vector demanda de la fábrica 2, ¿qué representan los vectores d + e y 2d? 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 
l. b) Il. d) Ш. a) IV. b) V. b) 
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MANEJO DE LA CALCULADORA 





Suma y multiplicación por un escalar en la HP50g 


La manera más sencilla de sumar dos matrices del mismo tamaño es introducir primero 
cada matriz y dar a cada una un nombre (como 422 y B22). 





ыр о> 


| 





ERAMOS 2529822 


E RANMCCZ 22)5&22 





La función RANM produce una matriz de dimensión {n,m} con elementos aleatorios. 
Después, para obtener 422 + B22 o 422 — B22 se oprime 


EA po EA 


Para obtener 2422, primero gurdamos el valor de alpha utilizando la siguiente se- 
cuencia 








A. 


C002 )05 ) С) Eva ( * D) (дна) (гэ) (a) (Euren) 


La multiplicación se obtiene utilizando la siguiente secuencia 





PA C д] E 


MATLAB 1.5 


1. 


El presente problema proporciona la práctica necesaria para trabajar con la notación ma- 
tricial al igual que con los procedimientos que se usarán en problemas futuros. En los pro- 
blemas anteriores, al realizar la operación con renglones К, R, + cR,se encontraba, por 
mera observación, el multiplicador c. Este multiplicador c se puede calcular con exactitud 
a partir de los elementos de la matriz. 


Ejemplo 


о о х 
У о 


е 
h 
k 


a 
|| 
о о а 
~n Aa 


Para crear un cero en la posición que ocupa i se necesita К, > R, + (—i/f)R,. Observe que 
f= AQ, 3) y quei = A(3, 3): 


c= —A(3,3/A(2,3) 
En términos generales, с = —(elemento que debe hacerse cero/pivote usado): 
A(3,:) = А(3,:) + c*AQ,:) 


a) Para la matriz que sigue realice las operaciones con renglones R, > R, + cR, para ob- 
tener la matriz en forma escalonada por renglón (no la forma escalonada reducida por 
renglones), excepto que el elemento pivote no necesita ser 1. (No multiplique ni divida 
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un renglón por un número para crear unos.) Encuentre todos los multiplicadores usan- 
do la notación de matrices anterior. Para esta matriz sus multiplicadores serán números 
sencillos para que pueda verificar conforme el proceso avanza: 


1 2 —2 0 1 
2 4-1 0 -4 
—3 —6 12 2 —12 
1 2 —2 4 —5 
b) Oprima 
A = rand(4,5) 
А(:,3) = 2*A(:,1) + 4*A(:,2) 
Siga las instrucciones del inciso a). Asegúrese de calcular los multiplicadores usando la 
notación matricial. 


Vea el problema 2 de MATLAB en la sección 1.10, una situación en la que se quiere 
realizar el tipo de reducción que se acaba de describir. 


2. Características de MATLAB. Introducción eficiente de matrices dispersas 


a) En el problema 60 se le pidió que estableciera matrices para gráficas en las que 


a. 
ij 


] siel punto i está conectado con el punto j 
0 deotra manera 


Para la mayor parte de este tipo de gráficas la matriz consiste en muchos ceros y algunos 
unos. En MATLAB se puede introducir una matriz con ceros en todos sus elementos y 
después modificarla renglón por renglón. 


Considere la siguiente gráfica: 


2 
1 3 
5 4 
а = zeros(5) 
а1/2 4p=[ 1] (1 está conectado con 2 y 4) 
а(21 3 4p-2[1 1 1] (1 está conectado con 1, 3 y 4) 


y así sucesivamente 


Termine de introducir la matriz anterior y verifique el resultado con su respuesta al 
problema 61. 
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b) Considere la siguiente gráfica dirigida 





[4] arista 8 [5] 
Defina 


1 sila arista j va al nodo i 
a. = 1—1 sila arista j sale del nodo i 
0 de otra manera 


¿De qué tamaño será 4? Introduzca А —zeros(n,m), donde n es el número de renglones у 
m es el número de columnas (doc zeros). Se modificará А columna por columna viendo 
una arista a la vez. Por ejemplo, 


A 2],1) = [-1:1] la arista 1 sale del [1] y va al [2] 
A(4 5],8 = [1;-1] la arista 8 sale del [5] y va al [4] 


Complete el proceso anterior para encontrar 4. 


3. а) Introduzca cualesquiera dos matrices А y В de distinto tamaño. Encuentre А + В; ¿qué 
le dice MATLAB? 


b) Introduzca cualesquiera dos matrices 4 y B del mismo tamaño. Suponga que ses un es- 
calar. De sus conocimientos algebraicos sobre las manipulaciones con números, ¿a qué 
conclusión llegaría sobre las relaciones s*A, s*B y s*(A + B)? Utilice una línea de comen- 
tario para escribir esta conclusión. Pruebe su conclusión con tres elecciones diferentes 
de s. Pruebe su conclusión con otra elección de A y otra elección de В para tres valores 
de s. (Si va a usar MATLAB para generar matrices aleatorias, consulte la presentación 
anterior de problemas de MATLAB 1.3.) 


11.6 | PRODUCTOS VECTORIAL Y MATRICIAL 


En esta sección se analizará la forma en la cual se pueden multiplicar dos matrices. Es obvio 
que se puede definir el producto de dos matrices de m X n, A = (a;) y В = (b,) como la matriz 
m X n cuya componente ij es a,b, Sin embargo, para casi todas las aplicaciones importantes 
que usan matrices, se requiere de otro tipo de producto. Explicaremos las razones de esto. 


| EJEMPLO 1 | Producto de un vector de demanda y un vector de precios 


Suponga que un fabricante produce cuatro artículos. Su demanda está dada por el vector de de- 
manda d = (30 20 40 10) (una matriz de 1 X 4). El precio por unidad que recibe el fabricante 


$20 
$15 . . 
$18 (una matriz de 4 X 1). Si se cumple 
$40 


por los artículos está dado por el vector de precios P — 


la demanda, ¿cuánto dinero recibirá el fabricante? 
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B Solución 


DEFINICIÓN 


ADVERTENCIA 
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La demanda del primer artículo es 30, y el fabricante recibe $20 por cada artículo vendido. Por 
consiguiente recibe (30)(20) = $600 de las ventas del primer artículo. Si se sigue este razona- 
miento, se ve que la cantidad total de dinero que recibe es 


(300) + (20)(15) + (40118) + (10)(40) = 600 + 300 + 720 + 400 = $2 020 
Este resultado se escribe como 


20 
15 

(30 20 40 10) jg [72020 
40 


Es decir, se multiplicó un vector renglón de 4 componentes y un vector columna de 4 compo- 
nentes para obtener un escalar (un número real). 

En el último ejemplo se multiplicó un vector renglón por un vector columna y se obtuvo un 
escalar. En términos generales se tiene la siguiente definición. 


Producto escalar 


a b, 
a b 

Sean a=| ?|yb-| 2 | dos vectores. Entonces el producto escalar de a y b denotado 
а, b, 


por a * b, está dado por 
acp. DD D 00. (1) 
Debido a la notación en (1), el producto escalar se llama con frecuencia producto punto o 


producto interno de los vectores. Observe que el producto escalar de dos n-vectores es un 
escalar (es decir, es un número). 


Al tomar el producto escalar de a y b es necesario que a y b tengan el mismo número de com- 
ponentes. 


A menudo se tomará el producto escalar de un vector renglón y un vector columna. En este 
caso se tiene 


Producto escalar 


vector renglón 1 x n 


M 
b, 


—ab, tab, +: +ађ, (2) 


h | 


| Éste es un nümero real (un escalar) 


(AAN) 


vector columna n X 1 
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| EJEMPLO 2 | Producto escalar de dos vectores 


1 3 
Sea a =| —2 | y b=] —2 |. Calcule a - b. 
3 4 


B Solución a-b= (1)(3) + 22) + (3)(4) =3+4+12=19. 


| EJEMPLO3 | Producto escalar de dos vectores 


Sea a = (2, —3, 4, —6) y b = . Calcule a : b. 


w O Ne 


E Solución Адиа: = (2)(1) + (30) + (4100) + (63) 22 —6 + 0 -18 = -22. 





El teorema se presenta a continuación y se deduce directamente de la definición del producto 
escalar. Se demuestra la parte ii) y se deja el resto como ejercicio. 


TEOREMA Sean a, b y c tres n-vectores y sean о y B dos escalares. Entonces 
i.a:0=0 
ii. a-b=b-:a (ley conmutativa del producto escalar) 
iii. a(b+c)=a:b+a:c (ley distributiva del producto escalar) 


iv. (aa) * b = o(a - b) 


a, b, 

- a, b, 

Prueba de ii) Seana=| “|yb=| ; 
a, b, 


Entonces 
ab — ba para 
cualesquiera dos números a y b 


! 


a:b=ab,+ab,+:::+ab = Ба, *tba,t:::tba —b:a 


Observe que no existe una ley asociativa para el producto escalar. La expresión (a * b) · с = 
a * (b* c) no tiene sentido porque ninguno de los dos lados de la ecuación está definido. Para 
el lado izquierdo, esto se concluye a partir de que а. b es un escalar y el producto escalar del 
escalar a * b y el vector e no está definido. 

Ahora se define el producto de dos matrices. 
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DEFINICIÓN E 


ADVERTENCIA 
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Producto de dos matrices 


Sea А = (a,) una matriz m X n, y sea B = (b) una matriz n X p. Entonces el producto de 
A y Bes una matriz m X p, C = (с), en donde 


c,= (renglón i de A) · (columna j de B) (3) 


Es decir, el elemento ij de AB es el producto punto del renglón i de A y la columna j de В. 
Si esto se extiende, se obtiene 


сар JF 8140.37 oo (1D (4) 


i ij 120977) in nj 





Si el número de columnas de A es igual al número de renglones de B, entonces se dice 
que A y B son compatibles bajo la multiplicación. 


Dos matrices se pueden multiplicar únicamente si el número de columnas de la primera 
matriz es igual al número de renglones de la segunda. De otra modo, los vectores que 
forman el renglón i en A y la columna j de B no tendrán el mismo nümero de compo- 
nentes y el producto punto en la ecuación (3) no estará definido. Dicho de otro modo, 
las matrices A y B serán incompatibles bajo la multiplicación. Para ilustrar esto se con- 
sideran las siguientes matrices de A y B: 


columna j de B 


A е l 
@ bs (b. b, b, = b; ш b, 
E : DIS b,, xdv b, 
renglón i de A |а а, a. : : : 2 
i : b, b, b, np 
а Am аһ 


Los vectores renglón y columna sombreados deben tener el mismo número de compo- 
nentes. 


| EJEMPLO 4 | Producto de dos matrices de 2 x 2 


B Solución 


А 1 x 
s " jJ o) ene 48 y Ba 


4 5 


А es una matriz de 2 X 2 y B es una matriz de 2 X 2, entonces C = AB =(2 X 2) X (2 х2) 
también es una matriz de 2 X 2. Si C = (cg, ¿cuál es el valor de с? Se sabe que 


с = (1° renglón de A) · (1* columna de В) 
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Reescribiendo las matrices se tiene 


la columna de B 


ler renglón de 4A=>[ 1 3\3 —2 
2 45 6 


3 
ей a (Senes 


De manera similar, para calcular c,, se tiene 


2da columna de B 


ler renglón de 4=>[ 1 3\3 —2 
2 45 6 


=2 
с, = (1 »( РЕСЕ 
Siguiendo el procedimiento se encuentra que 


21 


с, =(=2 (2) 6-м 


-2 
c, =(2 zi Jenn 


18 16 
С=АВ= 
б А) 


De manera similar, sin escribir los pasos intermedios, se ve que 


3 =2 1 3 3+4 9-8 7 1 
С'=ВА= = == 
5 61-2 4 5-12 15 +24 —7 39 
Observación. El ejemplo 4 ilustra un hecho sumamente importante: en términos generales, el 
producto de matrices no es conmutativo. Es decir, AB BA. En ocasiones ocurre que АВ = BA, 
pero se trata de una excepción, no de una regla. Si AB = BA se dice que A y B conmutan. De 


hecho, como lo ilustra el siguiente ejemplo, puede ocurrir que 4B esté definida y BA no lo esté. 
Asi, debe tenerse cuidado en el orden de la multiplicación de dos matrices. 


| EJEMPLO 5 | El producto de una matriz de 2 x 3 y una de 3 x 4 está definido 


pero el producto de una matriz 3 х 4 y una de 2 x 3 no lo está 


Entonces 


Bru es 7 —-14 7 
Sea А = р | ; y B=| 2 5 0 -4|.Calcule AB. 
-3 12 3 
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Primero observe que A es una matriz de 2 X 3 y Bes una matriz de 3 X 4. Por lo que el número 


de columnas de А es igual al número de renglones de B. Por lo tanto, el producto AB está defi- 
nido y es una matriz de 2 X 4. Sea АВ = C = (c,). Entonces 


с = (2 
64 = (2 
с —(4 
€, = (4 
Así, AB | 








7 
-3.| 2 |=23 
-3 
4 
—3).|0|=2 
2 
7 
5)-| 2|=15 
-3 
5)-| 0|=26 

23 —5 2 
15 6 26 39 


с, = (2 
сы = (2 
Ca = (4 
с, = (4 


5). 





5): 





5 
| Esto completa el problema. Observe que el producto ВА no está 


definido ya que el número de columnas de B (cuatro) no es igual al número de renglones de 4 
(dos). 


| EJEMPLO 6 | Contacto directo e indirecto con una enfermedad contagiosa 


En el siguiente ejemplo se muestra la forma en la cual se puede usar la multiplicación de matri- 
ces para modelar la manera en que se extiende una enfermedad contagiosa. Suponga que cua- 
tro individuos han contraído esta enfermedad. Este grupo entra en contacto con seis personas 
de un segundo grupo. Estos contactos, llamados contactos directos, se pueden representar por 
una matriz de 4 X 6. Enseguida se da un ejemplo de este tipo de matrices. 


Matriz de contacto directo: primero y segundo grupos 


ы 
Il 
-o= о 


о о о н 


о о о о 


он н о 


O = O н 
mÓ о ны о 


En este caso se hace а, = 1 si la i-ésima persona del primer grupo entra en contacto con la 
j-6sima persona del segundo grupo. Por ejemplo, el 1 en la posición (2,4) significa que la segun- 
da persona del primer grupo (infectada) entró en contacto con la cuarta persona del segundo 
grupo. Ahora suponga que un tercer grupo de cinco personas tiene varios contactos directos 
con individuos del segundo grupo. Esto también se puede representar mediante una matriz. 


TEOREMA В 
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Matriz de contacto directo: segundo grupo y tercer grupo 


00 10 I 
000 10 
¿ajo 1000 
1000 I 
000 10 
00 100 


Observe que b, = 0, lo que quiere decir que la sexta persona del segundo grupo no tiene con- 
tacto con la cuarta persona del tercer grupo. 

Los contactos indirectos o de segundo orden entre individuos del primero y tercer grupos se 
representan mediante la matriz de 4 X 5 C — AB. Para ver esto, observe que una persona del gru- 
po 3 puede quedar contagiada por alguien del grupo 2, quien a su vez fue contagiada por alguien 
del grupo 1. Por ejemplo, como a,, = 1 y b,, = 1 se ve que, indirectamente, la quinta persona del 
grupo 3 tuvo contacto (a través de la cuarta persona del grupo 2) con la segunda persona 
del grupo 1. El número total de contactos indirectos entre la segunda persona del grupo 1 y la 
quinta persona del grupo 3 está dado por 


Cs du aub gab. v wb. Pub. tu 


217 15 22. 25 23 35 24 45 25 55 26 65 


=1-14+0-0+0-0+1-1+0-0+1-0=2 


Ahora se calcula. 


Matriz de contacto indirecto: primero y tercer grupos 


00020 
1 

C=AB= 02.02 
100 1 1 
002 0 1 


Observe que únicamente la segunda persona del grupo 3 no tiene contactos indirectos con la 
enfermedad. La quinta persona de este grupo tiene 2+1 + 1=4 contactos indirectos. 

Se ha visto que las matrices, en general, no conmutan. El siguiente teorema muestra que la 
ley asociativa sí se cumple. 


Ley asociativa para la multiplicación de matrices 


Sea А = (а) una matriz de n X m, B = (b) una matriz de m X py C = (с) una matriz 
de p X q. Entonces la ley asociativa 


A(BC) -(AB)C (5) 


secumple y ABC, definida por cualesquiera delos lados dela ecuación (5), es una matriz de 
n X q. 
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La prueba de este teorema no es difícil, pero es laboriosa. Se desarrolla mejor usando la nota- 
ción de sumatoria. Por esta razón se pospone hasta el final de esta sección. 

De aquí en adelante se escribirá el producto de tres matrices simplemente como ABC. Se 
puede hacer esto porque (4B)C = А(ВС); entonces se obtiene la misma respuesta independien- 
temente de cómo se lleve a cabo la multiplicación (siempre y cuando no se conmute ninguna 
de las matrices). 

La ley asociativa se puede extender a productos de más matrices. Por ejemplo, suponga que 
AB, BC y CD están definidas. Entonces 


ABCD = A(B(CD)) = ((AB)C)D = A(BC)D = (АВ)(СР) (6) 





Existen dos leyes distributivas para la multiplicación de matrices. 


TEOREMA Ej Leyes distributivas para la multiplicación de matrices 


Si todas las sumas y todos los productos siguientes están definidos, entonces 


А(В + С) = АВ+ AC (7) 


(А + В)С = АС + BC (8) 


а 


Las demostraciones se presentan al final de la sección. 


MULTIPLICACIÓN DE MATRICES COMO UNA COMBINACIÓN LINEAL 
DE LAS COLUMNAS DE Á 


Sea A una matriz de m X n y x un vector de n X 1. Considere el producto 


11 12 in || % ах, + 4х, E: +40, X, 
ш 45 cU а,, || 2, ах + ах, +: +а,,х, 
Ах ж e 
ml аһ» Ho А п Xa Ou * 0X, * UT T а Хь 
о 
11 12 ln 
a а. 
21 22 2п 
Ах=х| | |*x| .][|t:-*x (9) 
a a a 
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a а 
21 5 22 
Observe que с, =| |еѕ Іа primera columna de А, c, =| [esla segunda columna de А, y 


a a 


ml m2 


así sucesivamente. Entonces (9) se puede escribir como 
Ах = хус, + Xe xe, (10) 


El lado derecho de la expresión (10) se llama combinación lineal de los vectores c,, €,, ..., с. Las 
combinaciones lineales se estudiarán con detalle en la sección 4.4. Aquí simplemente se observa 
el siguiente hecho de interés: 


El producto de la matriz А de m X n y el vector columna x es una combinación lineal 
de las columnas de 4. 


Suponga ahora que В es una matriz de n X p. Sea С = AB y sea c, la primera columna de C. 


Entonces 
€, a,b, + ab, Lei ab, 
Cz a,b, + а, СЕ: а, „Б, 
c == == 
Cmi amba uh а аР + у + а „Ра 


ml a, 2 mn 


es igual a la combinación lineal de las columnas de 4. Lo mismo se cumple para todas las co- 
lumnas de C — AB, donde se ve que 


Cada columna del producto 4B es una 
combinación lineal de las columnas de 4. 


E 
| EJEMPLO7 | Cómo escribir las columnas de AB como combinación lineal de las columnas de A 

1 —2 

1 —1 
Sean 42|2 4| y B= 

2 7 

3 5 

—3 —15 


Entonces 48 =| 10 26 |. Ahora bien 
13 32 
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—3 1 =2 
10|=1|2|+2| 4 | = una combinación lineal de las columnas de А 
13 3 5 
y 
—15 1 —2 
26|=—1|2|+7| 4 | = una combinación lineal de las columnas de A. 
32 3 5 


MULTIPLICACIÓN DE MATRICES POR BLOQUES 


En ciertas situaciones es prudente manejar las matrices como bloques de matrices más peque- 
ñas, llamadas submatrices, y después multiplicar bloque por bloque en lugar de componente 
por componente. La multiplicación en bloques es muy similar a la multiplicación normal de 


matrices. 
| ЕЈЕМРІО 8 | 8 Multiplicación por bloques 
1-12 4 1 4 3 
А 4 5 2 —1 0 
Considere el producto АВ= 
=3|-3 2 1 
-2 35 0 0 1 2 


El lector debe verificar que este producto esté definido. Ahora se realiza una partición de estas 
matrices mediante líneas punteadas. 





-1 | 2 4M 1 41] 3 
2 0| 4 5 2-1 | 0 C | рс | H 
AB - | | == [=== | | 
1 1| -3|-3 2 | 1 E | FAJ | K 
2. 3| 5 0Д о 1] 2 


. Е 1 1 1 А 
Existen otras maneras de formar la partición. En este caso С = E | K= A y así su- 


cesivamente. Si suponemos que todos los productos y las sumas de matrices están definidos, se 
puede multiplicar de manera normal para obtener 


eve y CG+DJ | CH+DK 
в-| | \- к | ВОНИ 
E FAJ К 
EG+FJ | ЕН FK 
Ahora 

1 —13/1 4 -1 5 2 41/-3 2 —6 8 

CG= = А DJ= = 
2 0/2 -1 2 8 4 5 0 1 —12 13 


-7 13 
CG + DJ = А 
—10 21 
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De manera similar 


‚ 13 
El lector debe verificar que CH + DK = MILLE Ja manera que 
—7 13 | 13 
=7 13 13 
CG+DJ | CH+DKY |-10 21 | 20 
—10 21 20 
AB-|----- | ----- =|—— —- | -- |= 
=3 4- =] 
EG+FJ | EH -* FK -3 4 | —1 
=11 =1 =] 
-11 -1 | -1 


Ésta es la misma respuesta que se obtiene si se multiplica 4B directamente. 
Cuando se hace una partición de dos matrices y, al igual que en el ejemplo 8, todos los 
productos de submatrices están definidos, se dice que la partición es conformante. 


| EJEMPLO 9 | Dos matrices que son conmutativas 


Suponga que las matrices A y B son cuadradas y que se hacen particiones confortantes de 

I A I B Я А 
E o |) ур (o | Muestre que С у D son conmutativas. Aquí O denota la matriz 
cero e / es una matriz cuadrada que tiene la propiedad de que AT = ТА = A siempre que estos 
productos estén definidos (vea la página 95). 


T I ANI B P+A4:0 IgA) (1 B+A 
B Solución CD= = , |= 
O IAO I) Lo.1+1.0 O.B*I] LO 1I 


en donde 7? = I: I. Del mismo modo 
pea Жү 4).( P480 mem) (r 4*8 
O IHKO I O-I+I1-0 O-A+T? O 1 


Como В + А = А + В, СР = DC, es decir, las matrices son conmutativas. 

Para poder probar los teoremas 2 y 3 y para estudiar muchas otras partes del material de 
este libro es necesario utilizar la notación de sumatoria. Si el lector no está familiarizado con 
ella, conforme avance en el libro obtendrá suficiente información al respecto. De otra manera 
puede ir directamente a las demostraciones de los teoremas 2 y 3. 
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La NOTACIÓN CON У) 


Una suma se puede escribir? de la siguiente manera, si N= M. 


(1D 





SIGNO DE 


SUMATORIA Р 
IZL— — апе se lee “suma de los términos a, cuando el valor de k va de M a N”. En este contexto У se 


L Ínbice DE La suma llama signo de sumatoria y k se conoce como índice de la suma. 


| EJEMPLO 10 | Interpretación de la notación de sumatoria 


5 
Extienda la suma Xb, 


k=1 


mE Solución Comenzando con k = 1 y terminando con k = 5 se obtiene 


5 
Y b, b +b, +b, b, +b, 


k=1 


| EJEMPLO 11 | Interpretación de la notación de sumatoria 


6 
Extienda la suma Ус. 
k=3 


ЕШ Solución Comenzando con k = 3 y terminando con k = 6 se obtiene 


6 
Ус, =e €, +C, + с, 
k=3 


| EJEMPLO 12 | Interpretación de la notación de sumatoria 


3 
Calcule YE. 


k=-2 
ый Solución En este caso a, = k y kva de -2a3. 


3 
У =(2Y +(-1) * (0 +P 4-2 +32 
k--2 


=4+14+0+14+4+9=19 


Nota. Al igual que en el ejemplo 12, el índice de la sumatoria puede tomar valores enteros 
negativos о cero. 


B — 
2 El matemático suizo Leonhard Euler (1707-1783) fue el primero en usar la letra griega È (sigma) para denotar una suma. 
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| EJEMPLO ' E] Cómo escribir una suma usando la notación de sumatoria 


Escriba la suma S, = 1—2 +3-—4+ 5 — 6 + 7 — 8 usando el signo de sumatoria. 


E Solución Como 1 = (-1}, -2=(-1)- 2, 3=(—1)- 3..., se tiene 


8 
S=»NED"k 
k=1 


| EJEMPLO 14 | Cómo escribir el producto escalar haciendo uso de la notación de sumatoria 


La ecuación (1) para el producto escalar se puede escribir de manera compacta usando la no- 
tación de sumatoria: 


E Solución a-b=ab, +a,b,+--+a,b, = ab, 
¡=1 


La fórmula (4) para la componente ij del producto АВ se puede escribir 


c,=4,b,,+4,b,, ++ aub =, (12) 


1717 in nj 





La notación de sumatoria tiene propiedades ütiles. Por ejemplo, 


n 

У ca, = Ca, + са, + са, +... + са 
п 

k=1 


—c(a +a, +а +: +а ) = с» а 
1 2 3 n k 


k=1 


A continuación se resumen éste y otros hechos. 


Hechos sobre la notación de sumatoria 


Sean {а} y tb, y dos sucesiones reales y c un número real. Entonces 


N 
У, ca, 
k=M 
N N N 
У (a, +b,)= p an 20 
k=M k=M k=M 


>, (а -b)- Xa - У, k 


k=M 


k=M k=M 





Las pruebas de estos hechos se dejan como ejercicios (vea los problemas 104 a 106). 
Ahora se usará la notación de sumatoria para probar la ley asociativa y la ley distributiva. 


70 CAPÍTULO 1 Sistemas de ecuaciones lineales y matrices 


Ley asociativa 


DEMOSTRACIÓN Como A es de n X my B es de m X p, AB es de n X p. Entonces (AB)C =(n X p) X (p X q) es 
DE LOS TEOREMAS una matriz de n х q. De manera similar, BC es de m X q y A(BC) es de n X q de manera que 
2Y3 (AB)C y A(BC) son ambas del mismo tamaño. Debe demostrarse que la componente ijde 


= 


(АВ)С es igual a la componente ij де A(BC). Si se define D = (4) = AB, entonces 


de (12) 
d, = y аб, 
k=1 


La componente ij de (4B)C = DC es 
Ahora se define E = (e;) — BC. Entonces 


y la componente ij de A(BC) = AE es 


m p 
Y UG y D © b, Ci 


k=1 1=1 


Así, la componente ij de (4B)C es igual a la componente ij de A(BC). Esto demuestra 
la ley asociativa. 


Leyes distributivas 


Se demuestra la primera ley distributiva [ecuación (7)]. La demostración de la segunda 
[ecuación (8)] es idéntica y por lo mismo se omite. Sea А una matriz de n X m y sean B 
y C matrices de m X p. La componente kj de B + C es Ds + cy y la componente ij de 
A(B + C) es 


de (12) 


|. 


Уа, iUe ics ab, аР Уа c, = componente ij de (AB más la componente ij de AC 
y esto demuestra la ecuación (7). 


SEMBLANZA DE... 


Arthur Cayley y el álgebra de matrices 


Arthur Cayley (1821-1895), un matemático inglés, desarrolló en 
1857 el álgebra de matrices, es decir, las reglas que ilustran la for- 
ma en la cual se suman y multiplican las matrices. Cayley nació en 
Richmond, en Surrey (cerca de Londres) y fue educado en el Trini- 
ty College, Cambridge, donde se graduó en 1842. Ese mismo año 
obtuvo el primer lugar en la difícil prueba para el premio Smith. 
Durante varios años estudió y ejerció la carrera de leyes, pero 
nunca dejó que su práctica en la abogacía interfiriera con su tra- 
bajo en las matemáticas. Siendo estudiante de la comisión viajó 
a Dublín y asistió a las conferencias de Hamilton sobre cuaternio- 
nes. Cuando se estableció la cátedra Sadlerian en Cambridge en 
1863, le ofrecieron el puesto a Cayley y él lo aceptó, renunciando 
a un lucrativo futuro como abogado a cambio de la modesta re- 
muneración de la vida académica. Pero fue entonces que pudo 
dedicar todo su tiempo a las matemáticas. 

Cayley está clasificado como el tercer matemático más prolí- 
fico en la historia; lo sobrepasan sólo Euler y Cauchy. Comenzó a 
publicar siendo todavía estudiante de la Universidad en Cambrid- 
ge. Durante sus años de abogado publicó entre 200 y 300 artícu- 
los y continuó su copioso trabajo a lo largo de toda su vida. La co- 
lección masiva Collected Mathematical Papers de Cayley contiene 
966 artículos y consta de 13 grandes volúmenes con un prome- 
dio de 600 páginas por cada uno. Es casi imposible hallar un área 
dentro de las matemáticas puras que Cayley no haya estudiado y 
enriquecido. 

Además de desarrollar la teoría de matrices, Cayley fue pio- 
nero en sus contribuciones a la geometría analítica, la teoría de 
determinantes, la geometría de n dimensiones, la teoría de cur- 
vas y superficies, el estudio de formas binarias, la teoría de fun- 
ciones elípticas y el desarrollo de la teoría de invariantes. 

El estilo matemático de Cayley refleja su formación legal ya 
que sus artículos son severos, directos, metódicos y claros. Poseía 
una memoria fenomenal y parecía nunca olvidar nada que hu- 
biera visto o leído alguna vez. Tenía además un temperamento 
singularmente sereno, calmado y amable. Se le llamaba "el mate- 
mático de los matemáticos”. 

Cayley desarrolló un interés poco común por la lectura de 
novelas. Las leía mientras viajaba, mientras esperaba que una 
junta comenzara y en cualquier momento que considerara opor- 
tuno. Durante su vida leyó miles de novelas, no sólo en inglés, 
sino también en griego, francés, alemán e italiano. Disfrutaba 
mucho pintar, en especial con acuarela y mostraba un marcado 
talento como especialista de esta técnica. También era un estu- 
diante apasionado de la botánica y la naturaleza en general. 

Cayley era, en el verdadero sentido de la tradición in- 
glesa, un alpinista amateur e hizo viajes frecuentes al conti- 





nente para realizar caminatas y escalar montañas. Cuenta la 
historia que decía que la razón por la que se unió al alpinismo 
fue que, aunque sentía que el ascenso era arduo y cansado, la 
gloriosa sensación de goce que lograba cuando conquistaba una 
cima era como el que experimentaba cuando resolvía un proble- 
ma difícil de matemáticas o cuando completaba una teoría ma- 
temática intrincada. 

Las matrices surgieron con Cayley, relacionadas con las 
transformaciones lineales del tipo 


X — ax + by (17) 





у= сх + dy 


donde a, b, c, d son números reales, y donde puede pensarse que 
son funciones que convierten al vector (x, y) en el vector (x; y). 
Las transformaciones se estudiarán con detalle en el capítulo 5. 
Aquí se observa que la transformación (17) está completamente 
determinada por los cuatro coeficientes a, b, c, d y por lo tanto 
puede simbolizarse por el arreglo matricial cuadrado 


a b 
© al 
al que se ha dado el nombre de matriz 2 X 2. Como dos trans- 


formaciones del tipo de (17) son idénticas si y sólo si tienen los 
mismos coeficientes, Cayley definió que dos matrices 


a b e f 
€ d g h 








eran iguales si y sólo sia=e,b=f,c=gyd=h. 
Ahora suponga que la transformación (17) va seguida de la 
transformación 


X" — ех + fy! (18) 


у” = GX hy 
Entonces 


и 


x” = e(ax + by) +f(cx + dy) = (ea + fc)x + (eb + fd)y 

















y" = g(ax + by) +h(cx + dy) = (ga + hox + (gb + hd)y 
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Esto llevó a Cayley a la siguiente definición para el producto que es, por supuesto, un caso especial de la definición general del 


de dos matrices: 


КУ 


Problemas 1.6 


producto de matrices que se dio en la página 60. 
Es interesante recalcar cómo, en matemáticas, observacio- 
ear fe eb+ Ја nes muy sencillas pueden llevar a definiciones y teoremas impor- 
ga+hc gb+hd tantes. 


AUTOEVALUACIÓN 


¿De las siguientes afirmaciones, cuál es cierta para la multiplicación de las matrices 
А у В? 


а) Se puede realizar sólo 51 4 y В son matrices cuadradas. 
b) Cada elemento c; es el producto de a, y b, 
c) AB — BA. 


d) Se puede realizar sólo si el número de columnas de A es igual al número de ren- 
glones de B. 


. ¿Cuál de los siguientes sería el tamaño de la matriz producto A B si se multiplica la matriz 


A de 2 X 4 por la matriz B de4 x 3? 
а) 2x3 b)3x2 с4х4 


4) Este producto no se puede calcular. 


Indique cuál de los siguientes enunciados es correcto para las matrices 4 y Bsi AB es un 
vector columna. 


a) Bes un vector columna. 
b) A es un vector renglón. 
c) A y B son matrices cuadradas. 


d) El número de renglones de А debe ser igual al número de columnas de B. 


¿Cuál de las siguientes afirmaciones sobre el producto АВ es cierta si А es una matriz de 
4x5 


a) B debe tener cuatro renglones y el resultado tendrá cinco columnas. 
b) B debe tener cinco columnas y el resultado será una matriz cuadrada. 
c) B debe tener cuatro columnas y el resultado tendrá cinco renglones. 


d) B debe tener cinco renglones y el resultado tendrá cuatro renglones. 


En los problemas 1 a 8 calcule el producto escalar de los dos vectores. 


1. 


21 (з 
31:10 2. (1,2, -1,0) (3, -7, 4, -2) 
—5)\4 


5 3 
3. (7,4); (1, —4) 4. GIL 
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5. (8, 3, 15 (7, —4, 3) 6. (a, Б); (c, d) 
Xx py 

7. |у |2 8. (—1,—3,4,5);(—1,—3,4, 5) 
2 X 


9. Sea a un n-vector. Pruebe que a ·а > 0. 


10. Encuentre las condiciones sobre un vector a tales que a * a = 0. 


1 0 4 
En los problemas 11 а 17 realice las operaciones indicadas con a =| —2 |, b =| —3 |y e=] —1 |. 
4 =7 5 
11. (2a): (3b) 12. (a+b):e 13. a:(b+c) 
14. c: (a—b) 15. (2b): (3e — 5a) 16. (a — с) · (3b — 4a) 


17. (3b — 4a) · (4c + 2b — a) 


En los problemas 18 a 34 realice los cálculos indicados. 


«(ug 0339 жер 











3—11 16 
21. E JE 2) 2$. e ЗЕ 64| B ` 04 
lo 12 -2 3 
16 
3 -4 6\/ 1 
А. | 94], 11 25. |1 4 2 [0 1 26. 
2-35 30 423 1 2 54-2 
-2 3 
3-6 
14 62-35 2-3 5\( 146 2 4 
27. |-23 5|1 06 2. 1 06|-235| 2 (1402| | o 
104/42 31 
0 2 31/4 104 P 
1 
z 3-2 1\1 00 100113 —2 1 
ДЕ JE эт, |4 06|$515 32. lo1ol4 06 
> 5 194001 001/5 19 
5 -1 -2 0 0 1 Во | 
33. |-1 3 2]|0 10| 34. ient donde a, b, c, d, e, f, g, ^. j, 
; son números reales. 
1 1 -510 0 gh 2001 


35. Encuentre una matriz A=| % 2 | tal que 4/2 3|=|1 0] 
c d 12 
36. Sea 4 = E е) encuentre un vector no nulo 5 = | " | tal que Ab = 6b. 
= y 


37. Encuentre B tal que АВ = C. Si А = у yc-($ | 
=1 20 1 3 5 
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38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


Sea А= | : 0 | determine el valor de о para el cual А es una raíz del polinomio 
а 


f(x) = x? — 25. 


Si A= E ] yB= 6 2 encuentre las condiciones para a, b, c y d tal que AB — BA. 
C 


Sean 4-(2 al ya=[? 2 ) pruebe que 4? + B? = (4 + В) 


Е п =]. 
Demuestre que E 1 | = k na | 
0 а 0 а" 


Una matriz А de n x n tal que А? = Г se llama involutiva. Pruebe que la siguiente matriz 
es involutiva: 


0 1 -I 
А=|4 -3 4 
3 -3 4 


Dada la siguiente matriz pruebe que 4? = A: 


-1 3 5 
А= 1 =3 =31l: 
-1 3 5 
Sean а, а|„ а„ y A, números reales dados tales que a,,a,, — аа, 7 0. 


Encuentre los números 5,, b,,, b,, y b,, tales que Ca а, |5, 5s -(: o) 
и а b, b, 0 1 


21 5 


Verifique la ley asociativa para la multiplicación de las matrices А = k E | 
1 16 
B-2-12| y C=|-2 4|. 
3-20 0 5 


De la misma forma que en el ejemplo 6 suponga que un grupo de personas ha contraído 
una enfermedad contagiosa. Estas personas tienen contacto con un segundo grupo que, a 


1010 
su vez, tiene contacto con un tercer grupo. Si 4=|0 1 1 0 representa los contactos 
10.01 
10100 
: . : 00010 
entre el grupo contagioso y los miembros del grupo 2, y si B = DEEE representa 
00 101 


E 


VECTORES 


ORTOGONALES 
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los contactos entre los grupos 2 y 3, 4) ¿Cuántas personas hay en cada grupo? В) Encuen- 
tre la matriz de contactos indirectos entre los grupos 1 y 3. 


47. Conteste las preguntas del problema 46 para 4 = p | : | | У 


1000001 
0101000 
B=|1 1001 1 1 
0001 101 
0100000 


Se dice que dos vectores a y b son ortogonales si a - b = 0. En los problemas 48 a 53 determine 
cuáles pares de vectores son ortogonales.'? 


30 «Be + 
48. А 49. Н 50. 41:13 
—3 2 —3 2 

=7\2 

а\|0 

1 1 01 [а 

51. (1, 0, 1, 0); (0, 1, 0, 1) 52. |25|-2 53. |b 50 

1 Olje 

cj \0 


54. Determine el número a tal que (1,—2, 3, 5) es ortogonal a (—4, о, 6, — 1). 


1 4 


f Р -a 
55. Determine todos los números a y B tales que los vectores » y 2 son ortogonales. 


56. Demuestre el teorema 1 usando la definición de producto escalar. 


57. Un fabricante de joyería de diseño tiene órdenes por dos anillos, tres pares de aretes, cinco 
prendedores y un collar. El fabricante estima que le llevará 1 hora de mano de obra hacer 
un anillo, 1^ horas hacer un par de aretes, Y. hora para un prendedor y 2 horas para un 
collar. 


a) Exprese las órdenes del fabricante como un vector renglón. 


b) Exprese los requerimientos en horas para los distintos tipos de Joyas como un vector 
columna. 


c) Utilice el producto escalar para calcular el nümero total de horas que requerirá para 
terminar las órdenes. 


58. Un turista regresó de un viaje por América del Sur con divisa extranjera de las siguientes 
denominaciones: 1 000 pesos argentinos, 20 reales del Brasil, 100 pesos colombianos, 5 000 


п 
10 Los vectores ortogonales se manejarán extensamente en los capítulos 3 y 4. 
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59. 


60. 


pesos chilenos y 50 colones de Costa Rica. En dólares, un peso argentino valía $0.3174, los 
reales brasileños $0.4962, los pesos colombianos $0.000471, los pesos chilenos $0.00191 y 
los colones $0.001928. 


a) Exprese la cantidad de cada tipo de moneda por medio de un vector renglón. 
b) Exprese el valor de cada tipo de moneda en dólares por medio de un vector columna. 


c) Utilice el producto escalar para calcular cuántos dólares valía el dinero extranjero del 
turista. 


Una compañía paga un salario a sus ejecutivos y les da un porcentaje de sus acciones como 
un bono anual. El año pasado el presidente de la compañía recibió $80 000 y 50 acciones, 
se pagó a cada uno de los vicepresidentes $45 000 у 20 acciones y el tesorero recibió $40 000 
y 10 acciones. 


a) Exprese los pagos a los ejecutivos en dinero y acciones como una matriz de 2 X 3. 
b) Exprese el número de ejecutivos de cada nivel como un vector columna. 


c) Utilice la multiplicación de matrices para calcular la cantidad total de dinero y el núme- 
ro total de acciones que pagó la compañía a los ejecutivos el año pasado. 


La siguiente tabla contiene ventas, utilidades brutas por unidad y los impuestos por unidad 
sobre las ventas de una compañía grande: 


Producto 





Mes Artículo 


Artículo vendido Utilidad unitaria Impuestos unitarios 
1 II Ш (en cientos de dólares) | (en cientos de dólares) 








Enero 4 
Febrero 6 1 9 TI 275 D 
Marzo 5 
Abril 8 


p 20 I 25 I 


3 12 III 15 0.6 




















61. 


62. 


63. 


Elabore una matriz que muestre las utilidades у los impuestos totales para cada mes. 


Sea A una matriz cuadrada. Entonces 4? se define simplemente como 44. Calcule 
2 =| 
4 6) 
1. —2. 4 


Calcule 4? si 4=| 2 0 31. 
1 1 5 


—1 2 
Calcule 0 4=| 3 | 


64. 


65. 


66. 


67. 


*68. 
**69, 


70. 
*71. 
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Calcule 4?, 4°, 4* y 45 donde 
0100 
42 0.0 10 
0.00 1 
0000 
Calcule 4?, 4°, 4* y 45 donde 
01 000 
001 00 
А=|0 0 0 1 0 
0000 I 
00000 


Una matriz А de п X n tiene la propiedad de que AB es la matriz cero para cualquier matriz 
B de n X n. Pruebe que A es la matriz cero. 


Una matriz de probabilidades es una matriz cuadrada que tiene dos propiedades: i) todos 
sus elementos son no negativos (> 0) y ii) la suma de los elementos en cada renglón es 1. 
Las siguientes matrices son matrices de probabilidades: 





£ 2 d її 2 
3 3 3 6 6 3 
Р=|т 3 411 2-0 1 0 
0 0 1 Ta 


Pruebe que PO es una matriz de probabilidades. 
Sea P una matriz de probabilidades. Pruebe que P? es una matriz de probabilidades. 


Sean P y O dos matrices de probabilidades del mismo tamaño. Pruebe que PO es una ma- 
triz de probabilidades. 


Pruebe la fórmula (6) usando la ley asociativa [ecuación (5)]. 


Se puede organizar un torneo de tenis de la siguiente manera. Cada uno de los п tenistas 
juega contra todos los demás y se registran los resultados en una matriz R de n X n de la 
siguiente forma: 


1 si el tenista і le gana al tenista j 
R,—40 si el tenista pierde contra el tenista j 


0 sii-j 


Después se asigna al tenista i la calificación 


N 1 N 
5= Ук + A" 
j=1 


gal 


11 (R2jj es la componente ij de la matriz А. 
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a) Para un torneo entre cuatro tenistas 


—— c c 
о о о н 
— о н о 
оо н © 


Clasifique а los tenistas según sus calificaciones. 
b) Interprete el significado de la calificación. 


72. Sea O una matriz сего de m X n y sea A una matriz de n X p. Demuestre que OA = O, 
donde O, es la matriz cero de m X p. 


73. Verifique la ley distributiva [ecuación (7)] para las matrices 


2 7 =1 2 
1 2 4 
а; i s] B=|-1 4 С=| 3 7 |. 
6 0 


En los problemas 74 a 78 multiplique las matrices usando los bloques indicados. 




















1 4 1 
2 3 1 5 
0 1 —4 : : 
74. == == 75. | 6 (3: 7 11: 5) 
2 3 == 
3 1 6 4 
1 5 2 
1 0 —1 2 4 1 
2 1 —3 4 3 0 —2 
76. 
—2 1 4 6 2 1 —1 
0 2 3 5 —2 —4 1 
1 0 0 e f 0 
0 0 g h 0 
77. = 
0 0 а b 0 1 0 
0 0 c d 0 0 
—1 1 4 
1 0 2 3 
0 4 —3 
0 5 2 6 FILE 
78. — 
0 0 
0 —1 2 4 
0 1 0 
0 2 1 3 
0 0 1 


I О\ 2. o. 
79. Sea A= | 4 . Si se hace una partición conformante de А y B demuestre 


Or acid 
1) 7 4D 


que А y B conmutan. Para esto / está definida en el ejemplo 9. 
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En los problemas 80 a 89 evalúe las sumas dadas. 


3 6 3 
80. Y2k 81. Ур 82. M1 83. )5n 
і=1 к=0 








k=1 n=1 
ва. Уз 8s. YA a вт. J 
aU ` 21+ ` E т+10 эуез 


e з 4 | 
ss XY s. 2207 


En los problemas 90 a 103 escriba cada suma haciendo uso de la notación de sumatoria. 


90. 1+2+4+8+16 





91. 1-3+9-27+81- 243 


e 551. m 
3 4 5 6 7 8 n-cl 





93. 142: +3 +41 £55 Fm 


94. ]c- x) + x$ + y? + y? + xP + х Lx) 








# x x 
95. —х+ | 

3 5! 7! 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 
96. 1+ = + з TT г Е 7 = + S 


97. 1.34-3.5-5.7 47.99.11 11-134 13-15 415-17 

98. 2.4 - 36-4 .8-5 10-6 .12- 7 .14 

99, a, та, +а, taj +а,, +а,, 

100. да ta, ta, ta, ta, ta, 

101. a, *a,ta,-ta,-ta,-ta,-ta,-ta,-ta,cta,ta,-ta, 
102. a,b ta, b. T aha b, + аЬ 


103. a,b с. +а, b.c, + a, b.c, + a, b.c 


21 11 15 21712725 21713735 21714745 


+ ас; + ас; + db C, m Gb, Cas 


* а„б,с,; + abc; + a,b. C. m ас, 


104. Pruebe la fórmula (14) extendiendo los términos de 


N 
У (a, * b) 
k=M 
105. Pruebe la fórmula (15) 


N N 
[Sugerencia: Utilice (13) para demostrar que x (ue y a,. Luego use (14).] 
k-M k-M 


106. Pruebe la fórmula (16). 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


. d ll. a) Ш. a) IV. 4) 
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MANEJO DE LA CALCULADORA 


La multiplicación de matrices de dimensiones compatibles es transparente al usuario, 
únicamente hay que tener a las matrices en la pila y oprimir la tecla de la multiplicación, 


E ES 
Е 
a oprimir es la siguiente (observación: se considera que se esta utilizando el modo RPN 
de la calculadora) 


Ё А А Р А E 4 А 
por ejemplo, si se quiere multiplicar las matrices j la secuencia de teclas 








Cop) d me y CD (б) 5С [ > (суй 





SPC 2 ENTER 





СЕ) Ш Са) ULL. C82 G3) GE) 0 Co E ШШЕ 


En los problemas 107 a 109 utilice la calculadora para obtener cada producto. 








1.23 4.69 521 9.61 —2.30 
107. |—1.08 —3.96 8.57 || -8.06 0.69 
629 S3 A2 267 =523 
125 216 41 
о i н 73 
383 516 237 
108. (ооо s55 supo ^5 
49 67 
403 237 506 
0.071 0.068 
23.2 563 196 —314 
0.051 —0.023 
109. |189 —96 174 512 UU 
308 —179 —144 28.6 Í j 
0.053 0.065 
110. En el problema 69 se le pidió que demostrara que el producto de dos matrices de 
probabilidades es una matriz de probabilidades. Sea 
0.23 0.16 0.57 0.04 0.112 0.304 0.081 0.503 
p= 0.15 0.09 0.34 0.42 J= 0.263 0.015 0.629 0.093 
0.66 0.22 0.11 0.01 4 0.402 0.168 0.039 0.391 
0.07 0.51 0.20 0.22 0.355 0.409 0.006 0.230 
a) Muestre que Ру О son matrices de probabilidades. 
b) Calcule PO y muestre que es una matriz de probabilidades. 
l 3 
111. Sea a-k; | Calcule 42, 4°, 4, 4% y 4100 


[Sugerencia: Utilice la tecla para el cálculo de la potencia de la matriz, la 
sintaxis es la base, en este caso la matriz, seguida de después el exponente 


seguido de e 
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G d y 
112. Sea 4=|0 b z|. Con base en los cálculos del problema 111 deduzca la for- 
00 e 
ma de las componentes de la diagonal 4”. Aquí, x, y y z denotan números reales. 


ES] MATLAB 1.6 


Información de MATLAB 


Una matriz producto AB se forma mediante A*B. 

Una potencia entera de una matriz, A", se encuentra con A^n, donde л tiene un valor asig- 
nado previamente. 

Se repiten algunos comandos básicos para generar matrices aleatorias; para una matriz 
aleatoria de n X m con elementos entre —c y с, A—c*(2*rand(n,m)— 1); para una matriz aleato- 
па de n X m con elementos enteros entre —c y c, B= round(c*(2*rand(n,m) – 1)). Para generar 
matrices con elementos complejos se generan А y B como se acaba de indicar y se hace C = A 
t i*B. Si un problema pide que se generen matrices aleatorias con ciertos elementos, genere 
matrices tanto reales como complejas. 


1. Introduzca cualesquiera dos matrices 4 de 3 X 4 y B de 4 X 2. Encuentre A*B y B*A. Co- 
mente acerca de los resultados. 


2. Genere dos matrices aleatorias, A y B, con elementos entre —10 y 10. Encuentre AB y BA. 
Repita el proceso para, cuando menos, siete pares de matrices 4 y B. ¿Cuántos pares satis- 
facen AB = BA? ¿Qué puede concluir sobre la posibilidad de que AB — BA? 


3. Introduzca las matrices A, b, x y z siguientes. 


2 9 —23 0 34 —5 2 
0 4 -12 4 24 1 

А= b= x= E z= i 
75 —1 1 15 2 1 
7 8 —10 4 33 2 0 


a) Muestre que Ax = b y 4z =0. 


b) Con base en sus conocimientos de la manipulación algebraica normal y usando los re- 
sultados del inciso a) ¿qué podría decir que sería igual A(x + sz), donde s es cualquier 
escalar? Pruebe calculando A(x + sz) para al menos cinco escalares s diferentes. 


4. a) Genere dos matrices aleatorias con elementos enteros, 4 y B tales que el producto 4B 
esté definido. Modifique B de manera que tenga dos columnas iguales. (Por ejemplo, 
В(:,2) = B(:,3).) 


b) Encuentre AB y vea sus columnas. ¿Qué puede decir sobre las columnas de AB si B tiene 
dos columnas iguales? 


c) Pruebe su conclusión repitiendo las instrucciones anteriores para otros tres pares de 
matrices A y B (no elija sólo matrices cuadradas). 


d) (Lápiz y papel) Pruebe su conclusión haciendo uso de la definición de multiplicación de 
matrices. 
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5. Genere una matriz aleatoria А de 5 X 6 con elementos entre —10 y 10 y genere un vector 
aleatorio x de 6 X 1 con elementos entre —10 y 10. Encuentre 


А*х—(х(1)*А(:)+ --- -x(m)*A(:,m)). 


Repita el proceso para otros pares de А y x. ¿Qué relación tiene esto con la expresión (10) 
de esta sección? 


b 
6. a) Sea A= [ | Suponga que В= Ñ E | 
c d X, X 


3 4 
Establezca el sistema de ecuaciones, con incógnitas x, a x,, que surge al hacer AB — BA. 


Verifique que el sistema sea homogéneo con matriz de coeficientes 


0 —c b 0 


R= —b a-d 0 b 


] =i . . 
b) Рага А = [ A es necesario encontrar una matriz B tal que АВ = BA. 


i. Introduzca la matriz К anterior y obtenga x, х„ x, y x, del sistema homogéneo con 
matriz de coeficientes R. Explique por qué hay un número infinito de soluciones con 
un valor arbitrario para una variable. 


ii. Encuentre rat(rref(R)) y utilice esto para elegir un valor para la variable arbitraria 
de manera que x,sea un entero. Puede utilizar el comando format rat en la ventana 
de comandos de MATLAB seguido de rref(R). 


| que resulta y verifique que АВ = BA. 


"T : X х, 
iii. Introduzca la matriz В = 
X 


X, 0X, 


iv. Repita iii) para otra elección de la variable arbitraria. 


З 2 1 2 
c) Repita el proceso anterior para A — : | 


d) Repita el proceso anterior para una matriz А de 2 X 2 de su elección. 


7. Genere un par de matrices aleatorias, 4 y B de 2 X 2 con elementos entre —10 y 10. En- 
cuentre С = (А + B y D = 4? + 2AB + В?. Compare C y D (encuentre C — D). Genere 
dos pares más de matrices de 2 X 2 y repita lo anterior. Introduzca un par de matrices, 4 
y B, generadas con MATLAB en el problema 6 b) de esta sección y encuentre C — como 
antes. Introduzca el par de matrices, 4 y B, generadas con MATLAB en el problema 6 c) 
de esta sección y encuentre C — D. Con esta evidencia, ¿cuál es su conclusión acerca de la 
afirmación (4 + BY — 4? + 24B + B?? Pruebe su conclusión. 


8. a) Introduzca A = round(10*(2*rand(6,5)—1)). Dé E = [1 0 0 0 0 0] y encuentre E*A. 
Sea E = [0 0 1 0 0 0] y encuentre E*A. Describa cómo se compone EA de partes de 
A y la manera en que esto depende de la posición de los elementos iguales a 1 en la 
matriz E. 


b) Sea E = [2 0 0 0 0 0]; encuentre ЕА. Sea E = [0 0 2 0 0 0]; encuentre E*A. Des- 
criba cómo se compone EA de partes de A y la manera en que esto depende de la posi- 
ción del elemento 2 en la matriz Е. 


10. 
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c) 1. SeaE=[1 0 1 0 0 0] y encuentre E*A. Describa cómo se compone EA de partes 
de А y la manera en que la relación depende de la posición de los elementos 1 en 
la matriz E. 


ii. Sea E = [2 0 1 0 0 0] y encuentre ЕА. Describa cómo se compone EA de par- 
tes de A y la manera en que la relación depende de la posición de los elementos 
distintos de cero en la matriz E. 


d) Asuma que А es una matriz de n X m y Ees de 1 X n, donde el k-ésimo elemento de E 
es igual a algún número p. De a) y b) formule una conclusión sobre la relación entre А y 
EA. Pruebe su conclusión generando una matriz aleatoria A (para alguna elección de n 
y т), formando dos matrices Е diferentes (para alguna elección de k y p), y encontrando 
EA para cada E. Repita esto para otra matriz А. 


e) Suponga que А es una matriz de n X m y E es de 1 X n, donde el k-ésimo elemento de 
E es igual a algún número p y el j-ésimo elemento de £ es igual a algún número q. Del 
inciso c) formule una conclusión sobre la relación entre 4 y EA. Pruebe su conclusión 
generando una matriz aleatoria А, formando dos matrices diferentes E de la forma des- 
crita y encontrando EA para cada E. Repita lo anterior para otra matriz A. 


f) Suponga que A es de n X m y Fes de m X 1, donde el k-ésimo elemento de F es igual 
a algún número p y el j-ésimo elemento de F es igual a algún número q. Considere AF. 
Realice un experimento como el anterior para determinar una conclusión sobre la rela- 
ción entre AF y A. 


. Matriz triangular superior 


a) Sean A y B cualesquiera dos matrices aleatorias de 3 X 3. Sea UA = triu(A) y UB = 
triu(B). El comando triu (doc triu) forma matrices triangulares superiores. Encuentre 
UA*UB. ¿Qué propiedad tiene el producto? Repita para otros tres pares de matrices 
aleatorias de n X n, haciendo uso de diferentes valores de л. 


b) (Lápiz y papel) A partir de sus observaciones escriba una conclusión acerca del produc- 
to de dos matrices triangulares superiores. Pruebe su conclusión usando la definición de 
multiplicación de matrices. 


c) ¿Cuál sería su conclusión acerca del producto de dos matrices triangulares inferiores? 
Pruebe su conclusión para al menos tres pares de matrices triangulares inferiores. [Suge- 
rencia: Use tril(A) y tril(B) para generar matrices triangulares inferiores a partir de las 
matrices aleatorias A y B (doc tril).] 


Matrices nilpotentes 


Se dice que una matriz A diferente de cero es nilpotente si existe un entero k tal que 4“ = 0. 
El índice de nilpotencia se define como el entero más pequeño para el que А“ = 0. 


a) Genere una matriz aleatoria de 5 X 5. Sea B=triu(A,1), ¿qué forma tiene B? Compare 
B?, В?, etcétera; demuestre que B es nilpotente y encuentre su índice de nilpotencia. 


b) Repita las instrucciones del inciso a) para B=triu(A,2). 
c) Genere una matriz aleatoria А de 7 X 7. Repita los incisos a) y b) usando esta А. 


d) Con base en la experiencia adquirida en las partes a), b) y c) (y más investigación sobre 
el comando B=triu(A,j), donde j es un entero), genere una matriz C de 6 X 6 que sea 
nilpotente con un índice de nilpotencia igual a 3. 
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11. 


12. 


13. 


14. 


Matrices por bloques 
Ь +Ь + bh 

Si A= : yB= e f , entonces AB = эл. е 

cod g h ce+dg cf dh 
Explique cuándo este patrón es cierto si а, Б, ..., h, son matrices en lugar de números. 
Genere ocho matrices de 2 X 2, А, В, С, Р, E, F, G y Н. Encuentre AA = [A B; C D] y BB 
[E F; G H]. Encuentre AA*BB y compárela con K = [A*E+B*G A*F+B*H; C*E+D*G 
C*F+D*H] (es decir, encuentre AA*BB — K). Repita para otros dos conjuntos de matri- 
ces, A, B,...,H. 
Producto exterior 
Genere una matriz aleatoria А de 3 X 4 y una matriz aleatoria В de 4 X 5. Calcule 


(col 1 A)(row 1 В) + (col 2 A)(row 2 В) +... + (со! 4 A)(row 4 B) 


y etiquete esta expresión como D. Encuentre D — AB. Describa la relación entre D y AB. 
Repita esto para una matriz aleatoria А de tamaño 5 X 5 y una matriz aleatoria B de tama- 
fio 5 X 6 (en este caso la suma para calcular D implica la suma de cinco productos). 


Matrices de contacto 


Considere cuatro grupos de personas: el grupo 1 está compuesto de 41, 42 y 43, el grupo 
2 está compuesto de 5 personas, de Bl a B5; el grupo 3 consta de 8 personas, de Cl a C8; y 
el grupo 4 de 10 personas, Dl a D10. 


a) Dada la siguiente información introduzca las tres matrices de contacto directo (vea en 
el problema 2 de MATLAB de la sección 1.5 una manera eficiente de introducir estas 
matrices). 


Contactos: 


(41 соп ВІ, B2) (42con B2, B3) (43 con Bl, B4, B5) 
(B1 con C1, C3, C5) (B2con C3, C4, C7) 
(ВЗ con Cl, C5, Сб, C8) (В4 соп C8) (В5 соп C$, Сб, C7) 
(C1 con D1, D2, D3) (C2con D3, D4, D6) (C3 con D8, D9, D10) 
(СА con D4, DS, D7) (C5 соп Dl, DA, рб, D8) (C6 con D2, D4) 
(C7 con D1, D5, D9) (C8 con D1, D2, D4, D6, D7, D9, D10) 
b) Encuentre la matriz de contacto indirecto para los contactos del grupo 1 con el grupo 4. 


¿Cuáles elementos son cero? ¿Qué significa esto? Interprete el elemento (1, 5) y el (2, 4) de 
esta matriz de contacto indirecto. 


c) ¿Cuál de las personas del grupo 4 tiene más contactos indirectos con el grupo 1? ¿Qué 
persona tiene menos contactos? ¿Qué persona del grupo 1 es la “más peligrosa” (por 
contagiar la enfermedad) para las personas del grupo 4? ¿Por qué? 


[Sugerencia: Existe una manera de usar la multiplicación de matrices para calcular las su- 
mas de renglón y columna. Utilice los vectores d = ones(10,1) y e = ones(1,3). Aquí el 
comando ones(n,m) produce una matriz de tamaño n X m, en donde todos los elementos 
son iguales a 1 (doc ones).] 


Cadena de Markov 


Una empresa que realiza estudios de mercado está estudiando los patrones de compra para 
tres productos que son competidores entre sí. La empresa ha determinado el porcentaje de 
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residentes de casas que cambiarían de un producto a otro después de un mes (suponga que 
cada residente compra uno de los tres productos y que los porcentajes no cambian de un 
mes a otro). Esta información se presenta en forma de matriz: 


Py = porcentaje que cambia del producto j al producto i 
8 2 .05 

P=|.05 .75 .05 | Ре Пата matriz de transición. 
J5 .05 .9 


Por ejemplo, P,, = .2 significa que el 20% de los residentes que compran el producto 2 
cambia al producto 1 después de un mes y P,, = .75 significa que 75% de los residentes que 
compraban el producto 2 continúa comprándolo después de un mes. Suponga que existe 
un total de 30 000 residentes. 


a) (Lápiz y papel) Interprete los otros elementos de P. 


b) Sea x una matriz de 3 X 1, donde х, = el número de residentes que compran el producto 
К. ¿Cuál es la interpretación de Рх? ¿Y de Рх = P(Px)? 


c) Suponga inicialmente que 
10 000 


х —|10000 
10 000 


Encuentre P"x para n = 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45 y 50. Describa el comportamiento 
de los vectores P"x conforme 7 crece. ¿Qué interpretación se le puede dar a esto? 


d) Suponga inicialmente que 


x = | 30 000 


Repita las instrucciones anteriores. Compare los resultados de с) y d). 


e) Elija su propio vector inicial para x, en donde las componentes de x sumen 30000. Re- 
pita las instrucciones y haga una comparación con los resultados anteriores. 


f) Calcule P" y 30 0007” para los valores de n dados antes. ¿Qué observa sobre las colum- 
nas de P"? ¿Cuál es la relación de las columnas de 30 000 P" y los resultados anteriores 
de este problema? 


g) Tomemos el caso de una agencia de renta de automóviles que tiene tres oficinas. Un auto 
rentado en una oficina puede ser devuelto en cualquiera de ellas. Suponga que 


8 d 1 
P=|.05 .75 .1 
15 15 .8 


es una matriz de transición tal que Р = porcentaje de autos rentados en la oficina j y 
devueltos en la oficina i después de un periodo. Suponga que se tiene un total de 1000 
automóviles. De acuerdo con sus observaciones en los incisos anteriores de este proble- 
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ma, encuentre la distribución a largo plazo de los autos, es decir, el número de autos 
que habrá a la larga en cada oficina. ¿Cómo puede usar esta información una oficina de 
renta de automóviles? 


15. Matriz de población 


PROBLEMA Una población de peces está dividida en cinco grupos de edades distintas en donde el 
L PROYECTO grupo 1 representa a los pequeños y el grupo 5 a los de mayor edad. La matriz siguiente 
representa las tasas de nacimiento y supervivencia: 


л 
I 

© © о ъъ o 

Ф о л у о 

© ол Юю o м 

od © o м 

шо о о о 


5,, = número de peces que nacen por cada pez en el grupo j en un año 
5, = número de peces en el grupo j que sobrevive y pasa al grupo i, donde ¡> 1 


Por ejemplo, s,, = 2 dice que cada pez del grupo 3 tiene 2 bebés en un año y s,, = .4 dice 
que el 40% de los peces en el grupo 1 sobrevive al grupo 2 un año después. 


a) (Lápiz y papel) Interprete los otros elementos de S. 


b) (Lápiz y papel) Sea x la matriz de 5 X 1 tal que x, = número de peces en el grupo k. Ex- 
plique por qué S?x representa el número de peces en cada grupo dos años más tarde. 


с) Sea 


5 000 

10 000 

х = | 20 000 
20 000 

5 000 


Encuentre floor(S^n*x) para n = 10, 20, 30, 40 y 50 (el comando floor redondea al те- 
nor entero más cercano (doc floor)). ¿Qué sucede con la población de peces a través del 
tiempo? ¿Está creciendo o está pereciendo? Explique. 


d) Los cambios en las tasas de nacimiento y supervivencia pueden afectar el crecimiento de 
la población. Cambie s, de 2 a 1 y repita los comandos del inciso c). Describa lo ocurre 
con la población. Cambie s,, Otra vez a 2 y s,, a .3 y repita los comandos del inciso c). 
Describa lo que parece estar sucediendo con la población. 


e) (Lápiz y papel) Suponga que se tiene interés en criar esta población de peces. Sea h el 
vector de 5 X 1, en donde h, = número de peces criados del grupo j al final del año. Ar- 
gumente por qué u = S*x—h proporciona el número de peces que se tienen al final del 
año después de la cosecha y luego por qué el número de peces al final de dos años des- 
pués de la cosecha está dado por w = S*u—h. 


f) Cambie s, otra vez a 2 y s, otra vez a 5. Suponga que se decide criar sólo peces madu- 
TOS, es decir, peces del grupo 5. Se examinarán las posibilidades de cosecha a través de un 
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periodo de 15 años. Sea h = [0;0;0;0;2000]. Para demostrar que ésta no es una cosecha 
que se pueda seguir utilice los comandos 


u = S*x—h 
u = S*u-h 


Repita el último comando (con la flecha hacia arriba) hasta que obtenga un número 
negativo de peces después de una cosecha. ¿Durante cuántos años se puede recoger esta 
cantidad? 


g) Experimente con otras cosechas del grupo 5 para encontrar la cantidad máxima de 
peces que se pueden obtener en un año dado con el fin de sostener este nivel de cosecha 
durante 15 años (introduzca h = [0;0;0;0;n] para un número n y repita los comandos del 
inciso f) según sea necesario para representar 15 años de cosecha). Escriba una descrip- 
ción de su experimento y de sus resultados. 


h) Siga con el experimento hasta ver si se puede encontrar un vector h que represente las 
cosechas de los grupos 4 y 5 que permitirían que cada año se cosecharan más peces (y 
que se sostuviera la cosecha durante 15 años). Escriba una descripción de su experimen- 
to y de sus resultados. 


[ЕЛ IVIATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


En la sección 1.3 de la página 16 se estudiaron los siguientes sistemas de m ecuaciones lineales 
con п incógnitas: 


du E LUE E 5 


ах + ах, teta х, =, 


а) 


a x +a x, +: +а x =b 
m2” 2 mn” n n 


ml” 1 


Sea 

11 12 ln 

a a a 
21 22 2n 

А= 

s аһ? gr аһ 
X, b, 
x b, 


. A 2 2 А 
La matriz de coeficientes, х el vector | ^ 'ybelvector| ^ |. Como 4 es una matriz de m X n y 


X 


n n 


x es una matriz de n X 1 el producto matricial Ax es una matriz de m X 1. No es dificil ver que 
el sistema (1) se puede escribir como 


Representación matricial de un sistema de ecuaciones lineales 
Ах =Ь (2) 
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| EJEMPLO1 | Cómo escribir un sistema mediante su representación matricial 


Considere el sistema 
2x, + Ax, + бх, = 18 


4x, + 5x, + 6x, = 24 (3) 
3x + x,- 2x, eu 


(Vea el ejemplo 1.3.1 en la página 7.) Esto se puede escribir como Ax = b con 


24 6 х 18 
А= |4 5 6 |, х= х, [уь = 24 |. 
3. qd 2 X, 4 


Es mucho más sencillo escribir el sistema (1) en la forma Ax — b. Además existen otras 
ventajas. En la sección 1.8 se observará la rapidez con que se puede resolver un sistema cuadra- 
do si se conoce una matriz llamada la inversa de A. Aun sin ella, como ya se vio en la sección 
1.3, es mucho más sencillo escribir los cálculos usando una matriz aumentada. 


0 


0 
Sib-|  [esel vector cero de m X 1, entonces el sistema (1) es homogéneo (vea la sección 


0 
1.4) y se puede escribir como 


Ax — 0 (forma matricial de un sistema de ecuaciones homogéneo). 


Existe una relación fundamental entre los sistemas homogéneos y los no homogéneos. Sea 
A una matriz m X n 


X b m ceros 0 
1 1 
2 2 \ 0 
х= , b=]. y 0= 
x. b, 0 


El sistema lineal no homogéneo general se puede escribir como 


Ax = (4) 
SisrEMA 
HoMocéNEO Con A y x dados en (4) y b = 0, un sistema homogéneo asociado se define como 
ASOCIADO 
iAa— — — Ax — 0 (5) 


TEOREMA EN Sean x, y x, soluciones al sistema no homogéneo (4). Entonces su diferencia x, — x, es una 
solución al sistema homogéneo relacionado (5). 


por la ley distributiva (7) 
en la página 64 


DEMOSTRACIÓN (E AA AO 


LE 


L 





COROLARIO 


L 


DEMOSTRACIÓN 


B Solución 
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Sea x una solución particular al sistema no homogéneo (4) y sea y otra solución a (4). En- 
tonces existe una solución h al sistema homogéneo (5) tal que 


y=x+h (6) 


Si h está definida por h = y — x, entonces h es una solución de (5) por el teorema 1 y 
y=x+>+h. 


El teorema 1 y su corolario son muy útiles. Establecen que 


Con el objeto de encontrar todas las soluciones al sistema no homogéneo (4), basta con 
encontrar una solución a (4) y todas las soluciones al sistema homogéneo asociado (5). 


Observación. Un resultado muy similar se cumple para las soluciones de las ecuaciones diferen- 
cias lineales homogéneas (vea los problemas 29 y 30). Una de las bondades de las matemáticas 
es que temas en apariencia muy diferentes tienen una fuerte interrelación. 


Cómo escribir un número infinito de soluciones como una solución particular 
aun sistema no homogéneo más las soluciones al sistema homogéneo 
Encuentre todas las soluciones al sistema no homogéneo 
Xx, 2%, = x =2 
2x, +3х, +3x, = 5 
=% —3x, +8x, =-1 


usando el resultado anterior. 


Primero, se encuentra una solución mediante la reducción por renglones: 


1 2 —1 | 2)|  R>R -2R 1 2 =1 | 2 
ams 5|- 53 „lo ep 7 | | 
-1 -3 8| -l 0-1 711 


gonsag [1 0 13 | 4 
R,>R, —R, 0 -1 711 
0 0 ото 
Las ecuaciones correspondientes a los primeros dos renglones del último sistema son 
x, —4-13xX. y =-=1+1x% 
con lo que las soluciones son 
X = (X, X, xj) = (4 — 13x, —1 + 7x, x) = X, * X, 


donde x, = (4, —1, 0) es una solución particular y x, = x,(—13, 7, 1), donde x, es un número 
real, es una solución al sistema homogéneo asociado. Por ejemplo, x, — 0 lleva a la solución 
(4, —1, 0) mientras que x, — 2 da la solución (—22, 13, 2). 
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Problemas 1.7 





AUTOEVALUACIÓN 
x =z=2 bu 2) 
l. Si el sistema y-tz-—3|seescribe en la forma Ax = b, соп х = | y|y b=]3|, 
ХЕ? =4 2 4 
entonces А = 
П d =i jj =i (0 ТО П Q li 
a) l il 1 b) |0 TNT c) 0 1 1 d) |0 1 1 
1 1 2 1 2 0 1 0 2 i) 2 0 
En los problemas 1 a 8 escriba el sistema dado en la forma Ax = b. 
1. 2Xo— =D 2. х= 3 cb3x dH 
4x, + 5х, =7 dx,de x, Q4 
2x, = х, + 3х, = 10 
3. х + 3х, – 3х, = 6 4. 3x, + 6x, = 7х, = 0 
JX,— +25 = 71 2х = E FI =l 
Ach, = =#8 
5. dac xo AA dp ee 6. = = 7 
Зх x= әх, + bx, = X; + х= 2 
2x,— х,+ х, = 3x, + 2x, =-5 
7. 2x, + 3х, = x,=0 8. x, dox. = 
=4x, +2x, + х, =0 X; bx, = 7 
7x, + 3x, – 9х, = 0 x, dx b 0 
X, = хх, = 2 


En los problemas 9 a 19 escriba el sistema de ecuaciones representado por la matriz aumentada 


correspondiente. 


1 1 
4 
6 1 


© © N 
j= 


oo 





N 


«( 


13. 





16. 


о о о н 


о һо е 


Ф н 


© © н c 


Ou N 


о = O о 


O н н 


л e 


14. 
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10912 2 |1 
18. 0 3 7 | 5 19. 1 |2 
20016 913 


20. Encuentre la matriz А y los vectores x y b tales que el sistema representado por la siguiente 
matriz aumentada se escriba en la forma Ax = b y resuelva el sistema. 


OV чш N 


3 4. 3*3 
04 015 
00-5 |2 


En los problemas 21 a 28 encuentre todas las soluciones al sistema no homogéneo dado encon- 
trando primero una solución (si es posible) y después todas las soluciones al sistema homogé- 
neo asociado. 





21. x,— 3х, = 2 22. х х, + х, =6 
—2x, + 6х, = —4 3x, = 0, 43x, — 15 
23. x += 24. х,— x% x=2 
X,— 2x, +3x,=4 2х + х, +2x,=4 
хк 3X3 x,—4x,— 5x,=2 

25. x= х= X,—2 26. 3x = ж =1 

J*cbox vex T x T 2x, — 4x, = 

ху 4x, — 5x, = 2 жү +2%=U0 

27. Xx, + = х, + 2х, =3 28. we „++ = A 

хут хе -—-3. 99 -2х + 3x,— х, + 2х, =5 

4x, — 2x, + 2х, 3x, =6 





129. Considere la ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden 


yx) + a(x)y'(x) + b(x)yGo) = 0 (7) 


donde a(x) y b(x) son continuas y se supone que la función desconocida y tiene una segun- 
da derivada. Muestre que si y, y y, son soluciones a (7), entonces c,y, + c, y, es una solución 
para cualesquiera constantes c, y с,. 


30. Suponga que y, y y, son soluciones a la ecuación no homogénea 
y) + a(x)y'(x) + boo)y(x) = fo) (8) 
Demuestre que y, — y, es una solución a (7). Suponga aquí que f(x) no es la función cero. 


31. Si y(x) = c,cos(x) + c,sen(x) encuentre los valores de c, y c, tales que y(0) = 1 y y'(0) = —1. 


RESPUESTA A LA AUTOEVALUACIÓN 


. d) 


п 
* El símbolo Асие indica que se necesita el cálculo para resolver el problema. 
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MS MATLAB 1.7 


Nota. Para generar matrices aleatorias revise la presentación anterior de los problemas de 
MATLAB 1.6. 


1. a) Genere una matriz aleatoria A de 3 X 3 con elementos entre —10 y 10 y genere un 
vector aleatorio b de 3 X 1 con elementos entre —10 y 10. Haciendo uso de MATLAB 


resuelva el sistema con la matriz aumentada [A b] usando rref. Utilice la notación “: 


66,0? 


para poner la solución en la variable x. Encuentre Ax y compare con b (encuentre 
A*x-—b). Encuentre у = x(1)*A(; 1) - (x(2)*A(:,2)- x(3)*A(:,3) y compare con b (en- 
cuentre y —b). Repita esto para otros tres vectores b. ¿Cuál es su conclusión acerca de 
la relación entre Ax y y b? 


b) Sea 


49 17 5 11 
4= 21 5 —1 b= 9 
5.9 19 4 16 
9 5 23 -4 40 


. Resuelva el sistema con la matriz aumentada [A b] usando rref. Si existe un número 


infinito de soluciones haga una elección para las variables arbitrarias y encuentre e 
introduzca el vector solución x correspondiente. 


ii. Encuentre A*x y y = х(1)*А(:,1) - (x 2)*A(:,2)- х(3)*А(:,3)+ x(4)*A(:,4) y compa- 


re Ax, y y b. 


iii. Repita para otras dos variables arbitrarias. 


iv. ¿Cuál es su conclusión acerca de la relación entre Ax, y y b? 


2. a) Suponga que los elementos de A y x son nümeros reales. Haciendo uso de la definición 
de multiplicación de matrices, argumente por qué Ax — 0 significa que cada renglón de 
А es perpendicular a x (recuerde que dos vectores reales son perpendiculares si su pro- 
ducto escalar es cero). 


b) Con el resultado del inciso a) encuentre todos los vectores x perpendiculares a los dos 
vectores: 


(1,2, -3,0,4 у (4,-5,2,0,1) 


3. a) Recuerde el problema 3 de MATLAB 1.6 (vuelva a resolverlo). ¿Cómo se relaciona esto 
con el corolario del teorema 1? 


b) Considere las matrices A y b del problema 15) de MATLAB en esta sección. 


Verifique que el sistema [A b] tiene un número infinito de soluciones. 


Sea x = Alb. Verifique, usando la multiplicación de matrices, que esto produce una 
solución al sistema con la matriz aumentada [A b] (observe que hace una adverten- 
cia. Si no existe una solución única, el comando “\” (doc mldivide). 


Considerando rref(A) encuentre cuatro soluciones al sistema homogéneo [A 0]. In- 
troduzca uno a la vez, llamándolo z y verifique mediante la multiplicación de matri- 
ces que x + z es una solución al sistema con la matriz aumentada [4 b]. 


4. 
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a) Observe rref(A) para la 4 dada a continuación y argumente por qué el sistema [4 b] 
tiene una solución independientemente del vector b de 4 X 1 que se elija. 


RN Un tA 


8 
8 
8 
1 


© UU A U 
DO м © 


b) Concluya que todo vector b es una combinación lineal de las columnas de 4. Genere 
tres vectores aleatorios b de 4 X 1 y, para cada b, encuentre los coeficientes necesarios 
para escribir b como una combinación lineal de las columnas de 4. 


c) Observando rref(A) para la siguiente 4, argumente las razones por las cuales existe un 
vector b de 4 X 1 para el que el sistema [4 b] no tiene solución. Realice un experimento 
para encontrar un vector b para el que no exista una solución. 


55 —5 0 
4 == 
ae ЕЕ. 
3 9 -I5 9 
91 76 


d) ¿Cómo se pueden generar vectores b que garanticen una solución? Tome una decisión 
sobre el procedimiento y descríbalo con un comentario. Pruebe su procedimiento for- 
mando con él tres vectores b y después resolviendo los sistemas correspondientes (vea el 
problema 6 de MATLAB en la sección 1.3). 


e) Pruebe que su procedimiento es válido usando la teoría desarrollada en el texto. 


En este problema descubrirá las relaciones entre la forma escalonada reducida por renglo- 
nes de una matriz y la información sobre las combinaciones lineales de las columnas de А. 
La parte de MATLAB del problema implica, únicamente, el cálculo de algunas formas es- 
calonadas reducidas por renglones. La teoría se basa en los hechos de que Ax = 0 significa 
que x es una solución al sistema [4 0] y que 


0 = x,(col 1 de 4) + · · · + х (col n de A) 


a) i. Sea A la matriz del problema 4c) de MATLAB en esta sección. Encuentre rref(A). 
(El resto de este inciso requiere de trabajo con papel y lápiz.) 


ii. Encuentre las soluciones al sistema homogéneo escrito en términos de las elecciones 
naturales de las variables arbitrarias. 


iii. Establezca una variable arbitraria igual a 1 y las otras variables arbitrarias iguales 
a 0 y encuentre las otras incógnitas para producir un vector solución x. Para esta x, 
escriba lo que dice la afirmación 


0 = Ax = x (col 1 de 4) + : +: + х (сої п de A) 


y despeje la columna de A que corresponde a la variable arbitraria que igualó a 1. 
Verifique sus datos. 


iv. Ahora establezca otra variable arbitraria igual a 1 y las otras variables arbitrarias 
iguales a 0. Repita iii). Continúe de la misma manera para cada variable arbitraria. 
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v. Revise rref(A) y vea si reconoce algunas relaciones entre lo que acaba de descubrir 
y los números en rref(A). 


b) Sea A la matriz en el problema 15) de MATLAB en esta sección. Repita las instruccio- 
nes anteriores. 


c) Sea A una matriz aleatoria de 6 X 6. Modifique А de manera que 
А(:,3) = 2*А(:,2) —3*A(:,1) 
А(:,5) = —A(G,1) +2*А(:,2) —3*A(:,4) 
А(:,6) = А(:,2) +4*A(:,4) 


Repita las instrucciones anteriores. 


EEJ Inversa ре una MATRIZ CUADRADA 


En esta sección se definen dos tipos de matrices que son básicas en la teoría de matrices. En 
А А ' 2 5 3 2:5 

primer lugar se presenta un ejemplo sencillo. Sea A -| { уВ -[ i | Un cálculo 

sencillo muestra que AB = BA = І,, donde 1, = B | La matriz I, se llama matriz identidad 


de 2 X 2. La matriz В se llama matriz inversa de A y se denota por A^. 


DEFINICIÓN Matriz identidad 


La matriz identidad /, de n X n es una matriz de n X n cuyos elementos de la diagonal 
principal? son iguales a 1 y todos los demás son 0. Esto es, 


i uy 
0 ві (D 


Ho (b) donde b; = | 





E 3 м | 1 ГЕ |] Dos matrices identidad 


10000 
100 01000 
1=10 1 of e 2|00100 
001 00010 
00001 


| Е _‚—— 
12 La diagonal de A = (a) consiste en las componentes a, ,, а,,, a,,, etc. A menos que se establezca de otra manera, se 


hará referencia a la diagonal principal simplemente como la diagonal. 


DEMOSTRACIÓN 


m 


DEFINICIÓN > 
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Sea 4 una matriz cuadrada de n X n. Entonces 





Es decir, Г, conmuta con toda matriz de n X n y la deja sin cambio después de la multi- 
plicación por la derecha o por la izquierda. 


Nota. I, funciona para las matrices de n X n de la misma manera que el número 1 funcio- 
na para los números reales (1 - a = а · 1 = a para todo número real a). 


Sea c, el elemento ij de АТ. Entonces 


cub dub еар = вар 
ў йу 2 2j 


y in nj 


Pero por (1), esta suma es igual a a Así АТ = A. De una manera similar se puede demos- 
trar que Г А = A y esto demuestra el teorema. 


Notación. De aquí en adelante se escribirá la matriz identidad únicamente como Гуа que si А 
es de n X n los productos ГА y Al están definidos sólo si / es también de n X n. 


La inversa de una matriz 


Sean A y B dos matrices de n X n. Suponga que 
AB=BA=I 


Entonces B se llama la inversa de А y se denota por 47! Entonces se tiene 


АА! = АТА =I 





Si A tiene inversa, entonces se dice que 4 es invertible. 


Una matriz cuadrada que no es invertible se le denomina singular y una matriz invertible se 
llama no singular. 


Observación 1. A partir de esta definición se deduce inmediatamente que (471)! = А si A es 
invertible. 


Observación 2. Esta definición no establece que toda matriz cuadrada tiene inversa. De hecho, 
existen muchas matrices cuadradas que no tienen inversa (ejemplo 3 de la página 98). 


En la definición 2 se establece /a inversa de una matriz. Esta definición sugiere que la inver- 
sa es única. Y esta declaración es cierta, como lo dice el siguiente teorema. 
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TEOREMA 2| Si una matriz А es invertible, entonces su inversa es única. 
L DEMOSTRACIÓN Suponga que B y C son dos inversas de 4. Se puede demostrar que B — C. Por definición 
se tiene AB = BA = Iy AC = CA = I. B(AC) = (BA)C por la ley asociativa de la multipli- 


cación de matrices. Entonces 
В = BI = B(AC) = (ВА)С = IC = C 


Entonces B — C y el teorema queda demostrado. 
A continuación se presenta otro fenómeno importante sobre las inversas. 


TEOREMA Ej Sean A y B dos matrices invertibles de n X n. Entonces AB es invertible y 


(AB)! = BAM! 


L DEMOSTRACIÓN Para probar este resultado es necesaria la definición 2. Es decir, В-! 4^! = (AB)? si y sólo 
si B. 14^"! (AB) = (AB)(B-1A4^)) = I. Se trata, únicamente, de una consecuencia ya que 


ecuación (6), página 64 


| 


(B-A-)(AB) = BUATA)B = В-ЧВ = ВВ = I 











(АВ)(В-!А-!) = А(ВВ-)А-! = AIA! = АА! = I 





Nota. Del teorema 3 se concluye que (АВС)! = C^! B^! 47!, Vea el problema 22. Considere el 
sistema de n ecuaciones con n incógnitas 


Ax = 
Y suponga que А es invertible. Entonces 
ATAx=A'b se multiplicó por la izquierda por A^! 
Ix = АЫ АТА = І 
х = Ab Іх = х 
Ésta es una solución al sistema porque 
Ах = А(АЊ) = (447 )b = Ib = b 

Si y es un vector tal que Ау = b, entonces los cálculos anteriores demuestran que y = А-1. 


Es decir, y = x. Se ha demostrado lo siguiente: 


Si A es invertible, el sistema Ах = b (2) 
tiene una solución única x = 4716 
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Ésta es una de las razones por la que se estudian las matrices inversas. 

Ya que se ha definido la inversa de una matriz, surgen dos preguntas básicas. 
Pregunta 1. ¿Qué matrices tienen inversa? 
Pregunta 2. Si una matriz tiene inversa ¿cómo se puede calcular? 


En la presente sección se contestan ambas preguntas. Se comenzará por analizar lo que ocurre 
en el caso 2 X 2, 


| EJEMPLO 2 | Cálculo de la inversa de una matriz de 2 x 2 


2 -3 mE 
Sea A -[ á j Calcule A^! 51 existe. 


Bi Solución Suponga que A”! existe. Se escribe 4! = Ё 
2 W 


АА = 2 —-3|x y E 2x—3z 2y —3w _ 1 0 
=4 542 w —4x +52 —4y + 5w 0 1 
Las dos últimas matrices pueden ser iguales únicamente si cada una de sus componentes corres- 
pondientes son iguales. Esto significa que 


| y se usa el hecho de que 447! = I. Entonces 


2x —32 =1 (3) 
2у —3w-0 (4) 

—4х +52 =0 (5) 
-4y +5w=1 (6) 


Este es un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas. Observe que hay dos ecuaciones 
que involucran únicamente a x y a z [las ecuaciones (3) y (5)] y dos que incluyen sólo a y y w [las 
ecuaciones (4) y (6)]. Se escriben estos dos sistemas en la forma aumentada: 


2 -3 | 1 e 
-4 5 |0 


2 -3 [0 
(8) 
e 5 | | 
De la sección 1.3 se sabe que si el sistema (7) (con las variables х у z) tiene una solución única, 
la eliminación de Gauss-Jordan en (7) dará como resultado 


10 | х 
0 1 | 2 


en donde (x,z) es el único para de números que satisface 2x —3z = 1 y —4х + 5z = 0. De igual 
manera, la reducción por renglones de (8) dará como resultado 


10] y 
0 1| w 


donde (у, w) es el único par de números que satisface 2y — 3w = 0 y —4y + 5w = 1. 
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Sistemas de ecuaciones lineales y matrices 


Como las matrices de coeficientes en (7) y (8) son iguales se puede realizar la reducción por 
renglones sobre las dos matrices aumentadas al mismo tiempo, considerando la nueva matriz 


2 —3 | 1 0 
9 
510 y 0) 
Si А es invertible, entonces el sistema definido por (3), (4), (5) y (6) tiene una solución única y, 
por lo que acaba de decirse, la reducción de renglones da 


10]|x y 
0.1 ]|zw 


Ahora se llevan a cabo los cálculos, observando que la matriz de la izquierda en (9) es A y la 
matriz de la derecha es /. 


2 3| 1 0| gom ( 1 3| 21 0 
———— 
-4 51|0 1 -4 5|0 1 


aumentada. 








ld 8 
Entonces A es invertible y 4^! | > | | 


| EJEMPLO3 | Una matriz de 2 x 2 que no es invertible 


1 2 "T" Р А | ; . 
Sea A -( | Determine si А es invertible y si es así, calcule su inversa. 


M a . => X . 
B Solución Si4" | d existe, entonces 
zw 


AT = 10 2 fx у|_ x+2z yt2w| [1 0 
2 —4Az w —2x—4z —2y—4w 0 1 


1.8 Inversa de una matriz cuadrada 99 


Esto conduce al sistema 


х +22 = 1 
y +2w=0 

10 

—2х —4z = an 
=2у —4w-l 


Si se aplica la misma lógica que en el ejemplo 1 se puede escribir este sistema en la forma de 
matriz aumentada (А | 7) y reducir por renglones: 


1 2 | 1 0) R>R+2R 12]|1 0 
———— 
-2 —4 | 0 1 00 |2 1 
Hasta aquí se puede llegar. La última línea se lee 0 = 2 о 0 = 1, dependiendo de cuál de los 
dos sistemas de ecuaciones (en x y z o en y y w) se esté resolviendo. Entonces el sistema (10) es 
inconsistente y A no es invertible. 


Los últimos dos ejemplos ilustran un procedimiento que siempre funciona cuando se quie- 
re encontrar la inversa de una matriz. 


Procedimiento para encontrar la inversa 
de una matriz cuadrada A 


Paso 1. Se escribe la matriz aumentada (A|I). 

Paso 2. Se utiliza la reducción por renglones para poner la matriz А a su 
forma escalonada reducida por renglones. 

Paso 3. Se decide si А es invertible. 

a) Si la forma escalonada reducida por renglones de 4 es la matriz 
identidad /, entonces 47! es la matriz que se tiene a la derecha 
de la barra vertical. 

b) Sila reducción de А conduce a un renglón de ceros a la izquier- 
da de la barra vertical, entonces А no es invertible. 


Observación. a) y b) se pueden expresar de otra manera: 


Una matriz A de n X n es invertible si y sólo si su forma escalonada reducida por ren- 
glones es la matriz identidad; es decir, si su forma escalonada reducida por renglones 
tiene n pivotes. 


a a 
Sea A | raum | Entonces se define 


а 05 


DETERMINANTE 
DE UNA MATRIZ Determinante de A = а а 


jd, 7 dd (11) 
2х2 


12721 





Е 


El determinante de А se denota por det А. 
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TEOREMA a | Sea A = una matriz de 2 X 2. Entonces 
i. A es invertible si y sólo si det А = 0. 


ii. Si det 4% 0, entonces 


(12) 





a. =Q 
L DEMOSTRACIÓN Primero, suponga que det 4%0 y sea B — (1/det al = z | Епїопсез 
50 а 
ВА = 1 92 ор |а Eo 
det A| —a,, BNO, hs 


E 1 hot Tp 0 = 1 @ =] 
Ci атан 0 = „(@ AO (T) Q 1 


2. 22 





De manera similar, AB = I, lo que muestra que A es invertible y que В = 4”!. Todavía 
debe demostrarse que si А es invertible, entonces det А = 0. Para esto, se considera el 
sistema 

Qux +а„х, x b, (13) 


аху +а„х‚ = b, 


Se lleva a cabo de esta forma porque del teorema de resumen (teorema 1.2.1, página 
5) se sabe que si este sistema tiene una solución única, entonces a,,4,, — a,4,, * 0. El 
sistema se puede escribir en la forma 


Ax = (14) 


3t b 
con X | i | yb= | | . Entonces, como 4 es invertible, se ve de (2) que el sistema (14) 
x, D 


tiene una solución ünica dada por 
х = А-1) 


Pero por el teorema 1.2.1, el hecho de que el sistema (13) tenga una solución única im- 


plica que a,,a,, — аа, = det А + 0. Esto completa la prueba. 


Nota. La fórmula (12) se puede obtener directamente aplicando el procedimiento para calcular 
una inversa (ver el problema 54). 


| EJEMPLO4 | Cálculo de la inversa de una matriz de 2 x 2 


Sea A = f 3) Calcule A^! si existe. 








B Solución Se encuentra que det 4 = (2)(3) — (—4)(1) = 10; por lo tanto 4”! existe. De la ecuación (12) se 
tiene 
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a 1(30 (34 
EN y s 
10 10 


Verificación 


| EJEMPLO 5 | Una matriz de 2 x 2 que no es invertible 


1 2 2. 
Sea A | Р | Calcule A^! si existe. 


B Solución Se encuentra que det А = (1)(—4) — (2)(-2) = —4 + 4 = 0, de manera que 47! no existe, como 
se observó en el ejemplo 3. 
El procedimiento descrito para encontrar la inversa (si existe) de una matriz de 2 X 2 fun- 
ciona para matrices de n X n donde n > 2. Se ilustra con varios ejemplos. 


| EJEMPLO6 | Cálculo de la inversa de una matriz de 3 x 3 





2.4 6 
Sea 4A=|4 5  6|(Veael ejemplo 1.3.1 en la página 7). Calcule A^! si existe. 
3 1 —2 


E Solución ^ Primero se pone A seguido de Геп la forma de matriz aumentada 
2.4 1 
45 610 
3 1 0 


y después se lleva a cabo la reducción por renglones. 


12 3]4 09) zt 2 3| 400 
RR, R,OR, —3R, 
— 45 61010 0 -3 -6|-210 
31-2|001 0 -5 11 | -24 0 1 
i 2 3] 4 99) zac (1 0-1 |-¿ 20 
В, -18, 0 1 2 | E =l 0 RR, +5R, 0 1 2 | 2 =i 0 
0 -5 -11 | -2 01 00-1| EZ — | 
1 0 -1 | -4 2 0) gg (100|-8 2 -ı 
= oa 21 2-1 0 EE o урур 2-1 2 
00 1|-2 5-1 001]|-2 $ -1 
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Como 4 se redujo a / se tiene 





= $ 1 —1 —16 14  —6 1 
1 i i 1 se factoriza — para que los 
A = = 2 |= 26 —22 12 : . | 
? : 6 cálculos sean más sencillos. 
= Е s —1 —11 10 —6 
Verificación 
А —16 14  —6 6 | 6 0 0 
А'А=—| 26 -22 12 || 4 6 Te 0. 6 0|=/ 
—11 10 —6/\3 1 -2 0.06 


También se puede verificar que 44”! = Г. 


ADVERTENCIA Cuando se calcula A^! es fácil cometer errores numéricos. Por ello es importante verificar los 


cálculos viendo que 47! A = T. 


| ЕЈЕМРІО 7 | Una matriz de 3 х 3 que по es invertible 


1 -3 4 
Sea 4=|2 —5 7 |. Calcule A^! si existe. 
0 —1 1 


B Solución De acuerdo con el procedimiento anterior se obtiene, sucesivamente, 





[o-3 4| 100 i3 4] 100 
2 -5 7 | 0o 1 0|- а -1 ] -210 
0-11] 001 -1 1| 001 
R >R, *3R, 1 0 1 | -5 30 

аш -1 | -2 1 0 

0 wp» 1 3 


Hasta aquí se puede llegar. La matriz A no puede reducirse a la matriz identidad, por lo que se 
puede concluir que А no es invertible. 

Hay otra forma de ver el resultado del último ejemplo. Sea b cualquier vector de 3 X 1 y 
considere el sistema Ax = b. Si se trata de resolver esto por el método de eliminación gaussiana, 
se terminaría con una ecuación que se lee 0 = c + 0 como en el ejemplo 3, o 0 = 0. Es decir, el 
sistema no tiene solución o bien, tiene un número infinito de soluciones. La posibilidad que se 
elimina es que el sistema tenga una solución única. Pero si 4”! existiera, entonces habría una 
solución única dada por x = 47%. La conclusión que se obtiene es 


Si la reducción por renglones de A produce un renglón de ceros, entonces A no es 
invertible. 
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DEFINICIÓN В Matrices equivalentes por renglones 


Suponga que la matriz А se puede transformar en la matriz В mediante operaciones con 
renglones. Entonces se dice que 4 y B son equivalentes por renglones. 


El razonamiento anterior se puede usar para probar el siguiente teorema (vea el problema 55). 


TEOREMA E Sea A una matriz de n X n. 
i. A es invertible si y sólo si A es equivalente por renglones a la matriz identidad 7 ; 
esto es, si la forma escalonada reducida por renglones de A es Т. 


A es invertible si y sólo si el sistema Ax — b tiene una solución ünica para cada 
n-vector b. 


Si A es invertible, entonces la solución única de Ax = b está dada por x = А5}. 


A es invertible si y sólo si su forma escalonada reducida por renglones tiene n pi- 


votes. 


| EJEMPLO 8 | 8 Uso de la inversa de una matriz para resolver un sistema de ecuaciones 


Resuelva el sistema 


Il 
D 


2x, +4х, + 3x, 
X,— x=->4 


эх езх, e = T 





24 3 6 
E Solución Este sistema se puede escribir como Ах = b, donde 4=|0 1 -1|yb-2|-4. 
35 7 7 
da d. 
а= od od 
A od ME 
Así, la solución ünica está dada por 
Xi 4 =$ =1 6 25 
x=| x, |[=4'b=|-1 3 2|-4|=|-=8 (15) 
x -1 2 2J 7) (-4 


3 


| EJEMPLO9 | La tecnología y las matrices de Leontief: modelo de la economía 


estadounidense en 1958 


En el modelo de insumo-producto de Leontief, descrito en el ejemplo 1.3.9 en de la página 18, 


se obtuvo el sistema 
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йү + ах, ++ ах, Fe = х 


ах t d4x, + +а, х, Fe, = х, 


a x ta x, tta xte = х 
nl 1 n2' 2 mon n n 


que se puede escribir como 
Ах +е=х = Іх 


(1 – А)х=е (16) 


La matriz А de demandas internas se Пата matriz tecnológica, y la matriz / — A se Пата ma- 
triz de Leontief. Si la matriz de Leontief es invertible, entonces los sistemas (15) y (16) tienen 
soluciones únicas. 

Leontief utilizó su modelo para analizar la economía de Estados Unidos en 1958.!* Divi- 
dió la economía en 81 sectores y los agrupó en seis familias de sectores relacionados. Con el 
objeto de simplificar se tratará cada familia de sectores como un solo sector, de manera que se 
pueda ver la economía estadounidense como una economía con seis industrias. Estas industrias 
se enumeran en la tabla 1.1. 


Tabla 1.1 





Sector Ejemplos 
No metales terminados (NMT) 


Metales terminados (MT) 





Muebles, alimentos procesados 





Electrodomésticos, vehículos automotores 








Metales básicos (MB) Herramientas (producción intermitente), minería 
No metales básicos (NMB) Agricultura, imprenta 
Energía (E) Petróleo, carbón 














Servicio (s) Diversiones, bienes raíces 





La tabla de insumo-producto, tabla 1.2, presenta las demandas internas durante 1958 sobre la 
base de las cifras de Leontief. Las unidades en la tabla están expresadas en millones de dólares. 
Así, por ejemplo, el número 0.173 en la posición 6,5 significa que para producir energía equiva- 
lente a $1 millón, es necesario proporcionar $0.173 millones = $173 000 en servicios. De forma 
similar, 0.037 en la posición 4,2 significa que con el fin de producir artículos metálicos termina- 
dos, es necesario gastar $0.037 millones = $37 000 en productos no metálicos básicos. 


Tabla 1.2 Demandas internas en 1958 en la economía de Estados Unidos 


















































NMT MT MB NMB E S 
NMT 0.170 0.004 0 0.029 0 0.008 
MT 0.003 0.295 0.018 0.002 0.004 0.016 
MB 0.025 0.173 0.460 0.007 0.011 0.007 
NMB 0.348 0.037 0.021 0.403 0.011 0.048 
Е 0.007 0.001 0.029 0.025 0.358 0.025 
S 0.120 0.074 0.104 0.123 0.173 0.234 
m 


13 Scientific American (abril de 1965): 26-27. 
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Por último, las demandas externas estimadas por Leontief sobre la economía de Estados Uni- 
dos en 1958 (en millones de dólares) se presentan en la tabla 1.3. 


Tabla 1.3 Demandas externas sobre la economía de 
Estados Unidos en 1958 (en millones de dólares) 




















NMT 99 640 
MT 75 548 
MB 14 444 

NMB 33 501 

E 23 527 
S 263 985 














Con el fin de manejar la economia de Estados Unidos en 1958 para satisfacer todas las deman- 
das externas, ¿cuántas unidades deben producirse en cada uno de los seis sectores? 


E Solución Та matriz tecnológica está dada por 


0.170 0.004 0 0.029 0 0.008 99 640 
0.003 0.295 0.018 0.002 0.004 0.016 75 548 
42 0.025 0.173 0.460 0.007 0.011 0.007 m 14 444 
0.348 0.037 0.021 0.403 0.011 0.048 33 501 
0.007 0.001 0.039 0.025 0.358 0.025 23 527 
0.120 0.074 0.104 0.123 0.173 0.234 263 985 


Para obtener la matriz de Leontief, se resta 


0.170 0.004 0 0.029 0 0.008 
0.003 0.295 0.018 0.002 0.004 0.016 
0.025 0.173 0.460 0.007 0.011 0.007 
0.348 0.037 0.021 0.403 0.011 0.048 
0.007 0.001 0.039 0.025 0.358 0.025 
0.120 0.074 0.104 0.123 0.173 0.234 


ооо о о н 
оо оо c 
ооо н о о 
оо їо о о 
O m= оо о о 
— ооо о о 


El cálculo de la inversa de una matriz de 6 X 6 es una actividad laboriosa. Los siguientes resul- 
tados (redondeados a tres cifras decimales) se obtuvieron usando MATLAB: 


1.234 0.014 0.007 0.064 0.006 0.017 
0.017 1.436 0.056 0.014 0.019 0.032 
0.078 0.467 1.878 0.036 0.044 0.031 
0.752 0.133 0.101 1.741 0.065 0.123 
0.061 0.045 0.130 0.083 1.578 0.059 
0.340 0.236 0.307 0.315 0.376 1.349 


(1—4! = 
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Por lo tanto el vector de la salida “ideal” está dado por 


131033.21 
120 458.90 
- 80 680.56 

х= (1 – А) 'е= 
178 732.04 
66 929.26 
431 562.04 


Esto significa que se requería aproximadamente de 131 033 unidades (equivalentes a $131 033 
millones) de productos no metálicos terminados, 120459 unidades de productos metálicos ter- 
minados, 80 681 unidades de productos metálicos básicos, 178 732 unidades de productos no 
metálicos básicos, 66929 unidades de energía y 431 562 unidades de servicios, para manejar la 
economía de Estados Unidos y cumplir con las demandas externas en 1958. 

En la sección 1.2 se encontró la primera forma del teorema de resumen (teorema 1.2.1, pá- 
gina 4). Ahora se puede mejorar. El siguiente teorema establece que varias afirmaciones sobre 
la inversa, la unicidad de las soluciones, la equivalencia por renglones y los determinantes son 
equivalentes. En este momento, se puede probar la equivalencia de los incisos 1), ii), iii), iv) y 
v). La prueba concluirá después de desarrollar cierta teoría básica sobre determinantes (vea el 
teorema 2.4.4 en la página 208). 


Teorema de resumen (punto de vista 2) 


Sea A una matriz de n X n. Por lo que las seis afirmaciones siguientes son equivalentes. 
Es decir, cada una de ellas implica las otras cinco (de manera que si se cumple una, todas 
se cumplen, y si una es falsa, todas son falsas). 


i. A es invertible. 
ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial (x = 0). 
iii. El sistema Ax — b tiene una solución ünica para cada n-vector b. 


iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad /,, de n X n; es decir, la forma 
escalonada reducida por renglones de A es Г. 


V. La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes. 
vi. det A = 0 (hasta ahora sólo se ha definido det A si А es una matriz de 2 X 2). 


Ya se ha visto que las afirmaciones i), iii), iv) y vi) son equivalentes [teorema 5]. Se 
demostrará que її) y iv) son equivalentes. Suponga que її) se cumple. Entonces la for- 
ma escalonada reducida por renglones de A tiene n pivotes; de otra manera al menos 
una columna de esta forma no tendría pivote y entonces el sistema Ax = 0 tendría un 
nümero infinito de soluciones porque se podría dar un valor arbitrario a la variable co- 
rrespondiente a esa columna (los coeficientes en la columna son cero). Pero si la forma 
escalonada reducida por renglones de A tiene n pivotes, entonces se trata de Г. 

Inversamente, suponga que iv ) se cumple; esto es, suponga que A es equivalente por 
renglones а Г. Entonces por el teorema 5, inciso i), А es invertible y, por el teorema 5, 
inciso iii), la solución única de Ax = 0 es X = 47! 0 = 0. Así, ii) y iv) son equivalentes. 
En el teorema 1.2.1 se demostró que i) y vi) son equivalentes en el caso de 2 X 2. Se 
probará la equivalencia de i) y vi ) en la sección 2.4. 
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Observación. Si la forma escalonada por renglones de А tiene n-pivotes, entonces tiene la si- 
guiente forma: 


1 № ons s 
0 1 k n, 
00 1 5, (17) 
00 0- 1 


Es decir, R es una matriz con unos en la diagonal y ceros debajo de ella. 


Para verificar que В = 4”! se debe comprobar que АВ = ВА = I. Resulta que sólo se tiene 
que hacer la mitad de este trabajo. 


TEOREMA EA Sean A y B matrices de n X n. Entonces A es invertible y B = 4”! ya sea si i) BA = Io 
siii) AB = І. 
DEMOSTRACIÓN i. Se supone que BA = I. Considere el sistema homogéneo Ax = 0. Si se multiplican 
E por la izquierda ambos lados de esta ecuación por B, se obtiene 
BAx = B0 (18) 


Pero BA = I y B0 = 0, de manera que (18) se convierte en lx = 0 o x = 0. Esto 
muestra que x = 0 es la única solución a Ax = 0 y por el teorema 6, incisos 1) y її), 
esto quiere decir que A es invertible. Todavía debe demostrarse que В = 4”!. Sea 
Pig ME WIONCCS АС = Л, SI 


ВАС = В(АС) = ВІ = В у ВАС = (ВА)С = ІС = С 
Рог Іо tanto, В = Су el inciso і) queda demostrado. 


ії. Sea АВ = I. Entonces del inciso i), 4 = B”!. De la definición 2 esto significa que 
AB = BA = I, lo que prueba que А es invertible y que В = 4”!, Esto completa la 
demostración. 


Problemas 1.8 


AUTOEVALUACIÓN 


l. Indique cuál de las siguientes afirmaciones es correcta 


a) Toda matriz cuadrada tiene inversa. 


b) Una matriz cuadrada tiene inversa si su reducción por renglones lleva a un ren- 
glón de ceros. 


c) Una matriz cuadrada es invertible si tiene inversa. 
d) Una matriz cuadrada B es la inversa de A si AT = В. 


П. ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es cierta sobre un sistema de ecuaciones en forma 
de matriz? 


a) Es dela forma A^!x = b. 


b) Si tiene una solución única, la solución será x = А7. 
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c) Tiene solución si A no es invertible. 


d) Tiene una solución ünica. 


¿Cuál de las siguientes matrices es invertible? 


o| 1 l 5) i 3) 
=3 -9 I =i 
9 f | d) |. 

їй =i 2 


Considere una matriz invertible 4 y señale cuál de las siguientes afirmaciones es 
cierta. 

a) El producto de A por Tes 47!. 

b) A es una matriz de 2 X 3. 

с) А = A”. 


d) A es una matriz cuadrada. 


. ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es cierta sobre el sistema? 


4x — 5у = 3 
6x + Ty = 4 


| no es invertible. 


| 


: Ы 4 
а) No tiene solución porque є 
b) Tiene solución (=1, -1). 
с) Si tuviera una solución se encontraría resolviendo 


| 


A 4 
d) Su solución es b 


En los problemas 1 a 21 determine si la matriz dada es invertible. De ser así, calcule la inversa. 














9 [21 y o % z [4 7 
3 2 3. =12 -8 14 
4 |! 9 0 1 612 > 
0 1 3 3 4 10 
11 01 3 
7. |; a 8. 10 2 3 9.| 34 -2 
E 55] - 5 8 
5» i 11 001 
10. 02 2 11. |0 1 1 12. |0 1 1 
0 0 -1 0 1 11 1 
1 6 2 3 10 1—2 3 
13. 2 3 5 14. |1 =r 32 15. 0 3 4 
7 i5. =й 1 1 1 0 0 5 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


*27. 


*28. 


29. 


30. 


31. 
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1 1 1 1 
2 -1 4 12 3 1 А 1 2 
-1 0 5 17. |1 1 2 18 
] —1 2 1 
19 —7 3 0 1 2 
1 3 3 2 
1 0 2 3 1 2 0 0 1 —3 0 -2 
=i 1 0 4 20. 2 3 —3 0 21. 3-12 -2 -6 
2 1-1 3 0 -3 -2 4 =2 10 2 5 
—] 0 5 7 0 0 4 4 =[ 6 1 3 


Muestre que si А, B y C son matrices invertibles, entonces ABC es invertible y (ABC)! = 
CBTA”, 


Si 4, 4,,..., A, son matrices invertibles de n X n, muestre que А, : А,, *** , A, ES invertible 
y calcule su inversa. 


А 4 E 
Muestre que la matriz es su propia inversa. 


a a 
[а 4, DF Tq TEM E 
Muestre que la matriz | | es su propia inversa si 4 = + Го si a, 5, Y 4,,4,, 
l=g. а а» 
11 
Encuentre el vector de producción x en el modelo de insumo-producto de Leontief si 


30 
n=3,e=|20|y4= 
40 


0 


ve alo ul 
s|- vN mi 
чю va [o2 


Asuma que А es de n X m y Bes de m X n, de manera que AB es de n X n. Demuestre que 
AB no es invertible si n > m. [Sugerencia: Muestre que existe un vector x diferente de cero 
tal que ABx — 0 y luego aplique el teorema 6.] 


Utilice los métodos de esta sección para encontrar las inversas de las siguientes matrices 
con elementos complejos: 


jo» inns o l i 0 

І m 
a b с — 0 1 

} t 2) | 0 ч PIS 
0 1+i l-i 
senO  cos0 0 

Demuestre que para todo número real Ө la matriz | соѕӨ —sen OQ 0 | es invertible y en- 
cuentre su inversa. 0 0 1 


Calcule la inversa de A — 


о oc м 
© о © 
oso 


Una matriz cuadrada A = (а,) se llama diagonal si todos sus elementos fuera de la diagonal 
principal son cero. Esto es а, = 0 si ¡4 j (la matriz del problema 30 es diagonal). Demuestre 
que una matriz diagonal es invertible si y sólo si cada uno de los elementos de la diagonal 
es diferente de cero. 
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32. Sea 
a, 0 0 
А= н Е: И 
G e usas 


Una matriz diagonal tal que sus componentes en la diagonal principal son todas diferentes 
de cero. Calcule 47!. 


2 I =l 
33. Calcule la inversa de A= |0 3 4l. 
00 5 
100 
34. Demuestre que la matriz А = | -2 0 0|noes invertible. 
4 6 1 


*35. Una matriz cuadrada se llama triangular superior (inferior) si todos sus elementos abajo 
(arriba) de la diagonal principal son cero (la matriz en el problema 33 es triangular superior 
y la matriz en el problema 34 es triangular inferior). Demuestre que una matriz triangular 
superior o triangular inferior es invertible si y sólo si cada uno de los elementos de la dia- 
gonal es diferente de cero. 


36. Demuestre que la inversa de una matriz invertible es triangular superior. [Sugerencia: Pri- 
mero demuestre el resultado para una matriz de 3 X 3.] 


En los problemas 37 y 38 se da una matriz. En cada caso demuestre que la matriz no es inverti- 
ble encontrando un vector x diferente de cero tal que Ax = 0. 


- tí 3 
А 3] 38. |0 4 -2 

=4 3$ 
=6 8 


39. Sean A, B, F, у M matrices invertibles de m X n. Si M = I + КҚМ — A)-1B 
уА„=А+ВЕ 


Demuestre que M = B~! (М — A) (М — A) ! B. 


40. Sean A, B, C, D, Fy N matrices invertibles de m X n. Si N = D + CAI — A,) ! B, 
M^? = B 0Л— A) I- A)B, CF=C+DFy A,7 A + ВЕ 


Demuestre que NM”! = D + СОМ — A) !B. 


41. Una fábrica de muebles de calidad tiene dos divisiones: un taller de máquinas herramienta 
donde se fabrican las partes de los muebles, y una división de ensamble y terminado en la 
que se unen las partes para obtener el producto final. Suponga que se tienen 12 empleados 
en el taller y 20 en la división y que cada empleado trabaja 8 horas. Suponga también que 
se producen únicamente dos artículos: sillas y mesas. Una silla requiere 28 horas de ma- 


quinado y 4% horas de ensamble y terminado. Una mesa requiere n horas de maquinado 


17 
y en horas de ensamble y terminado. Suponiendo que se tiene una demanda ilimitada 
de estos productos y que el fabricante desea mantener ocupados a todos sus empleados, 


(cuántas sillas y cuántas mesas puede producir esta fábrica al día? 


42. 


43. 


44. 


45. 
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La alacena de ingredientes mágicos de una hechicera contiene 10 onzas de tréboles de 
cuatro hojas molidos y 14 onzas de raíz de mandrágora en polvo. La alacena se resurte 
en forma automática siempre y cuando ella termine con todo lo que tiene. Una poción de 
amor requiere 5 onzas de tréboles y 2 E onzas de mandrágora. Una receta de un conocido 
tratamiento para el resfriado comün requiere 5 m onzas de tréboles y 102 onzas de man- 
drágora. ¿Qué cantidad de la poción de amor y del remedio para resfriado debe combinar 


la hechicera para usar toda la reserva en su alacena? 


Un granjero nutre a su ganado con una mezcla de dos tipos de alimento. Una unidad es- 
tándar del alimento A proporciona a un novillo 10% del requerimiento diario de proteína 
y 15% del de carbohidratos. Si el granjero quiere alimentar a su ganado con el 100% de los 
requerimientos mínimos diarios de proteínas y carbohidratos, ¿cuántas unidades de cada 
tipo de alimento debe recibir un novillo al día? 


Una versión muy simplificada de una tabla de insumo-producto para la economía de Israel 
en 1958 divide dicha economía en tres sectores —agricultura, manufactura y energía— con 
los siguientes resultados. '* 

















Agricultura Manufactura Energía 
Agricultura 0.293 0 0 
Manufactura 0.014 0.207 0.017 
Energía 0.044 0.010 0.216 














a) ¿Cuántas unidades de producción agrícola se requieren para obtener una unidad de 
producto agrícola? 


b) ¿Cuántas unidades de producción agrícola se requieren para obtener 200 000 unidades 
de productos de esta naturaleza? 


c) ¿Cuántas unidades de producción agrícola se requieren para obtener 50 000 unidades 
de energía? 

d) ¿Cuántas unidades de energía se requieren para obtener 50 000 unidades de productos 
agrícolas? 


Si se continúa con el problema 44, las exportaciones (en miles de libras israelíes) en 1958 
fueron las siguientes: 














Agricultura 15218 
Manufactura 1597 
Energía 1786 











a) Calcule la matriz tecnológica y la de Leontief. 


b) Determine el valor en libras israelíes de los productos agrícolas, la energía y los ar- 
tículos manufacturados necesarios para hacer funcionar este modelo y exportar el 
valor establecido de cada producto. 


14 Wassily Leontief, Input-output Economics (Nueva York: Oxford University Press, 1966), 54-57. 
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En los problemas 46 a 53 calcule la forma escalonada por renglones de la matriz dada y utilícela 
para determinar en forma directa si es invertible. 


46. La matriz del problema 4. 47. La matriz del problema 1. 

48. La matriz del problema 5. 49. La matriz del problema 10. 

50. La matriz del problema 13. 51. La matriz del problema 16. 

52. La matriz del problema 18. 53. La matriz del problema 19. 

54. Sea А = le ^u | y suponga que a,,4,, — a,,a,, +0. Derive la fórmula (12) mediante reduc- 

T ичи Е a, d, |10 
ción por renglones de la matriz aumentada jo if 
21 22 


55. Demuestre los incisos i), ii) y iv) del teorema 5. 
y I A : Е 
56. Calcule la inversa de f 1 donde А es una matriz cuadrada. (Sugerencia: Revise la mul- 
tiplicación de matrices por bloques en la página 66.)'5 


i : y Р 0 
57. Considere que 4, y А„ son invertibles y encuentre la inversa de ln | 


А 4, 


58. Si A y B son matrices invertibles, resuelva para X: 


а) ВХА = В 
b) А\Х=А 


RESPUESTAS А LA AUTOEVALUACIÓN 


l. o) ll. b) Ш. c) IV. d) V. c) 


MANEJO DE LA CALCULADORA 





Para obtener la inversa de una inversa se procede de la forma siguiente. Una vez que se 
tiene a la matriz en la pila, se oprime la tecla С жх ). Si la matriz no es invertible apare- 


ceran símbolos de infinito en alguna(s) posición(es) de la matriz resultante. 
De los problemas 59 a 62 utilice la calculadora para calcular la inversa de la matriz 
dada. 


Шо 239 75 2 $y Л 
ОЕ AD Б 60. |26 49 10 
O cQ el 57 98 36 


п 
15 David Carlson presentó este problema y el siguiente en su artículo “Teaching Linear Álgebra: Must the Fog Always 
Roll in? En The Collage Mathematics Journal, 24(1), enero de 1993, 29-40. 
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—0.03 0.21 0.46  —0.33 
027 07 016 022 


61. 

0.33 002 0  —0.88 

0.44 —0.68 0.37 0.79 

23.46 —59.60 38.36 —4421 
62 P 77.01 91.38 50.02 


Хоу CISA Sl 15.06 
OC 7055000195 9 722 


63. Demuestre que la inversa de 


3 $9 y d 
0 8 i19 22 
0 0 —4 
0 0 =] 


tiene ceros debajo de la diagonal. 


64. Haga lo mismo para la matriz 


Boal AA ELO ж 
0 SIS OL SO 3 


0 Q 72 64.8 23.5 
0 0 0 OU? II 
0 0 0 0 469 


65. Las matrices en los problemas 63 y 64 se llaman triangulares superiores. Haciendo 
uso de los resultados de dichos problemas obtenga una conclusión sobre la inversa 
de una matriz triangular superior. 


МАТГАВ 1.8 


Información de MATLAB. El comando de MATLAB eye(n) forma la matriz identidad de n X n 
(doc eye). El comando de MATLAB size(A) reporta el número de renglones y columnas de la 
matriz A (doc size). 


1 2 3 
1. a) ParaA4 = | 2 5 Д4 |, formeR = [А eye(size(A))]. 
1 —1 10 


i. Encuentre la forma escalonada reducida por renglones de R. Utilice la notación 


:” para asignar el nombre de la variable S a la matriz que consiste en las tres úl- 
timas columnas de la forma escalonada reducida por renglones de К. 


ii. Encuentre SA y AS. Describa la relación entre A y S. 
iii. Compare S con inv(A) (doc inv). 


b) Repita las instrucciones anteriores para A=2*rand(5)— 1, (Utilice R = [A eye(size(A))] 
y haga S igual a las cinco últimas columnas de la forma escalonada reducida por ren- 
glones.) 
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2. Considere las matrices 








275 -4 5 
—[0 9 8 iL [0 0 8 
13 
740 -14 0 
14 —2 1 1461 
051 97 А 5197 
Ii. IV. 
74 10 4 7484 
07-1717] 0757 
1 2 3 4 S 1 2 -1 T 5 
0 = 2-12 Ü ep 2 3 2 
v —|1 0 0 2 -1 vi || 0 3 1-1 
56 
г 1 ej 1 11 1 1 
ооо 0 4 о о 0 4 


Рага cada matriz А: 
a) Use el comando rref para probar si es invertible y encuentre inv(A). 
b) Si A no es invertible, ponga atención en los mensajes de MATLAB cuando dé inv(A). 


€) Si A es invertible, verifique que inv(A) da la inversa. Seleccione un vector aleatorio 5 
para el lado derecho, muestre que el sistema [A b] tiene una solución ünica usando el co- 
mando rref, asigne la solución a la variable x y compare x con y = inv(A)*b (encuentre 
x—y). Repita esto para otro vector b. 


3. a) Sea A = round(10* (2*rand(5)—1)). Sea В = A pero modifique uno de los renglones de В 
a B(3,:) = 3*B(1,:) + 5*B(,:). Muestre que B no es invertible. 


b) Sea B = A y cambie el renglón que quiera por una combinación lineal de otros renglo- 
nes de В. Muestre que В no es invertible. 


с) (Lápiz y papel) Considerando el proceso de reducción a la forma escalonada reducida 
por renglones, demuestre que una matriz B no es invertible si un renglón es una combi- 
nación lineal de otros renglones. 


4. Sea A = round(10*(2*rand(7) — 1)). 
Sea B = A pero В(:,3) = 2*В(:,1) — B(:,2). 
Sea С = A pero С(:,4) = С(:,1) + C(:,2)-C(.,3) y С(:,6) = 3«C(:,2). 


Sea D = A pero D(:,2) = 3*D(:,1), 0(:,4) = 2*D(:,1) —D(:,2)+4*D(:,3), 
D(:,5) = D(:,2)— 5*D(:,3). 


a) Encuentre rref de B, C y D. ¿Qué puede concluir acerca de la invertibilidad de una ma- 
triz en la que algunas columnas son combinaciones lineales de otras columnas? 


b) Pruebe su conclusión con otra matriz aleatoria generada E y modificada cambiando 
algunas columnas a una combinación lineal de otras. 


c) Para B, C, D y E, busque patrones en los números de rref que reflejen los coeficientes de 
las combinaciones lineales. Describa dichos patrones. 


d) ¿De qué forma se relaciona este problema con el problema 5 de MATLAB 1.7? 
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5. Tipos especiales de matrices 


a) Genere cinco matrices aleatorias triangulares superiores con elementos enteros entre 
—10 y 10. Utilice el comando triu. Para dos de las matrices generadas cambie un ele- 
mento de la diagonal a 0 (por ejemplo, si la matriz se llama А, modifíquela con el co- 
mando A(2,2)=0). 


Pruebe si cada una es invertible. Describa una conclusión que relacione los térmi- 
nos de la diagonal de la matriz triangular superior con la propiedad de ser o no 
invertible. Pruebe su conclusión con tres o más matrices triangulares superiores. 


Para cada matriz invertible encontrada en 7) encuentre la inversa utilizando el 
comando inv. ¿Cuál es su conclusión acerca de la forma de la inversa de una ma- 
triz triangular superior? ¿Cómo son los elementos de la diagonal de la inversa en 
relación con los elementos de la diagonal de la matriz original? ¿De qué forma se 
relaciona esta observación con 7)? 


(Lápiz y papel) Suponga que А es una matriz triangular superior de 3 х3 


a Ь с 
0 d e. 
0.0 f 


Describa los pasos necesarios para reducir la matriz aumentada [4 7] (Тез la 
matriz identidad) a la forma escalonada reducida por renglones y utilice la des- 
cripción para verificar las conclusiones sobre las inversas de matrices triangulares 
superiores a las que llegó en i) y ii). 


b) Pruebe si las siguientes matrices y otras con el mismo patrón general son o no inverti- 
bles. Describa sus resultados: 


1 2 3 4 

LU 2-3 
456 5.6 7 8 
TE 9 10 11 12 
13 14 15 16 


c) En el problema 11 de MATLAB 1.3 se aseguró que el sistema obtenido al ajustar un 
polinomio de grado n a n + 1 puntos con coordenadas distintas llevara a una solución 
única. ¿Qué indica este hecho acerca de la matriz de coeficientes? Pruebe su conclusión: 
primero dé un vector x con coordenadas distintas y encuentre V = vander(x); después 
pruebe V. Repita el mismo procedimiento para otros tres vectores x. 


6. Considere las siguientes matrices. 


1 2 3 4 5 1 2 —1 7 5 
0 -1 2 =l] 2 0 —1 2 =3 2 
Al=|1 0 0 2 -l А2= |1 0 3 1 -1 
1 1 -1 1 1 1 1 1 1 
0 0 0 0 4 0 0 0 4 
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3 9 $.5 1 1 2-3 4 5 
49 53 2 =2 =5 8 -8 —9 
A3=|2 1 3 1 3 44=| 1 2 =2 7 9 
59109 4 1 1 0 6 12 
00 00 -5 2 4 —6 8 11 
2 —4 4 5 -l 
0 05 1 -9 
A5=|7 —14 8 7 -2 
7 —14 0 4 11 
9 —18 1 7 14 


a) Haciendo uso de comando теѓ, pruebe si las matrices 4/1 а 45 son o no invertibles. 
Pruebe la invertibilidad de 41:42, 41*43, AI*A4, AI*A5, A2*A3, A2*A4, A2x AS, 
А3* A4, A3* AS y A4* AS. Obtenga una conclusión sobre la relación entre la invertibili- 
dad de dos matrices y la invertibilidad de su producto. Explique la forma en la cual la 
evidencia soporta su conclusión. 


b) Para cada par de matrices A y B del problema anterior tales que AB es invertible, en- 
cuentre 


inv(A*B)—inv(A)*in(B) e inv(A*B)—inv(B)*inv(A) 
Obtenga una fórmula para (AB)! en términos de A^! y B^!. Explique. 


Perturbaciones: matrices cercanas a una matriz no invertible 


Introduzca la matriz 
їз 2' 3 
А=|4 5 6 
7 8 9 


Verifique que A no es invertible. En lo que sigue А se cambia a una matriz invertible C que 
es cercana a А, modificando uno de los elementos de A: 


12 3 
С=|4 5 6 
7 8 94f 


donde f es un número pequeño. 


Antes de continuar, dé el comando format short e. Este comando hará que los números 
aparezcan en notación científica. En MATLAB, por ejemplo, 1.e—5 representa 107°. 


a) Introduzca 
f = 1. e—5; C = A; C(3,3) = A(3,3) + f; 


Verifique que C es invertible y encuentre inv(C). 


b) Repita para f = 1.e-7 y = 1.e—10. 
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c) Comente acerca del tamaño de los elementos de inv(C) (realizando una comparación 
con el tamaño de los elementos de C) conforme f'se hace pequeño, es decir, conforme C 
se acerca más a no ser invertible. 


d) Se investigará la exactitud de las soluciones a los sistemas en los que la matriz de coefi- 
cientes es cercana a ser invertible. Observe que si 


] 2 3 6 
C=|4 5 6 y b=| 15 
7 8 9+7 24+ f 
1 
entonces Cx = b, donde x = | 1 |; es decir, x es la solución exacta. Introduzca x = [1;1;1]. 
1 


Para cada f utilizada en a) y b), forme C y b y resuelva el sistema Cy = b haciendo uso 
de inv(C)(dando el nombre de y a la solución). Encuentre z=x—y. ¿Qué tan cercana es 
la solución calculada y a la solución exacta x? ¿Cómo cambia la exactitud conforme f se 
hace más pequeña, es decir, conforme C se acerca a no ser invertible? 


Este problema se refiere al modelo de insumo-producto de Lenotief. Resuelva los proble- 
mas usando (1 — 4)!, donde А es la matriz tecnológica que describe las demandas internas. 
Interprete sus resultados. [Sugerencia de MATLAB: la matriz Где n X n se puede generar 
con eye(n).] 


a) El problema 45 de esta sección. 


b) El problema 95) de MATLAB 1.3. 


Utilice format long si desea más dígitos en las respuestas. 


Criptografía 


Uno de los procedimientos que se utilizan para encriptar un mensaje secreto es hacer uso 
de una determinada matriz cuadrada cuyos elementos son enteros y cuya matriz inversa 
también contiene elementos enteros. Se recibe un mensaje, se asigna un nümero a cada letra 
(por ejemplo A —1, B = 2, etc., y espacio = 27), se arreglan los números en una matriz de 
izquierda a derecha en cada renglón, donde el nümero de elementos en el renglón es igual 
al tamaño de la matriz de código, se multiplica esta matriz por la matriz de código por la 
derecha, se transcribe el mensaje a una cadena de nümeros (que se lee de izquierda a dere- 
cha a lo largo de cada renglón) y se manda el mensaje. 


El destinatario del mensaje conoce la matriz de código. Él o ella reacomodan el men- 
saje encriptado en una matriz de izquierda a derecha en cada renglón, en donde el nümero 
de elementos en un renglón coincide con el tamaño de la matriz de código, multiplica por 
la derecha por el inverso de la matriz de código y puede leer el mensaje decodificado (de 
izquierda a derecha en cada renglón). 


a) (Lápiz y papel) Si se arregla el mensaje en una matriz realizando una lectura de izquierda 
a derecha de manera que el número de elementos en un renglón coincida con el tamaño 
de la matriz de código, ¿por qué debe multiplicarse por la derecha? ¿Por qué al multipli- 
car por la inversa se decodifica el mensaje (es decir, se deshace el encriptado)? 


b) Usted ha recibido el siguiente mensaje que fue encriptado usando la matriz dada А. 
Decodifíquelo (suponga que A=1, B=2, y así sucesivamente, y espacio = 27). 
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1 2 -—3 4 5 

=2 =5 B Oe o 

A=| 1 2 =2 7 9 
1 1 0 6 12 

2 4 —6 8 11 


Mensaje. 47, 49, — 19, 257, 487, 10, —9, 63, 137, 236, 79, 142, —184, 372, 536, 59, 70, —40, 332, 588 


Nota. El primer renglón de la matriz que necesita construir es 47 49 —19 257 487. Aho- 


ra continúe con el segundo reglón. 


KE] Transpuesta DE UNA MATRIZ 


DEFINICIÓN Ы 


En correspondencia а toda matriz existe otra que, como se verá en el capítulo 2, tiene propie- 
dades muy similares a las de la matriz original. 


Transpuesta 


Sea A = (a,) una matriz de m X n. Entonces la transpuesta de А, que se escribe A', es la 
matriz de n X m que se obtiene al intercambiar los renglones por las columnas de 4. De 
manera breve, se puede escribir 4' = (a; ). En otras palabras 


ап dp аг а, 05 ал 
E a а а. а а 
¡A 20 2 2» entonces A e| 2 ue (1) 
Gui an2 а а 0, i e 


Simplemente se coloca el renglón i de А como la columna i de 4' y la columna j de А 
como el renglón j de A'. 


ШЕШ Obtención de las transpuestas de tres matrices 


B Solución 


Encuentre las transpuestas de las matrices 





1 2 =06 
2 3 2. 31 2 3 4 
А= В= С= 
14 -1 4 6 ü. 2 
2 zx] 5 
Al intercambiar los renglones y las columnas de cada matriz se obtiene 
2: =] 1 2 0 2 
2 1 
А = | | B'=|3 4 C' =| 2 3 1 1 
3 4 
1 6 —-6 4 2 5 


1.9 Transpuesta de una matriz 119 


Observe, por ejemplo, que 4 es la componente en el renglón 2 y la columna 3 de C mientras que 
4 es la componente en el renglón 3 y la columnas 2 de C*. Esto significa que el elemento 2,3 de 
C es el elemento (3,2) de С". 


TEOREMA E Suponga que А = (а) es una matriz de n X ту B(b,) es una matriz de m X p. Entonces 
i. (4)' = A. (2) 
il. (AB) = BA". (3) 
iii. Si 4 y B son den X m, entonces (А + By = A' + В!. (4) 
iv. Si A es invertible, entonces 4' es invertible y (4) ! = (47!).. (5) 
L DEMOSTRACIÓN i. Esto sigue directamente de la definición de la transpuesta. 


ii. Primero, se observa que AB es una matriz de n X p, de manera que (ABY es de p X n. 
También В'еѕ de p X m y А es de m X n, de manera que В'А' es de p X n. De esta for- 
ma, ambas matrices en la ecuación (3) tienen el mismo tamaño. Ahora, el elemento ij 


de AB es БОЕ y éste es el elemento ji de (AB. Sean C = В'у D = A'. Entonces el 
elemento л Cp de C es 5 y el elemento ij, d, de D es ds. Así, el elemento ji de CD = 
elemento ji de B'4' = Y cd „= Ya, = Y a,b, = elemento ji de (4B). Lo dicho 
completa la demostracion de la DIR ii). i 

ili. Esta parte se deja como ejercicio (vea el problema 14). 


iv. Sea 47!= B. Entonces AB = BA = I de manera que, del inciso ii), (AB) = B'A‘ = Г 
= I y (BA) = A'B' = I. Por lo tanto, A' es invertible y B' es el inverso de A', es decir, 
(Ау! = В = (471). 


Га transpuesta juega un papel de suma importancia en la teoría de matrices. En capítulos 
posteriores se verá que A y 4' tienen muchas propiedades en común. Como las columnas de 
А! son renglones de A se podrán establecer hechos sobre la transpuesta para concluir que casi 
todo lo que es cierto para los renglones de una matriz se cumple para sus columnas. 


La siguiente definición es fundamental en la teoría de matrices. 


DEFINICIÓN EX Matriz simétrica 


La matriz (cuadrada) А de n X n se denomina simétrica si 4' = A. Es decir, las columnas 
de A son también los renglones de A. 


| EJEMPLO 2 | Cuatro matrices simétricas 


Las siguientes cuatro matrices son simétricas: 


-1 24 6 
1 —4 2 
1 2 2 T 3. 5 
I А= B=|-4 7 5 С= 
2 3 2 38 0 
5.0 —4 


En los capítulos 5 y 6 se verá la importancia de las matrices simétricas reales. 
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OTRA FORMA DE ESCRIBIR EL PRODUCTO ESCALAR 


а, b 
а, , эё 
Sean a=| ?|yb-| ? | dos vectores columna соп п componentes. Entonces, de la ecuación 
a b 
n n 
(1) en la página 58, 


a:b—ab,tab,t---tab, 
Ahora bien, a es una matriz de n X 1 de manera que a' es una matriz de 1 X n y 
а = (a, а,...а) 


Entonces a'b es una matriz de 1 X 1 (o escalar), y por la definición de la multiplicación de 
matriz 


b 
b 
a'b-(aa,--a,)| ? |-ab +a,b, *-- t ab, 


b 


n 


De ese modo, si a y b son vectores columna de n componentes, entonces 


La fórmula (6) será de utilidad más adelante en este libro. 


Problemas 1.9 . | | | | ||| |. .  J— /J— —X—  — — | 


AUTOEVALUACIÓN 


1. Si una matriz А es de 3 X 4, entonces 4! es una matriz de 


a)4X3 Б 3х4 с) 3х3 d) 4x4 
ll. Falso-verdadero: А! está definida sólo si А es una matriz cuadrada. 


Ill. Falso-verdadero: Si A es una matriz de n X n, entonces la diagonal principal de 4“ es 
la misma que la diagonal principal de A. 


IV. Falso-verdadero: [(4)T = А! 


10552203 
V. La transpuesta de es 
= 9 0 


=1 1 1 -I i o 
-1 -2 3 
a| 20 bi2 0 e) |= 3 ol | 
3 0 3 0 2 0 
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En los problemas 1 a 13 encuentre la transpuesta de la matriz dada. 


1. 


14. 
15. 


16. 


17. 
18. 
19. 


20. 
21. 


22. 


23. 
24. 


2 
-1 4 3 0 3 5 niae 
65 12 2 -1 A 
-— 123 1 2 3 
Е : P 20 7. -10 4 8. |2 4 —5 
i Е; 1 —5 7 
E e od - a bc 
2 2 7| 10 f Ж. | Hr T 12. "E 
=з 8 d кч e е €" 


ооо 
ооо 


Sean A у В matrices de n X m. Demuestre, usando la definición 1, que (А + B) = 4' + В. 


Una matriz А de п X n es normal si 4 4'= 4' А. Pruebe que la siguiente matriz es normal. 


EP 


2 «3 
Encuentre los números al y B tales que | 5 —6 2 | essimétrica. 
p 2.4 


Si A y B son matrices simétricas de n X n, pruebe que A + B es simétrica. 
Si A y B son matrices simétricas de n X n, demuestre que (ABY = BA. 


Demuestre que para cualquier matriz А la matriz producto 44' está definida y es una matriz 
simétrica. 


Demuestre que toda matriz diagonal es simétrica (vea el problema 1.8.31, página 109). 


Demuestre que la transpuesta de toda matriz diagonal superior es triangular inferior (vea el 
problema 1.8.35, página 110). 


Una matriz cuadrada se denomina antisimétrica si 4' — —A (es decir a, = —aj. ¿Cuáles de 
las siguientes matrices son antisimétricas? 


le d m 2 =2 =2 0 1 =l 
a) P y b) | о с) |2 22 d) | -1 0 2 
2 2 2 1-2 0 


Sean A y B dos matrices antisimétricas de n X п. Demuestre que А + B es antisimétrica. 


$1 A es una matriz real antisimétrica, demuestre que toda componente en la diagonal prin- 
cipal de A es cero. 
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25. Si A y B son matrices antisimétricas de n X n, demuestre que (4B) = BA de manera que 
AB es simétrica si y sólo si 4 y B conmutan. 


26. Sea A una matriz de n X n. Demuestre que la matriz (А + А”) es simétrica. 
27. Sea A una matriz de n X n. Demuestre que la matriz (A — А”) es antisimétrica. 


*28. Demuestre que cualquier matriz cuadrada se puede escribir de una forma ünica como la 
suma de una matriz simétrica y una matriz antisimétrica. 


a 


a | ; À | 
*29. Sea A = | H + una matriz con elementos reales no negativos que tiene las propieda- 


а A, 


des siguientes: i) a, +а? =1 y aj, +a}, =1 y ii) | ; | = 0. Demuestre que А es in- 
vertible y que 47! = 4". Я s 


12 22 


De los problemas 30 a 34 calcule (4%)! y (A^!) y demuestre que son iguales. 
30. 4-|] ? з, 9 32. 4= |2 ! 
3.4 6 3 3 2 


33. A= 


о ocu 
© N N 


1 1 
2 34. A= |0 2 
5-5 


Rh ы — 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


l. a) П. F) Ш. y) №. Y) V. b) 


MANEJO DE LA CALCULADORA 














Para obtener A'una vez que se tiene a la matriz en la pila se oprime la siguiente secuen- 
cia de teclas (observación: se considera que se está trabajando en modo RPN y con la 
bandera (flag) 117 en la posición SOFT) 


Ceo m — CACA Ea BRE 





МАТГАВ 1.9 


Información de MATLAB. Еп la mayoría de las aplicaciones, para encontrar la transpuesta de 
A, А", se da A”. Aquí ' es el apóstrofe. Si A tiene elementos complejos, A” ocasionará la trans- 
puesta conjugada compleja; si desea encontrar la transpuesta de A (sin conjugación compleja), 
utilice A.” 

Para generar matrices aleatorias consulte los problemas que aparecen en la sección ante- 
rior, MATLAB 1.6. 


L 


PROBLEMA 


PROYECTO 
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Genere cuatro pares, 4 y B, de matrices aleatorias tales que AB esté definido. Elija algunas 
matrices cuadradas y otras no cuadradas. Encuentre (AB) — A'B' y (ABY — B'A'. Concluya 
una fórmula para (АВ)! en términos de las transpuestas de A y В. 


Consulte el problema 2 de MATLAB 1.8. Para cada matriz presentada, verifique si 4'es о 
no invertible y relacione este dato con la invertibilidad de 4. Cuando tenga sentido para la 
matriz, compare inv(A”) con inv(AY. 


Genere cuatro matrices cuadradas aleatorias de diferentes tamaños. 


a) 


b) 


c) 


a) 


b) 


Para cada matriz A, encuentre B = Æ + A. Describa los patrones observados en la 
forma de estas matrices B. 


Para cada matriz А, sea С = А? — A. Describa los patrones observados en estas matri- 
ces C. 


Genere cuatro matrices aleatorias de diferentes tamaños, algunas cuadradas y otras no 
cuadradas. Para cada matriz F generada, encuentre G = F*F”. Describa los patrones 
observados en la forma de estas matrices G. 


(Lápiz y papel) Pruebe sus observaciones en los incisos a), b) y c) usando las propieda- 
des de la transpuesta. 


(Lápiz y papel) S1 A es una matriz con elementos reales, explique las razones por las 
cuales al resolver el sistema 4'x = 0 se obtienen todos los vectores reales x tales que x 
es perpendicular a todas las columnas de A. 


Para cada matriz A dada encuentre todos los vectores reales x tales que x es perpendi- 
cular a todas las columnas de A. 


2 01 2.4 5 

0 2 1 0. 5 7 

i A=| 1 1 1 li. 4=|7 8 0 
=1 1 1 70 4 

1 1 1 9 1 1 


Matrices ortogonales 


Sea A= 2*rand(4)—1 y sea О = orth(A) (doc orth). O es un ejemplo de matriz ortogonal. 
Las matrices ortogonales tienen propiedades especiales que se explorarán en este pro- 
blema. 


a) 


b) 


c) 


Genere un par de vectores aleatorios de 4 X 1, x y y. Calcule el producto escalar de 
X y y, llámelo s. Calcule el producto escalar de Ox y Oy; llámelo r. Encuentre s—r y 
utilice format short e para el despliegue en pantalla. Repita para otros tres pares de x 
y y. ¿Cuál es su conclusión al comparar el producto escalar de x y y con el producto 


escalar de Ox y Oy? 


Pruebe su conclusión del inciso a). Genere tres matrices ortogonales O de diferentes 
tamaños (usando el comando orth) y al menos dos pares de vectores x y y por cada O. 
Genere cuando menos una matriz compleja O. Para cada O y par x y y, compare el 
producto escalar de Ox y Oy. Escriba una descripción de su proceso y sus respectivos 
resultados. 


Para cada O generada demuestre que la longitud de cada columna de O es igual a 1 
y que cualesquiera dos columnas diferentes de O son perpendiculares entre sí (la lon- 
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gitud de un vector está dada por la raíz cuadrada del producto escalar de un vector 
consigo mismo: longitud = sqrt(x”*x) puede utilizar el comando norm en MATLAB 
(doc norm). Dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es igual a cero. 


d) Para cada O explore la relación entre Q,Q” e inv(Q). Formule una conclusión sobre 
esta relación. Describa su investigación y su proceso de pensamiento. Genere otras dos 
matrices aleatorias ortogonales de tamaños más grandes y pruebe su conclusión. 


e) (Lápiz y papel) Utilice la conclusión resultante del inciso d) (y otras propiedades cono- 
cidas) para probar la conclusión del inciso b). 


Utilice la conclusión del inciso b) para probar la observación del inciso c). [Sugeren- 
cia: Dada la columna de O seleccione un vector adecuado x tal que Ox sea igual a la 
columna dada.] 


ЕП IMATRICES ELEMENTALES Y MATRICES INVERSAS 


Considere que А es una matriz de m X n. Entonces, como se muestra a continuación, se pueden 
realizar operaciones elementales con renglones en A multiplicando А por la izquierda por una 
matriz adecuada. Las operaciones elementales con renglones son: 


i. Multiplicar el renglón i por un número c diferente de cero R,— cR, 
ii. Sumar un múltiplo del renglón ¡al renglón j RR CR, 
iii. Permutar (intercambiar) los renglones i y j RR, 


DEFINICIÓN [3| Matriz elemental 


Una matriz (cuadrada) £ de n X n se denomina una matriz elemental si se puede obtener 
a partir de la matriz identidad, Г, de n X n mediante una sola operación elemental con 
renglones. 


Notación. Una matriz elemental se denota por E, o por cR, R, + cR, o por P, de acuerdo con 
la forma en que se obtuvo de /. En este caso, Р, es la matriz obtenida a partir del intercambio 
de los renglones de i y j de Z. 


| EJEMPLO1 | Tres matrices elementales 


Obtenga tres matrices elementales de 3 X 3. 


0 
0 
1 


Matriz obtenida 
=5R, multiplicando el segundo 
renglón de / por 5 


R,>5R, 


O O н 
O O н 
ou © 
_ © © 


1 0 Matriz obtenida multiplicando 
0 0 |= А, —3R el primer renglón de / por —3 у 
=з 1 


0 
0 R,2R,—R 
1 sumándolo al tercer renglón 





iii. permutando el segundo y 


tercer renglones de 7 


Oo”. o c—oo- oc 


0 

1 

0 
0 Matriz obtenida 
1 
0 


O on. oo 


0 1 
0——— |0 
1 0 


= © © 


La prueba del siguiente teorema se deja como ejercicio (vea los problemas 68 a 70). 


TEOREMA 





B Solución 
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Para realizar una operación elemental en una matriz А se multiplica А por la izquierda 
por la matriz elemental adecuada. 


Operaciones elementales mediante la multiplicación por matrices elementales 


I. .3 2 1 
Sea 4=|4 2 3 —5 |. Realice las siguientes operaciones elementales con los renglones de 
3 1 -2 4 


A multiplicando А por la izquierda por una matriz elemental adecuada. 


i. Multiplique el segundo renglón por 5. 
ii. Multiplique el primer renglón por —3 y súmelo al tercer renglón. 
iii. Permute el segundo y tercer renglones. 

Como A es una matriz de 3 X 4, cada matriz elemental E debe ser de 3 X 3, ya que Е debe ser 
cuadrada y multiplica a A por la izquierda. Se usan aquí los resultados del ejemplo 1. 





1 0 011 3 2 1 П -3 2 1 
i. (58,)4=|0 5 0|4 2 3 -5 |=| 20 10 15 -25 
0 0 113 1 -2 4 3 1-2 4 
1 0 011 3 2 1 1 3 2 1 
ii. (R,=3R)JA=| 0 1 04 2 3 —5 |=| 4 2 3 =5 
-3 0 15413 1-2 4 0 -8 -8 1 
1 0 0l 3 2 1 1 3 2 1 
iii. (BJA=|0 0 1042 3 -5|=|3 1 -2 4 
0 1 043 1 -2 4 4 2 3 =5 
Considere los siguientes tres productos, con с = 0. 
1 100 100 
0 со |0 20 [= 010 (1) 
001/4001 001 
100 100 0 0 
01 0 01 0|2-0 1 0 (2) 
c 0 1)\—с 0 1 0 1 
1 0 01/11 0 0 100 
00 1/00 1[2)0 1 0 (3) 
0 1 0/0 1 0 0 0 1 


Las ecuaciones (1), (2) y (3) indican que toda matriz elemental es invertible y que su inversa 
es del mismo tipo (tabla 1.4). Estos datos se deducen a partir del teorema 1. Es obvio que si se 
realizan las operaciones А, R, + cR, seguida de К, R, — cR, sobre la matriz A, la matriz А 
no cambia. También А, > cR, seguida de R, > i R, y la permuta de los mismos dos renglones 
dos veces deja la matriz A sin cambio. Se tiene 
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(с®у = ы (4 

C 
(R, * cR) ! =R,- cR, (5) 
(Ру R (6) 


La ecuación (6) indica que 


Toda matriz de permutación elemental es su propia inversa. 


Resumiendo los resultados: 














Tabla 1.4 
r Efecto de Representación Al multiplicar Representación 
Matriz multiplicar A simbólica de | por la izquierda, | simbólica de 
elemental por la izquierda | las operaciones E" hace lo la operación 
tipo E por E elementales siguiente inversa 
Multiplica el Multiplica el 
Multiplicación renglón i de А por cR, renglón i de A = р 
cÉ0 por 1 í 
с 
Multiplica el Multiplica el 
Suma renglón i de A R+cR renglón i de A por RESTR 
por c y lo suma al 7 i —c y lo suma al j i 
renglón j renglón j 
Permuta los Permuta los 
Permutación renglones i y j P renglones i y j "P 
de A de A 




















TEOREMA E 


Toda matriz elemental es invertible. El inverso de una matriz elemental es una matriz 





del mismo tipo. 


Nota. El inverso de una matriz elemental se puede encontrar por inspección. No es necesario 
realizar cálculos. 


TEOREMA Ej 


DEMOSTRACIÓN 


LE 


Una matriz cuadrada es invertible si y sólo si es el producto de matrices elementales. 


Sea А = E,E,..., E, donde cada E, es una matriz elemental. Por el teorema 2, 
cada E, es invertible. Más aún, por el teorema 1.8.3, página 96, A es invertible'* y 


16 Aquí se usó le generalización del teorema 1.8.3 para más de dos matrices. Vea, por ejemplo, el problema 1.8.22 en 
la página 109. 
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la Al ll 
Alle, Ө T ooof UE 
En forma inversa, suponga que А es invertible. De acuerdo con el teorema 1.8.6 (teorema 
de resumen), А es equivalente por renglones a la matriz identidad, lo que significa que А 
se puede reducir a / mediante un nümero finito de operaciones elementales. Para el teore- 
ma 1 cada operación de este tipo se logra multiplicando A por la izquierda por una ma- 


triz elemental y, por consiguiente, existen matrices elementales Е, Е,,..., E, tales que 
E E 


Así, del teorema 1.8.7 en la página 107, 


EB peoos ЁЁ = A 


m do 


y como cada E, es invertible por el teorema 2, 


с е a (0 


m-l "m 


Como la inversa de una matriz elemental es una matriz elemental, se ha escrito 4 como 
el producto de matrices elementales y esto completa la prueba. 


METE Cómo escribir una matriz invertible como el producto de matrices elementales 


2 4 6 
Demuestre que la matriz 4A=|4 5 6 | es invertible y escríbala como un producto de ma- 
trices elementales. 3 1 -2 


E Solución Ya seha trabajado con esta matriz, en el ejemplo 1.3.1 en la página 7. Para resolver el problema 
se reduce Á a Гу se registran las operaciones elementales con renglones. En el ejemplo 1.8.6 en 
la página 101 se redujo А a T haciendo uso de las siguientes operaciones: 


IR RARO RO3R ER 
R-2RS RAS. RD RAR 
R,-2R, 


A^! se obtuvo comenzando con / y aplicando estas nueve operaciones elementales. De este 
modo, A”! es el producto de nueve matrices elementales: 


1 0 0110 1 [1 0 0/1.0 01 -2 0 
А!=|0 1 -2]|0 1 0[0 1 010 1 010 1 0 
0 0 140.0 1/0 O -1/40 5 1/40 0 1 
R,-2R, R +R, -R, R,+5R, R,-2R, 

1 0 0 100 1 0 013 00 

x 0 —+ 0 0 1 01-4 1 01010 

0 0 1-3 0 1 0 O 140. 0 I 

-in, R,3R, R, AR, Е, 
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Por lo que А = (47)! = producto de las inversas de las nueve matrices en orden opuesto: 


24 6 20 0/1 0 0/1 0 0 0 011 2 0 
4 5 6-01 004 1 OJO 1 OfO -3 0[0 1 0 
з i —2 0 0 1/0 O 1/3 0 130 0 > 1Д0 O 1 
2R, R,3AR, R,+3R, 3R, R +2R, 
1 0 011 0 0\10 —1||1 00 

хо 10/01] 001 OJO 1 2 

0 —5 1410 0 —1A0 0 0 0 1 

R,-SR, =R, R,-R, R,32R, 


Se puede hacer uso del teorema 3 para extender el teorema de resumen, cuya ültima versión se 
presentó en la página 106. 


TEOREMA EmV Teorema de resumen (punto de vista 3) 


Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes siete afirmaciones son equivalentes. 
Es decir, cada una implica a las otras seis (de manera que si una afirmación es cierta, 
todas son ciertas, y si una es falsa, todas son falsas). 


i. A es invertible. 
ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial (x — 0). 
iii. El sistema Ax — b tiene una solución ünica para cada n-vector b. 


iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad de n X n, Т; es decir, la forma 
escalonada reducida por renglones de A es Г. 


V. А se puede escribir como el producto de matrices elementales. 
vi. La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes. 


vii. det А = 0 (por ahora, det А está definido sólo si А es una matriz de 2 X 2). 


Existe un resultado adicional que será útil en la sección 2.3. En primera instancia se necesita 
una definición (dada antes en el problema 1.8.29, página 109). 


DEFINICIÓN ER Matriz triangular superior y matriz triangular inferior 


Una matriz cuadrada se denomina triangular superior (inferior) si todas sus componen- 
tes abajo (arriba) de la diagonal principal son cero. 


Nota. a, está debajo de la diagonal principal si ¡> j. 


| EJEMPLO 4 | Dos matrices triangulares superiores y dos matrices triangulares inferiores 


Las matrices U y V son triangulares superiores mientras que las matrices L y M son triangula- 
res inferiores: 
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2 -3 5 к 
НЕ "(s 
0 =2 
0 02 
2000 
Е 0 0 au —5 400 
5 1 6 1 2 0 
3.0 15 
TEOREMA E Sea A una matriz cuadrada. Entonces A se puede escribir como un producto de matrices 


elementales y una matriz triangular superior U. En el producto, las matrices elementales 
se encuentran a la izquierda y la matriz triangular superior a la derecha. 


DEMOSTRACIÓN La eliminación gaussiana para resolver el sistema Ax — b da como resultado una matriz 
бо triangular superior. Para que esto sea evidente, observe que la eliminación gaussiana 
terminará cuando la matriz esté en la forma escalonada por renglones, y la forma es- 
calonada por renglones de una matriz cuadrada sea triangular superior. Se denota me- 
diante U a la forma escalonada por renglones de 4. Entonces A se reduce a U a través 
de una serie de operaciones elementales por renglón, cada una de las cuales se puede 

obtener multiplicando por una matriz elemental. Así, 


U — E, E, ,.. E,EA 
ASE EEUU 


т] т 


Como la inversa de una matriz elemental es una matriz elemental se ha escrito А como 
el producto de matrices elementales y U. 


| EJEMPLO 5 | Cómo escribir una matriz como el producto de matrices elementales 


y una matriz triangular superior 


Escriba la matriz 
369 
A=|2 5 1 
1 1.8 
como el producto de matrices elementales y una matriz triangular superior. 


E Solución ^ Sereduce A por renglones para obtener la forma escalonada por renglones: 


369 123 
25 1|—®7® 2 5 1 
118 1 18 
asses 11.2 3 12 3 
AA | -5| уу | 6 |е 
0-1 5 00 0 
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Después, al trabajar hacia atrás, se ve que 


12 3 100|[ 100 
U=|0 1 -S5|=f0 1 0 010 
00 0) 10 0 1/A-10 1 
R,+R, R,-R, 

100200136 9 

х|—2 100/150 1 012 5 I 

0.0 1410 1/1 1 8 

R,2R, УК А 


y tomando las inversas de las cuatro matrices elementales se obtiene 


3.6 9 з 0 01/1 0 0 
A=|2 5 1|=|0 1 0/2 1 0 
118 0.0 1/40 O 1 
3R, R, +2R, 
1 0 0/1 0 01 2 3 
х|0 1 00 1 OjO 1 -5 
10 1Д0 -1 1J0 0 0 
R,+R, Е, Е, U 
Problemas 1.10 
AUTOEVALUACIÓN 


De las afirmaciones siguientes indique si son falsas o verdaderas 
l. El producto de dos matrices elementales es una matriz elemental. 
Il. El inverso de una matriz elemental es una matriz elemental. 
Ш. Toda matriz se puede escribir como el producto de matrices elementales. 
IV. Toda matriz cuadrada se puede escribir como el producto de matrices elementales. 
V. Toda matriz invertible se puede escribir como el producto de matrices elementales. 


VI. Toda matriz cuadrada se puede escribir como el producto de matrices elementales y 
una matriz triangular superior. 


Elija la opción que represente la respuesta correcta 


100 
VII. La inversade|0 1 0 | еѕ 
3 i 


0 

1 1.0 =, 100 
1 0 0 1 oo 1 d)|0 1 0 
=3 0 4 © @ 1 ози 
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0 
VIII. Lainversade|0 1 0|es 
0 4 
0 100 a 0 @ 0 0 
1 b) 1010 с |0 1 0 а |0 1 
00 $ 0. 0 1 0 0 
1 0 
IX. La inversa de 0 0|е$ З 
0 1 
0 1 -i| | o @ 0 0 
l @ 0 0 с) |0 0 1 d 1100 
0 0 й = 0 1 0 0 0 1 
Delos problemas 1 a 15 determine cuáles matrices son matrices elementales. 
L 1 0 2. 1 0 3, 1 3 
0 1 1 1 0 1 
ao? gt e |? 3 
1 1 0 2 2 0 
0 1 0 0 
1 f ; 8 0 9. |00 1 
vm 0 0 100 
0 1 3 100 
10. |2 11. jo 1 12. |2 1 0 
3 0 1 0 0 1 0 0 I 
1000 1000 1-100 
13. |0 1 0 0 14, 11 1 0 0 15. 19 100 
00 10 0010 0 010 
0 10 I 0.0 1 I 0 00 1 


De los problemas 16 a 26 escriba la matriz elemental de 3 X 3 que lleva a cabo las operaciones 
con renglones dadas sobre una matriz А de 3 X 5 mediante multiplicaciones por la izquierda. 


16. R,>4R, 17. К, К, + 2R, 18. К, К, + 3R, 
19. R, R, – ЗК, 20. R > К, + AR, 21. R = К, 
22. К, К, 23. К, К, 24. К, К, + R, 


25. R,—-R, 26. R,—R,-— 4R, 
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De los problemas 27 a 39 encuentre la matriz elemental E tal que EA = B. 


an gs > е 
-1 4 2 -8 -1 4 -5 -2 





29 del taa + 8. dal ^ "ns die 
3 4 4 6 -1 4 -] 4 
Е 12 -3 4 
31. 4= еа di 32. А= ,B- 
-1 4 2 3 4 6 4 6 
12 5 6 12 p» 
33. A=13 4|,B=13 4 34. A=13 4|,B=|0 -2 
5 6 1 6 5 6 
0 5 -3 -1 12 -1 -2 
35. 42|1 2|,B=| 1 2 36. A=13 4|, B=| 3 4 
з 4 з 4 5 6 5 6 
12 —5 —6 
37. 4=|3 4| B=| 3 4 
5 6 5 6 


1 2 352 1 2 5 2 
38. A=|0 -1 3 4|, B=|0 —1 3 4 

5 Q0 22 7 0 -10 -27 -3 

10 2 52 1 0 11 10 
39. 4=|0 -1 3 4|,B=|0 -1 3 4 

5 0-2 7 5 0 =2: Y 


De los problemas 40 a 52 encuentre la inversa de la matriz elemental dada. 


40. [1 9 41. [1 3 42. | 10 
0 1 0 1 -3 1 





010 Ne 
43. f у 44. |1 00 45. |о1 0 
^^. 0 0 1 0 0 
1-20 100 1 00 
46. |0 1 0 4.| 010 48. |0 —1 
0 01 -2 0 1 0 01 
1010 1005 1 000 
0100 0100 0 100 
ооо ТЕЕ БАГЕТ 
0001 0001 0 001 
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1000 
0100 
—6 0 1 0 
000 I 


Delos problemas 53 a 62 demuestre que cada matriz es invertible y escríbala como un producto 
de matrices elementales. 


53. 


56. 


59. 


62. 


63. 


64. 


*65. 


*66. 


*67. 


68. 





111 
E j 54. | 55.10 2 3 
3 2 3 4 Rd 
3 2 -1 0 2 04 
0 2 57. lo 1-1 58. |0 1 1 
0 0 -i 1 0 1 3 -1 1 
- 20 00 2100 
m so [93 09 a 192.4 39 
0 0-40 0021 
к. 00 05 0002 
3000 
1300 
0130 
0013 


b . . 

Sea A— f | donde ас z 0. Escriba А como un producto de tres matrices elementales y 
C 

concluya que A es invertible. 


a b c 

Sea 4=|0 d e | donde adf 0. Escriba А como un producto de seis matrices elementa- 
0 0 f 

les y concluya que А es invertible. 


Sea A una matriz triangular superior de n X n. Pruebe que si toda componente en la diago- 
nal de A es diferente de cero, entonces 4 es invertible. [Sugerencia: Remítase a los proble- 
mas 63 y 64.] 


Demuestre que si А es una matriz triangular superior de n X п con componentes diferentes 
de cero en la diagonal, entonces 4”! es triangular superior. 


Utilice el teorema 1.9.1 iv), página 119 y el resultado del problema 66 para demostrar que 
si Á es una matriz triangular inferior con componentes diferentes de cero en la diagonal, 
entonces А es invertible y A^! es triangular inferior. 


Demuestre que si P, es la matriz de n X n obtenida permutando los renglones i y j de 1, 
entonces P A es la matriz obtenida al permutar los renglones i y j de A. 
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69. 


70. 


Sea A, la matriz con c en la posición ji, unos en la diagonal y ceros en otro lado. De- 
muestre que 4,4 es la matriz obtenida al multiplicar el renglón i de А por c y sumarlo al 
renglón de j. 


Sea M, la matriz con с en la posición її, unos en las otras posiciones de la diagonal, y 
ceros en otro lado. Demuestre que MA es la matriz obtenida al multiplicar el renglón i 
de A por c. 


Delos problemas 71 a 78 escriba cada matriz cuadrada como un producto de matrices elemen- 
tales y de una matriz triangular superior. 


71. 


74. 


TT. 





gest d 3x. Ае! * 7? 18. ap^. * 
2 4 -4 6 3 —6 
1-3 iw 
"n 3-3 
de 75. А=|2 14 76. dl —3 1 
4 —1 8 1 02 
100 13 =i 
A=1 2 3 0 78. A=|0 4 
-1 4 0 0.0 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 
|. F TZ Ш. F IV. F М у М. V 
МІ. a) Ми. b) IX. 4) 


ЕЕЕ МАТІАВ 1.10 


1. 


El presente problema explora la forma de las matrices elementales. Observe que cada ma- 
triz elemental se puede obtener a partir de la matriz identidad con una modificación. Por 
ejemplo, 


F= es la identidad con F(2, 2) = c 


о ьо н 
о о o 
oso 


En MATLAB, F = eye(3); F(2,2) = e 


— c 


1 

Е=|0 

0 

En MATLAB, Е = еуе(3); F(3,2) = с 


es Ја identidad de F(3, 2) = с 


— o c 


o 


F= es la identidad con renglones 2 y 3 intercambiados 


о © m= 
Rosso 
о .o 


En MATLAB, Е = eye(3); F([2, 31,:) = F([3, 2],:) 
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a) Dé A= round(10*(2*rand(4)— 1)). De la manera recién descrita, introduzca las matrices 
F que representan las siguientes operaciones con renglones. Encuentre F*A para probar 
que F lleva a cabo las operaciones realizadas. 


i. R,>4R, ii. R —> R o AR, iii. Intercambio de R, y R, 
b) Encuentre inv(F) para cada F de a). Para cada F, explique las razones por las cuales 


inv(F) es una matriz elemental y describa qué operaciones representa con renglones. 
¿Por qué es esta operación la “inversa” de la operación original con renglones? 


Es necesario reducir una matriz dada a la forma escalonada reducida por renglones mul- 
tiplicándola por matrices elementales, guardando el producto en el orden en el que se usa. 
Por cuestión de exactitud deberán calcularse los multiplicadores usando la notación ma- 
tricial (vea en MATLAB 1.5, problema 1, el cálculo de los multiplicadores y observe en el 
problema 1 de esta sección cómo se forman las matrices elementales). 


72 3 
а) Sea A=|-1 0 4|. 
2 1 1 


introduzca esta matriz y guárdela en А. Dé B = A. Esto coloca una copia de А en B. Se 
puede reducir В de manera que contenga rref(A) y quede en А la matriz original. 
c = —BQ,1)/B(1,1) 
F1 = eye(3); F1(2,1) = c 
B = FI*B 
F = Fl 
c = —B(3,1)/B(1,1) 
forme F2 соп с en la posición correcta 
B = F2:xB 
F = F2*F 
Continúe de esta manera hasta que B se encuentre en la forma escalonada reducida por 


renglones. Si cualquier elemento pivote es cero, será necesario realizar un intercambio 
de renglones multiplicando por la matriz elemental adecuada. 


b) Encuentre F*A y A*F donde Fes el producto de las matrices elementales usadas y A es 
la matriz original. ¿Qué le dice esto sobre la relación entre F y 4? (justifique su respues- 
ta). 

c) Encuentre Р = F1" F2 ---*Fm !, donde FI es la primera matriz elemental usada y 
Fm es la última. ¿Cuál es la relación entre D y 4? (justifique su respuesta). 


02 3 
d) Repita de los incisos a) a c) para A=| 1 1 4 
2 4 1 
12 3 
a) SeaA—|1 1 71. 
2 4 5 


Realice las operaciones por renglones haciendo uso de la multiplicación por matrices 
elementales que se describió en el problema 1 de esta sección, guardando los productos 
de las matrices elementales pero realizando únicamente operaciones con renglones de 
la forma R, >R, + cR, hasta que A se reduzca a la forma triangular superior (no cree 
unos en las posiciones pivote). Dé a cada matriz elemental un nombre de variable y des- 
pliegue todas las que use y sus inversas. Llame U a la forma triangular superior, que es 
el resultado final, y F al producto de todas las matrices elementales utilizadas. 
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b) Encuentre L = FI! * F27! x ... Fm”!, donde FI es la primera matriz elemental usada y 
Fm la última. ¿Qué puede deducir acerca de la forma de L, los de las matrices elementa- 
les y los de las inversas de éstas? (analice los elementos y sus posiciones). 


c) Verifique que LU — A (asegürese de que A sea la matriz original. Recuerde que U es el 
resultado final de la reducción). Pruebe que esto sea cierto. 


6 2 7 3 
10 1 4 

Repita de los incisos a) a c) para A = . 
d) Rep )ac)p ЕТЕ 
4 8 9 5 


ERI] Facrorizaciones LU DE UNA MATRIZ 


En esta sección se muestra la forma en la cual se escribe una matriz cuadrada como un produc- 
to de matrices triangulares. Esta factorización resulta útil para resolver sistemas lineales con 
una computadora y se puede utilizar para probar resultados importantes sobre matrices. 

En la sección 1.3 se estudió la eliminación gaussiana. En ese proceso se puede reducir una 
matriz a la forma escalonada por renglones. Recuerde que la forma escalonada por renglones 
de una matriz cuadrada es una matriz triangular superior con unos y ceros en la diagonal prin- 
cipal. A manera de ejemplo, la forma escalonada por renglones de una matriz de 3 X 3 se ve 


como sigue: 

lx x lx x lx ох X x 

0 1 x| о |O 1 x| o 0 о 0 0| o 

0.0 1 ооо ооо 0 0 
0 х 0 0 000 
0 0 1| о |0 0 0| o |0 0 0 
ооо 000 000 


Para los propósitos de esta sección se pretende reducir por renglones una matriz a la forma 
triangular superior donde los números diferentes de cero en la diagonal principal no son nece- 
sariamente unos. Esto se logra no insistiendo en que cada pivote sea igual a 1. 


| EJEMPLO 1 | Encuentre una factorización LU de una matriz A 


2 3 2 4 
А 4 10 -4 NP : 
Reduzca por renglones la matriz A = $ LO 2d c a una matriz triangular superior y 
-2 4 4-7 
después escriba 4 como un producto de una matriz triangular inferior y una matriz triangular 
superior. 


E Solución ^ Se procede como antes; sólo que esta vez no se dividen los elementos de la diagonal (pivotes) 
por sí mismos: 


» Wd 2 4\ aa 23 2 4 23 2 4 
R,>R, +28 R, >R, — $R, 
4 10 —4 0 R, >R, +R, 0.4 -8 -8 R,2R, - 18, 0.4 -8 -8 
————5 
=3 =2 =5 =2 02-2 4 00 3 9 
—2 ÆA 4—7] 07 6 -3 0.0 20 11 
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2 3 2 4 

R,2R,— Ук, 0.4 -8 —8 
=U 

0 0 3 9 

00 0 —-49 


Usando las matrices elementales como en el ejemplo 1.10.5, página 129, se puede escribir 


10 о oí 000Y1 ооо 
0191 0 ofo тоојо тоо 
00 1 olo отоо —2 10 
o o -2 1\0 -2 o 1flo 0 о 1 
1000100011000 
49100]0100[|-2100| 
0010[|2017 0| 00 10 
ооо 130 0 0 IÁ 0 0 0 I 
о 
гоо 0 тоо о 1000 
41219 01 010 0] отоо 
о0от1 0-2 01 О 0010 
000 1Д 000 14-1 о 0 I 
100 01 оо о\{1 о о о 
„10 1 оојотоојото of, 
03 т 0fo 0 1 0|0 0 1 0 
ооо 1flo Z 0 1/0 0 2 1 


Se ha escrito 4 como un producto de seis matrices elementales y una matriz triangular superior. 
Sea L el producto de las matrices elementales. Debe verificar que 


0 


0 mE КЕСЕ: . 
, que se trata de una matriz triangular inferior con unos en la diagonal. 


N ka 
Alu = = O 
= о о о 


= юш 


20 


3 


Después se puede escribir А = LU, donde L es triangular inferior y U es triangular superior. 
Los elementos de la diagonal de L son todos iguales a 1 y los elementos de la diagonal de U son 
los pivotes. Esta factorización se llama factorización LU de A. 

El procedimiento utilizado en el ejemplo 1 se puede llevar a cabo mientras no se requieran 
permutaciones para poder reducir 4 a la forma triangular. Esto no siempre es factible. Por 
ejemplo, el primer paso en la reducción por renglones de 


0 2 3 
2 —4 7 
1 s» 5 


es permutar (intercambiar) los renglones 1 y 2 o los renglones 1 y 3. 
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Suponga que por el momento dicha permutación no es necesaria. Entonces, al igual que en 
el ejemplo 1, se puede escribir А = E,,E,,... E, U, donde U es una matriz triangular superior y 
cada matriz elemental es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal. Esto se deduce 
del hecho de que E es de la forma R, + cR,(no hay permutaciones ni multiplicaciones de ren- 
glones por constantes). Más aún, los números que se hacen cero en la reducción por renglones 
están siempre abajo de la diagonal de manera que en R, + cR, siempre se cumple que j > i. De 
este modo, las c aparecen abajo de la diagonal. La prueba del siguiente teorema no es compli- 
cada (vea los problemas 31 y 32). 


El producto de las matrices triangulares inferiores con unos en la diagonal es una matriz 
triangular inferior con unos en la diagonal. Más aún, el producto de dos matrices trian- 
gulares superiores es una matriz triangular superior. 


Teorema de la factorización LU 


Sea A una matriz cuadrada (л X п) y suponga que А se puede reducir por renglones a 
una matriz triangular U sin hacer alguna permutación entre sus renglones. Entonces 
existe una matriz triangular inferior L invertible con unos en la diagonal tal que 4 = 
LU. Si, además, U tiene n pivotes (es decir, 4 es invertible), entonces esta factorización 
es única. 


Uy L se obtienen como en el ejemplo 1. Sólo es necesario probar la unicidad en el caso de 
que A sea invertible. Como U tiene п pivotes, su forma escalonada por renglones también 
tiene n pivotes (para verificar esto divida cada renglón de U por el pivote en ese renglón). 
Entonces, de acuerdo con el teorema de resumen en la página 128, U es invertible. 

Para demostrar que L es invertible, considere la ecuación Lx = 0. 


1 0 011 x, 0 
Gy 1 0 || x, " 0 
а Aa 1 п 0 
Se deduce que x, = 0, а, х, + x, = 0, etc. lo que demuestra que x, = x; = х = Оу 


L es invertible por el teorema de resumen. Para demostrar la unicidad, suponga que 
A = LU, = L,U,. Entonces 


UU, - (Z1 (UU; )- 5 (киш = (Lu;)U; = (11) (0и), 


Para el resultado del problema 1.8.36 en la página 110, U;' es triangular superior y L 
es triangular inferior. Todavía más, según el teorema 1, L7'L, es una matriz triangular 
inferior con unos en la diagonal mientras que U,U,”' es triangular superior. La única 
forma en que una matriz triangular superior y una inferior pueden ser iguales es si am- 
bas son diagonales. Como EA tiene unos en la diagonal se ve que 


UU; = ЦИ, =I 


de lo que se deduce que О = U, y L, = І. 
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Uso DE LA FACTORIZACIÓN LU PARA RESOLVER 
UN SISTEMA DE ECUACIONES 


LUx =b 


| EJEMPLO2 | Uso de la factorización LU para resolver un sistema 


B Solución 


Resuelva el sistema Ax — b, donde 


А= 


Del ejemplo 1 se puede escribir А = LU, donde 


El sistema Ly = b conduce a las ecuaciones 


2 3 2 4 4 
4 10 -4 0 -8 
y b- 

-3 -2 -5 -2 -4 
2. 4 4-7 -1 
1000 23 2 4 
2100 0 4 -8 -8 
y U= 
з зто 00 3 9 
jx e y 00 0 -49 
y, = 4 
29, + y, =-—8 
+ t ==4 
=y t 33, ре 


де 


16 





= =g = 24 > 


y, =-4 + 33у + у, = 12 


^ 


=1 + Y; ey ee == 


Se acaba de realizar la sustitución hacia delante. Ahora, de Ux — y se obtiene 





2x, t 3x, t 2x, + 4x,— 4 
4x, — 8x, 8x, ——16 
3x, + 9x,—- 12 


+ 49x, ——49 
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Suponga que se quiere resolver el sistema Ax = b, donde А es invertible. Si А satisface la hipó- 
tesis del teorema 2 se puede escribir 


Como L es invertible, existe un vector único y tal que Ly = b. Como U también es invertible, 
existe un vector único x tal que Ux = y. Entonces Ax — L( Ux) = Ly = b y nuestro sistema 
está resuelto. Observe que Ly — b se puede resolver directamente mediante la sustitución hacia 
atrás. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. 
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o 
x= 1 
3x, = 12 — 9x, = 3, de manera que x, = 1 
4x, — —16 +8x, + 8x, = 0, de manera que x, = 0 
2x, = 4=3x —2x, — 4x, = =2, por lo que x, = —1 


La solución es 


LA FACTORIZACIÓN PA = LU 


Suponga que con el propósito de reducir 4 a una matriz triangular se requiere alguna permuta- 
ción. Una matriz de permutación elemental es una matriz elemental asociada con la operación 
con renglones А => R, Suponga que, de momento, se sabe por anticipado cuáles permutaciones 
deben realizarse. Cada permutación se lleva a cabo multiplicando A por la izquierda por una 
matriz de permutación elemental denotada por Р, Suponga que en la reducción por renglones 
se realizan m permutaciones. Sea 
PEBP P 

El producto de las matrices de permutaciones elementales se llama matriz de permutación. De 
forma alternativa, una matriz de permutación es una matriz n X n cuyos renglones son los ren- 
glones de /,, pero no necesariamente en el mismo orden. 

Ahora, hacer las n permutaciones de antemano es equivalente a multiplicar A por la iz- 
quierda por P. Es decir, 


PA es una matriz que debe ser reducida por renglones a una matriz triangular superior sin 
realizar permutaciones adicionales. 


| EJEMPLO3 | Una factorización PA = LU 


Para reducir A por renglones a la forma triangular superior, primero se intercambian los ren- 
glones 1 y 3 y después se continúa como se muestra a continuación 


0 23 
А=|2 -4 7 
1-25 


Al realizar esta reducción por renglones se hicieron dos permutaciones. Primero se intercam- 
biaron los renglones 1 y 3 y después los renglones 2 y 3. 


0 23 1—2 5 1—2 5 1—2 5 
2 =й 1 ъа. туша у усти Шш 9 x 8 


] -—2. 5 0 2 3 0 2 3 0 0-3 
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у 
001 100 

B=|0 1 0| y Р,=|0 0 1 

100 010 


Esta matriz se puede reducir a una forma triangular superior sin permutaciones. Se tiene 


1 0 0\(0 O I 0 0 1 
P=PP=|0 0 110 1 0/=|1 0 0 
0 1 0Д1 0 0 010 
Así, como en el ejemplo 1. 
00 11/0 2 3 1-2 5 
PA=|1 0 012 -4 7|=|0 2 3 |. 
0 1 041 -2 5 2 =4 =7 


Al generalizar el resultado del ejemplo 3 se obtiene el siguiente teorema. 


TEOREMA Ej Sea A una matriz invertible de n X n. Entonces existe una matriz de permutación P tal 
que 


РА= LU 


donde L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal y U es triangular su- 
perior. Para cada P (puede haber más de una), las matrices L y U son únicas. 


Nota. Si se elige una P diferente se obtienen matrices diferentes. Si consideramos el ejemplo 3, 

sea 
010 

Р=| 100 (que corresponde a la permutación de los dos primeros renglones en el pri- 

001 mer paso). 


Se debe verificar que 


1 0 012 -4 7 

P*A=LU =|0 1 0|0 2 3 
LIU 

i0 1/40 0 3$ 


SOLUCIÓN DE UN SISTEMA USANDO LA FACTORIZACIÓN PA = LU 


Considere el sistema Ax — b y suponga que PA — LU. Entonces 


PAx = Pb 
LUx = Pb 


y se puede resolver este sistema de la misma manera que en el ejemplo 2. 
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| EJEMPLO 4 | Solución de un sistema usando la factorización PA = LU 


Resuelva el sistema 
2х, +3x,= 7 
хоо Лх e 9 


x Z 2x, + 5х, =—6 


E Solución Se puede escribir este sistema como Ах = b, donde 


0 23 7 
A=|2 -4 7| y b=| 9 
1 =2 5 —6 
Entonces, del ejemplo 3 
0 0 1 7 —6 
LUx=PAx=Pb=|1 0 0 9|=| 7 
0 1 0Д—6 
—6 
Se busca una y tal que Ly =| 7 |. Es decir 
9 
1 0 0)», —6 
0 1 0Оу,у=| 7 
2.0 1), 9 
—6 
Entonces у, = =6, y, = 7 y 2y, + y, = 9, por lo que y, = 21 y y=| 7 
21 
—6 
Continuando, se busca una x tal que Ux =| 7 |; es decir, 
21 
1 =2 5 [х =6 
0 2 3lx|=| 7 
0 0 =31% 21 
Por lo que 
х,— 2%, FI. == 
2х, +3x,= 9 
= 3x, = 21 
Por último, 
x, = —7 


2x, +3(-7) = 7, de manera que x, = 14 
x, —2(14)+5(—7) 


—6, por lo que x, = 57 


1.11 Factorizaciones LU de una matriz 143 


La solución es 


UNA FORMA SENCILLA PARA ENCONTRAR 
LA FACTORIZACIÓN LU DE UNA MATRIZ 


Suponga que А es una matriz cuadrada que se puede reducir a una matriz triangular superior 
sin llevar a cabo permutaciones. Por ende existe un camino más sencillo para encontrar la fac- 
torización LU de A sin hacer uso de la reducción por renglones. Este método se ilustrará en el 
siguiente ejemplo. 


| EJEMPLO 5 | Un camino más sencillo para obtener la factorización LU 


B Solución 


Encuentre la factorización LU de 


2 3 2 4 
4 10 -4 0 
А= 
-3 -2 -5 -2 
-2 4 4 -7 


El presente problema se resolvió en el ejemplo 1. Ahora se hará uso de un método más sencillo. 
Si А = LU, se sabe que A se puede factorizar como: 


2 3 2 4 100 01232 4 
4 10 -4 0 a 1 0 010 и v w 
3 2-5 -2 b c 1010 0 x y 
=2 4 4 -7 d e f 1100 0 z 


Observe que el primer renglón de U es el mismo que el primer renglón de 4 porque al reducir 4 
a la forma triangular, no hace falta modificar los elementos del primer renglón. 

Se pueden obtener todos los coeficientes faltantes con tan sólo multiplicar las matrices. 
La componente 2,1 de А es 4. De este modo, el producto escalar del segundo renglón de L y la 
primera columna de U es igual a 4: 


4=2a0a=2 
А51 
2 3 2 4 1 0 0 O2 3 2 4 
4 10-4 0| | 2 1 0 010 w4 x-8 m-8 
-3 —2 -5 —2| DX-2 ws. 1 ojo 0 хз y9 
-2 4 4 -7] (W-1 wi X2 ijo 0 0 x-49 


Después se tiene: 


componente 2, 2: 10=6+u=> u=4 
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De aquí en adelante se pueden insertar los valores que se encuentran en L y U: 


componente 2, 3: =4=4+v> v=-8 
componente 2, 4: 0=8+w= w=-38 
componente 3, 1: =3=2b=> b--$ 

componente 3, 2: -22-2t4c2 c=i 
componente 3, 3: —-5=-3-5+x> x=3 
componente 3, 4: =2=-=6-5+y=> y=9 
componente 4, 1: —2-2d—  d=-1 

componente 4, 2: 4=-3+4e= e=1 
componente 4, 3: 4=-2-14+3f= f=2 
componente 4, 4: 7 =-4-14+60+z2=> z=-49 


La factorización es el resultado que se obtuvo en el ejemplo 1 con un esfuerzo considerable- 
mente menor. 


Observación. Resulta sencillo, en una computadora, poner en práctica la técnica ilustrada en 
el ejemplo 5. 


ADVERTENCIA La técnica que se ilustra en el ejemplo 5 funciona únicamente si А se puede reducir a una 


matriz triangular sin realizar permutaciones. Si las permutaciones son necesarias, primero 
se debe multiplicar А por la izquierda por una matriz de permutación adecuada; después se 
puede aplicar este proceso para obtener la factorización PA = LU. 


FACTORIZACIÓN LU PARA MATRICES SINGULARES 


Si А es una matriz cuadrada singular (no invertible), la forma escalonada por renglones de 
А tendrá al menos un renglón de ceros, al igual que la forma triangular de А. Es posible que 
todavía se pueda escribir А = LU o РА = LU, pero en este caso U no será invertible y L y U 
pueden no ser únicas. 


| EJEMPLO6 | Cuando A no es invertible, la factorización LU puede no ser única 


Haciendo uso de la técnica de los ejemplos 1 o 5 se obtiene la factorización 





1 2 3 10 011123 
A=|-1 -2 -3|=|-1 1 010 0 O|=LU 
2 4 6 2 0 140.0 0 
100 
Sin embargo, si se hace L =| -1 1 0 |, entonces А = L,U para cualquier número real x. 


2 x 1 
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En cuyo caso, 4 tiene una factorización LU pero no es única. Debe verificarse que А no es 
invertible. 


Por otro lado, 


1 2 3 1 0 01 2 3 
B=|2 —1 4|=|2 1 010 -5 -2|=£U' 
3 1 7 3 1 150 0 0 


y esta factorización es única, aunque В no sea invertible. El lector debe verificar estos datos. 


Este ejemplo muestra que si una matriz cuadrada con una factorización LU no es inverti- 
ble, su factorización LU puede ser o no única. 


FACTORIZACIÓN LU PARA MATRICES NO CUADRADAS 


En ocasiones es posible encontrar factorizaciones LU para matrices que no son cuadradas. 


TEOREMA a | Factorización LU para matrices no cuadradas 


Sea А una matriz de m Х п. Suponga que А se puede reducir a su forma escalonada por 
renglones sin realizar permutaciones. Entonces existen una matriz L triangular inferior 
de m X m con unos en la diagonal y una matriz U de m X n con u, = 0 si i > j tales que 
A — LU. 


Nota. La condición Ue si ¡> ¡significa que U es triangular superior en el sentido de que 
todos los elementos que se encuentran por debajo de la “diagonal” son 0. Por ejemplo, una 
matriz U de 3 X 5 que satisface esta condición tiene la forma 


d, u 2 u 3 14 15 
U = 0 а, Uy Una Uns a ) 
0 0 d, Usa Us 


mientras que una matriz U de 5 X 3 que satisface esta condición tiene la forma 


a 
S 


N 


ugs 
Uy 


Q) 


© © © © 
о o oA 
G 


d 
0 
0 

La prueba de este teorema no se presenta aquí; su lugar se ilustra con dos ejemplos. 


| ЕЈЕМРІО 7 Factorización LU de una matriz 4 х 3 


Encuentre la factorización LU de 


1 2 3 

1.4 5 
А= 

6-3 2 
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E Solución  Procediendo como en el ejemplo 5 se establece 


1 2 3 1000112 3 
=1 -4 5 [а 1 0 OJO u v -LU 
6 —3 2 b c 1 010 0 w 
4 1 -12 d e f 1N0 0 0 
Debe verificar que esto lleva de inmediato a 
1000 1 2 3 
—1 1 0 0 0 —2 8 
L= y U= 
6% 1 0 0 0 -76 
4224 0. 0 0 
| ЕЈЕМРІО 8 | 8 Factorización LU de una matriz 3 х 4 
Encuentre la factorización LU de 
3 —] 4 2 
A=|1 2 —3 5 
2 4 1 5 
B Solución Se escribe 
3 —1 4 2 1 0 0113 -1 4 2 
1 2 —3 5|=Ja 1 010 и у w 
2 4 1 5 b c 10 0xy 
Al despejar las variables como en el ejemplo 5 se obtiene 
3 —] 4 2 1 0 0113 —1 4 2 
1 2 -3 5|=/1 1 010 7% -8 2 
2 4 1 5 2 2 IMD: 0 7 —5 


Nota. Como еп el caso de una matriz cuadrada singular, si una matriz no cuadrada tiene una 
factorización LU, puede ser o no única. 


UNA OBSERVACIÓN SOBRE LAS COMPUTADORAS 
Y LA FACTORIZACIÓN LU 


Los sistemas de software HP50g, MATLAB y otros, pueden llevar a cabo la factorización PA = 
LU de una matriz cuadrada. Sin embargo, la matriz L que se obtiene a veces no es una matriz 
triangular inferior con unos en la diagonal pero puede ser una permutación de dicha matriz. 
De otro modo, el sistema puede dar una matriz triangular inferior L y una U con unos en la 
diagonal. La razón de esto es que estos sistemas usan una factorización LU para calcular las 
inversas y los determinantes y para resolver sistemas de ecuaciones. Ciertos reordenamientos 
о permutaciones minimizarán los errores de redondeo acumulados. Se profundiza sobre estos 
errores y procedimientos en los apéndices 3 y 4. 


Problemas 1.11 
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Mientras tanto, debe tenerse en cuenta que los resultados que se obtienen en la calculadora 
o computadora con frecuencia serán diferentes de los obtenidos a mano. En particular, si A se 
puede reducir a una matriz triangular sin permutaciones, entonces cuando PA — LU, P — I. No 
obstante, muchas veces se obtendrá una P diferente en la calculadora. Por ejemplo, si 


2 3 2 4 

4 10 -4 0 
A= 

-3 -2 -5 -2 

-2 4 4-7 


igual que en los ejemplos 1 y 5, entonces MATLAB da la factorización A = LU, donde 


1-2 -8 | 410 4 0 
ре] 1 9 90 poo 9. oed 
= y U= 

74 w 10 00 -$ в 

-i 1 00 00 0 X 


Nota. Una permutación de renglones de £ lleva a una matriz triangular inferior con unos en 
la diagonal. 


AUTOEVALUACIÓN 
De las aseveraciones siguientes, indique cuál es verdadera y cuál es falsa 


l. Para toda matriz cuadrada A existen matrices invertibles L y U tales que А = LU, 
donde L es triangular inferior con unos en la diagonal y U es triangular superior. 


Il. Para toda matriz invertible A, existen L y U como en el problema 1. 


Ш. Para toda matriz invertible А existe una matriz de permutación P tal que PA = LU, 
donde L y U son como en el problema 1. 


IV. El producto de matrices de permutación es una matriz de permutación. 


De los problemas 1 a 11 encuentre la matriz triangular inferior L con unos en la diagonal y una 
matriz triangular superior U tal que A = LU. 


at b. Sad 


1 46 2 3 1 217 

4 2-13 & ep ous 6. |43 5 

3 25 5 -1 —2 216 

з de 11-3 E 
0 -1 538 

7. |6 -3 8 8. | | 4 9 

4 6 5 34 3 A M D. 
-1 6 4 
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2 3 -1 6 ]D ep 58 
4 $ 1 1 -1 4 

10. : 11. в 
-2 5 —2 0 i| 2 -1 4 
Q -4 52 2 e$ 4 4 


De los problemas 12 a 21 resuelva el sistema dado usando la factorización LU encontrada en 
los problemas 1 a 8. Esto es, resuelva Ax = LUx = b. 


ix. del. Lp 
3 4 4 

ij "La * 15. 
23 E 








1 4 6 =] 2.1 7 6 
16 4-2 —1 3|; b- 7 17. 4214 3 55 b=|1 
3 25 2 2 1 6 1 
9 =2 3 3 5 2 =2 
18. 4=|6 -3 85 b=/10 19 4A=|-1 4 -—1]|, b- 3 
6 5 4 5 -3 1 6 
1 2 -1 4 3 2 3-1 6 1 
20. 4= 0 —1 5 8 pa -11 2. 4— 4 7 21 Ж 0 
2 3 1 4 4 =2 э =2 0 0 
1 =l 6 4 —5 0 —4 5 2 4 


De los problemas 22 a 30, a) encuentre una matriz de permutación P y matrices triangulares 
inferior y superior L y U tales que PA = LU; b) utilice el resultado del inciso a) para resolver 
el sistema Ax = b. 





0 24 -1 
22. az Я} »-( | 23. A=|1 -1 2l; b=| 2 
к E 0 32 4 
-1 2 024 =] 
24. А=|0 4 —3|, b=| 0 25. A=10 3 7|; b= 0 
i 2 =2 1 5 2 
0 2 31 3 
5 =] 10 
0 4 -1 5 es 
26. A=12 3 55; b-|-3 27. А= : b= 
2 9 31 2 
4 6 -7 5 
1-4 56 4 
00-2 -2 0 2 —3 4 1 
E 0 0 -5 -1 0 
ж. де” T ; b= j 29. A= ‚ b= 
2 0 1 -2 5 5 =i 2 = 
0.4 -2 5 7 -2 0 4 6 0 
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0-2 3 1 6 
sar иа 
iZ. y 0 

5 


=2 —4 5 —10 


31. Suponga que £ y M son triangulares inferiores con unos en la diagonal. Demuestre que LM 
es triangular inferior con unos en la diagonal. [Sugerencia: Si В = LM, demuestre que 


b - Mum =1 y By = Хт =0 sij i] 


32. Demuestre que el producto de dos matrices triangulares superiores es triangular superior. 


=] 2 1 
33. Demuestre que | 1 —4 —2| tiene más de una factorización LU. 
4 -8 4 
3-3 25 
1 А n . |2 1 —6 0 
34. Realice el mismo procedimiento con la matriz 
5 -2 —4 5 
1-4 85 


De los problemas 35 a 41 encuentre una factorización LU para cada matriz singular: 





-1 14 6 
12 EE. 2 -1 0 2 
35. 36. 2 1 7 37. 

2 4 у 0 31 5 
ї 3514 
iex 3 -I 2 -1 1 2 -10 2 

es X =j 3 = 
38. 39, |9 21 ы o * 
-13 5 3 4 Т 3 0-1 ex 10 2 
0 -7 14 4 4 51 5 6 -3 0 6 


4 3 -L —2 
—6- =13 1 10 
2 24 2 20 


41. 





De los problemas 42 a 47 encuentre una factorización LU para cada matriz no cuadrada. 


2 1 
12 3 71 34 
42. 43. |-1 4 44. 
=] 2 4 -2 5 6 8 


=1 
1 


A 

л 

N 

— 

ON 

сл 

A 

© 

= 
N Dd h — 
Oe м Uu 

A 

м] 

| 

N 
— © шш о м 
NN JU н 
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RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


. F П. Е Ш. y №. V 


MANEJO DE LA CALCULADORA 





La factorización PA = LU se puede obtener en la calculadora, por ejemplo: 





Observe que primero se da el argumento que va a utilizar la función LU, la solución 
aparece en la pila como / en el renglón 3, U en el renglón 2, Р en el renglón 1. La fac- 
torización tiene la propiedad de que РА= LU 

De los problemas 48 a 53 encuentre la factorización PA — LU en la calculadora. 


20 5 9 


EP. 4 12 16 -8 
48. А=|3 1 7 49. А= E 3 3 а 
2 =| 8 
16 5-8 4 
28 10 4 —8 26 
= A d 
14 S US 13 
3 9 2 
50. A= mS 51. A=|71 —46 59 65 —22 
35 4 mi 2a =50 
G = IL 8 


1200 0 
07182059225. 0/92 037 
0.91 0.23 0.16 —0.20 жа б 
52. А= II OSI e l @ 
046 008 0.33 —0.59 
0023 2 
0.83 0.71 —0.68 0.77 
0 0 09 S G 


MATLAB 1.11 


1. Si se siguen los pasos descritos en el problema 3 de MATLAB 1.10, encuentre la des- 
composición LU para A; es decir, encuentre L y U y verifique que LU = A. Aquí U no es 
triangular superior sino que se encuentra en la forma escalonada reducida por renglones 
(excepto que los pivotes no necesariamente son iguales a 1): 


8 2 4 6 
A=|10 1 -8 9 
4 7 10 3 


2. El uso de la descomposición LU para resolver sistemas (con soluciones únicas) es más 
eficiente que los métodos presentados anteriormente. 
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Información de MATLAB. El comando x = Alb resuelve el sistema [4 b] encontrando 
la factorizacion LU de la matriz A y haciendo sustituciones hacia delante y hacia atrás. Se 
puede comparar la eficiencia del algoritmo utilizado para resolver un problema, si medi- 
mos el tiempo que requirió para llegar al resultado. En MATLAB, con los comandos tic, 
toc (doc tic, doc toc), se puede medir el tiempo transcurrido desde que se inició un comando 
hasta su fin. Con el objetivo de poder comparar la eficiencia de los diferentes algoritmos 
introduzca los siguientes comandos de MATLAB en la ventana de comando 


a) Elija A = rand(50) y b = rand(50,1). Introduzca 


tic;AW;toc 
tic;AW;t lu-toc 


Es necesario llevar a cabo este proceso ya que la primera vez que se llama a un algoritmo la 
computadora tiene que cargar en memoria el programa adecuado. Con el segundo coman- 
do, únicamente se mide el tiempo de ejecución del programa sin incluir el tiempo de carga 
en memoria del algoritmo. 


Repita ahora con 
tic;rref([A,b));toc 
tic;rref([A,b]);t_rref=toc 


b) Repita para otros tres pares A y b (utilice tamaños diferentes y mayores que 50). 


c) Comente la comparación de los dos intervalos de tiempo t lu y t_rref. 


3. MATLAB puede encontrar una descomposición LU, pero puede no ser lo que usted espe- 
ra. Casi siempre existe una matriz de permutación P implicita. 


a) Sea A = 2*rand(3)—1. Introduzca [L,U,P] = (А) (doc lu) y verifique que LU = PA. 
Repita para dos o más matrices cuadradas aleatorias de diferentes tamaños. 


b) La razón por la que casi siempre existe una P es que para minimizar los errores de re- 
dondeo, se intercambian los renglones con el objeto de que el elemento mayor (en valor 
absoluto) de una columna (entre los renglones que no se han usado) esté en la posición 
pivote. 


Sea A = round(10*(2*rand(4)—1)). Para esta А, encuentre L, U y P usando el co- 
mando lu. Sea C = P*A. 


i. Reduzca a la forma triangular utilizando operaciones con renglones de la forma К, 
>R, + c*R, (calcule sus multiplicadores haciendo uso de la notación matricial y 
realizando las operaciones con renglones mediante la multiplicación por matrices 
elementales) (vea el problema 3 de MATLAB 1.10). 


ii. Demuestre que puede proceder la reducción y que en cada etapa el pivote es el 
elemento más grande (en valor absoluto) de los elementos de la columna que está 
abajo de la posición pivote. Verifique que el resultado final es la matriz U producida 
por el comando lu. 


iii. Describa la relación entre los multiplicadores y sus posiciones (en la matriz ele- 
mental que realiza la operación con el renglón) y los elementos de L y sus posicio- 
nes en L. 


4. Introduzca una matriz aleatoria А de 3 X 3. Encuentre L, U y P utilizando el comando lu 
como en el problema 3 de MATLAB en esta sección. Interprete la información almacena- 
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da en L al igual que en el problema 3 de MATLAB 1.10 (o como se observó en el problema 
3 de esta sección), realice las operaciones con renglones indicadas para PA y muestre que el 
resultado final es U (debe estar seguro de referirse a un elemento de L usando la notación 
matricial y no el número desplegado). 


[КЕИ TEORÍA DE GRÁFICAS: UNA APLICACIÓN DE MATRICES 


En los últimos años se ha dedicado mucha atención a un área relativamente nueva de la inves- 
tigación matemática denominada teoría de gráficas. Las gráficas, que se definirán en breve, son 
útiles en el estudio de la forma en la cual se interrelacionan las componentes de las redes que 
surgen en el comercio, las ciencias sociales, la medicina y otras áreas más. Por ejemplo, las gráfi- 
cas resultan de utilidad en el estudio de las relaciones familiares en una tribu, la propagación de 
una enfermedad contagiosa o una red de vuelos comerciales que comunican a un número dado 
de ciudades importantes. La teoría de gráficas es un tema de gran amplitud. En esta sección se 
presentarán únicamente algunas definiciones y se mostrará la cercanía de la relación entre la 
teoría de gráficas y la teoría de matrices. 
A continuación se ilustrará de qué manera surge una gráfica en la práctica. 


ШЕШ Representación de un sistema de comunicación mediante una gráfica 


L GRÁFICA DIRIGIDA 


VÉRTICES 


L ARISTAS 


Figura 1.9 


La gráfica muestra las 
líneas de una estación en 
dirección a las otras. 


Suponga que se está analizando un sistema de comunicaciones unido por líneas telefónicas. 
En este sistema hay cinco estaciones. En la siguiente tabla se indican las líneas disponibles 


сс 25 


en dirección “a”, y provenientes “de” las estaciones: 




















Estación 1 2 3 4 5 
1 
2 ki ti 
3 ki 
4 ki Él 
5 El н 























Рог ejemplo, Іа marca del cuadro (1,2) indica que hay una línea de la estación 1 а la estación 2. 
La información en la tabla se puede representar por una gráfica dirigida como la que se ilustra 
en la figura 1.9. 


En general, una gráfica dirigida es una colección de n puntos denominados vértices, denotados 
por V, V,,... Vp junto con un número finito de aristas que unen distintos pares de vértices. 
Cualquier gráfica dirigida se puede representar mediante una matriz de n X n en donde el nú- 
mero de la posición ¡jes el número de aristas que unen el vértice i con el vértice /. 
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| EJEMPLO 2 | Representación matricial de una gráfica dirigida 





Figura 1.10 


Dos gráficas dirigidas. 


B Solución 





B Solución 


Figura 1.11 
La gráfica dirigida 
representada por A. 


La representación matricial de la gráfica en la figura 1.9 es 


01000 
10001 
А=|0 0 0 10 (1) 
01100 
10010 


Representación matricial de dos gráficas dirigidas 


Encuentre las representaciones matriciales de las gráficas dirigidas en la figura 1.10. 


N 


a) b) 


a) A= b A= 


S O c 
Rh e O н 
© о о oc 
Ф | н н 
= O O = O © 
Rh кз мн ка бу о 
© om. ooo 
© © © © o m 
=. O =. н но 
ооо н н me 


Obtención de una gráfica a partir de su representación matricial 


Esboce la gráfica representada por la matriz 


01 101 
10010 
A=|0 1 000 
10 101 
0 1 11 0 


Como A es una matriz de 5 X 5, la gráfica tiene cinco vértices. Vea la figura 1.11. 
2 
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Observación. En los ejemplos presentados se tienen gráficas dirigidas que satisfacen las si- 
guientes dos condiciones: 


i. Ningún vértice está conectado consigo mismo. 
ii. A lo más una arista lleva de un vértice a otro. 


Matriz РЕ La matriz que representa una gráfica dirigida que satisface estas condiciones se denomina ma- 
L INCIDENCIA (riz de incidencia. Sin embargo, en términos generales es posible tener ya sea un 1 en la diagonal 
principal de una representación matricial (indicando una arista de un vértice hacia sí mismo) 
o un entero mayor que 1 en la matriz (indicando más de una trayectoria de un vértice a otro). 
Para evitar situaciones más complicadas (pero manejables), se ha supuesto, y se seguirá supo- 
niendo, que 1) y ii) se satisfacen. 


MEN Una gráfica dirigida que describe el dominio de un grupo 


Las gráficas dirigidas se utilizan con frecuencia en sociología para estudiar las interacciones 
grupales. En muchas situaciones de esta naturaleza, algunos individuos dominan a otros. El 
dominio puede ser de índole física, intelectual o emocional. Para ser más específicos, se supone 
que en una situación que incluye a seis personas, un sociólogo ha podido determinar quién do- 
mina a quién (esto se pudo lograr mediante pruebas psicológicas, cuestionarios o simplemente 
por observación). La gráfica dirigida en la figura 1.12 indica los hallazgos del sociólogo. 


P, — >P, 
Figura 1.12 P d TR 
Р, Р 


La gráfica muestra quién 


2 3 
domina a quién en el REN P di ра 
grupo. 
Р, Ps 


La representación matricial de esta gráfica es 


T о єє о о о 
ооо O coco 
O m kw © о o 
OD © єс со н c 
o ooo oc 
ооо н о о 


No tendría mucho sentido introducir la representación matricial de una gráfica si lo único 
viable fuera escribirlas. Existen varios hechos no tan visibles que se pueden preguntar sobre las 
gráficas. Para ilustrar lo anterior considere la gráfica en la figura 1.13. 


Ё, 
ч V, 


Figura 1.13 


Existen trayectorias de V, a 
V, aun cuando no hay una V, 
arista de V, a V,. Una de 

estas trayectorias es 

Y, > V V. Vs 


V, 


L TRAYECTORIA 


E CADENA 
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Observe que aunque no hay una arista de V, a V. es posible mandar un mensaje entre estos dos 
vértices. De hecho, hay cuando menos dos maneras de hacerlo: 


V >V, >V, (2) 
V, — V, V, V, (3) 


La ruta de un vértice hacia otro se denomina trayectoria o cadena. La trayectoria de V, a V, en 
(2) se llama 2-cadena porque atraviesa por dos aristas. La trayectoria (3) se llama 3-cadena. En 
general una trayectoria que atraviesa por 7 aristas (y por lo tanto pasa por n + 1 vértices) se 
llama n-cadena. Ahora, regresando a la gráfica, se puede observar que es posible ir de V, a У, 
a lo largo de la 5-cadena 

y 


1 





|y ——V—V VV. (4) 

Sin embargo, no resultaría muy interesante hacerlo, ya que con una parte de la trayectoria no 
se obtiene nada. Una trayectoria en la que un vértice se encuentra más de una vez se denomina 
redundante. La 5-cadena (4) es redundante porque el vértice 4 se encuentra dos veces. 

Es de gran interés poder determinar la trayectoria más corta (si es que existe) que une a dos 
vértices en una gráfica dirigida. Existe un teorema que muestra cómo esto se puede lograr, pero 
primero se hará una observación importante. Como se ha visto, la representación matricial de 
la gráfica en la figura 1.9 está dada por 


01000 

1000 I 

42/000 1 0 

01 100 

10010 

Se calcula 

0100001 000) [1 000 I 
1000111000 I 1 1010 
44-0001 0/0001 0|=|0 1 10 0 
01 100[|0 1 10 0| [1 00 1 1 
1 0 0 1 0/10 010 02 100 


Observe con más cuidado las componentes de 4”. Por ejemplo, el 1 en la posición (2, 4) es 
el producto escalar del segundo renglón y la cuarta columna de A: 


(10 0 0 1) 1 


_ © о © 
Il 


El último 1 del segundo renglón representa la arista 


V, V 
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El último 1 en la cuarta columna representa la arista 
VE, 
Al multiplicar, estos unos representan la 2-cadena 


V, VV, 


De igual manera, el 2 en la posición (5, 2) de 4? es el producto escalar del quinto renglón y la 
segunda columna de А: 


(10 0 1 0) 


o=. © о _ 
Il 
N 


Siguiendo el razonamiento anterior se puede apreciar que esto indica el par de 2-cadenas: 


Иә VV, 


„=> N, 


Si se generalizan estos hechos se pueden probar los siguientes resultados: 


Si A es la matriz de incidencia de una gráfica dirigida, la componente ij de 4? da el nú- 
mero de 2-cadenas de un vértice ¡a un vértice j. 


Haciendo uso de este teorema se puede demostrar que el número de 3-cadenas que unen el 
vértice i con el vértice ¡es la componente ij de 4°. En el ejemplo 2 


T = 


N =e =e + н 
> BPO м н 
оно н c 
Rh e e O н 
NO = н c 


Por ejemplo, las dos 3-cadenas del vértice 4 al vértice 2 son 


К,» h> ИР, 


k>V KNV; 
Ambas cadenas son redundantes. Las dos 3-cadenas del vértice 5 al vértice 1 son 


Иә VY VOV 


Иә Үә И, Г, 
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El siguiente teorema responde la pregunta que se hizo acerca de encontrar la trayectoria más 
corta entre dos vértices. 


TEOREMA El Sea А una matriz de incidencia de una gráfica dirigida. Sea a " la componente ij de 4”. 
i. Si a,” = k, entonces existen exactamente k n-cadenas del vértice i al vértice j. 


ii. Más aún, si a," = 0 para toda m < n y a;/" = 0, entonces la cadena más corta del 
vértice i al vértice j es una n-cadena. 


| EJEMPLO6 | Cálculo de cadenas mediante las potencias de la matriz de incidencia 


En el ejemplo 2 se tiene 


01000 1000 1! 11010 
1000 I 11010 12 101 
4200010, 4=|/0 1 1 0 0|, Z21001 I 
01 100 1001 I 12 110 
10010 02 100 2 0012 
1 2101 31022 
3 1022 3522 1 
A ed 1 0| у 2=|2 2 1 1 2 
22112 43132 
23120 342123 


Como a) = at? = aj? =0 уа = 1, se observa que la ruta más corta del vértice 1 al vértice 3 


es una 4-cadena que está dada por 


V 


1 





> V> V > И, Г, 


3 


Nota. También se tienen 5-cadenas (todas redundantes) que unen el vértice 2 consigo mismo. 


| EJEMPLO? | Dominio indirecto de un grupo 


En el ejemplo de sociologia (ejemplo 5), una cadena (que no es una arista) representa control 
indirecto de una persona sobre otra. Es decir, si Pedro domina a Pablo, quien domina a María, 
se puede ver que Pedro ejerce algún control (aunque sea indirecto) sobre María. Para determi- 
nar quién tiene control directo o indirecto sobre quién, sólo es necesario calcular las potencias 
de la matriz de incidencia A. Se tiene 


А = 


оо к © о о 
оо оо о о 
онно о о 
ооо о =. c 
ооо O н c 
ооо н о о 
ооо оо н c 
ооо о о о 
ооо м o 
ооо о о о 
ооо о о о 
он ноо o 
ооо о о о 
ооо о о о 
ооо о о Фф 
ооо о о о 
ооо о о о 
= о о м o 
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Como se vio en la gráfica de la página 154, estas matrices muestran que la persona P, tiene 
control directo o indirecto sobre todas las demás. El o ella tiene control directo sobre P, y P, 
control de segundo orden sobre P, y P, y control de tercer orden sobre P. 


Nota. En situaciones reales las situaciones son mucho más complejas. Puede haber cientos de 
estaciones en una red de comunicaciones o cientos de individuos en un estudio sociológico 
dominante-pasivo. En estos casos, las matrices son esenciales para manejar la gran cantidad de 
datos que deben estudiarse. 


Problemas 1.12 


De los problemas 1 a 4 encuentre la representación matricial de la gráfica dirigida dada. 


De los problemas 5 a 8 dibuje las gráficas que representan las matrices dadas. 


IH 3m pom 

С 2 |1100 @ з Ооо 

i d € i 

о 1000 0 отоо и 
o ài d d$ € оо ото 

0 1 d d» O G 

ОООО 

c EO 

оотооо 

О 0 Оо т 

її @ Od © 


9. Determine el número de 2—, 3— y 4—cadenas que unen los vértices en la gráfica del 
problema 2. 


10. Aplique el mismo procedimiento para la gráfica del problema 3. 
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11. Pruebe que la ruta más corta que une dos vértices en una gráfica dirigida no es redundante. 
12. Si A es la matriz de incidencia de una gráfica dirigida, muestre que 4 + 4? representa el 
número total de 1— y 2— cadenas entre los vértices. 
13. Describa la dominación directa e indirecta dada por la siguiente gráfica: 
P, 
Figura 1.14 " di 
Р, 
Е Р, 
Р, рва" 
ы 
[E] RESUMEN 


* Un vector renglón de л componentes es un conjunto ordenado de л números denominados esca- 


lares, escritos como (x, х,,..., х,). (p. 42) 
e Un vector columna de n componentes es un conjunto ordenado de n números escritos como (p. 43) 
* 
х 
*, 
+ Un vector cuyas componentes son todas cero se denomina vector cero. (p. 43) 
+  Lasuma de vectores y la multiplicación por escalares están definidas por (pp. 48, 49) 
a, t b, оа, 
a, t b оа 
a+b=| ° . "| у oa=| ” 
a, tb, aa, 
+ (па matriz de m X nes un arreglo rectangular de mn números arreglados en m renglones y 
n columnas (pp. 9, 45) 
а a a, 
A- а 0, а), 
ал As а mn 
+ (Опа matriz cuyas componentes son todas cero se denomina matriz cero. (p. 45) 
e SiAy B son matrices de m X n, entonces A + By 0.4 (0 un escalar) son matrices de m X n (pp. 48, 49) 
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La componente ij de А + Bes a, + b, 
La componente de ij de кА es oa, 
El producto escalar de dos vectores de n componentes es: 
b 
b, n 
a-b=(a, a,,..., a,):| | |-ab tab, t-- tab, =Y ab, 
: i=1 


n 


Productos de matrices 
Sea A una matriz de m X n y B una matriz de n X p. Entonces AB es una matriz de m X p y la 


componente de ij de АВ = (renglón i de 4) : (columna j de B) 


illj in nj 


= a,b, t ab, a,b, =Y a,b, 
k=1 


En términos, los productos de matrices no son conmutativos; es decir, casi siempre ocurre que 
ABA ВА. 


Ley asociativa de la multiplicación de matrices 
Si A es una matriz de n X m, Bes de m X p y Ces дер X q, entonces 
A(BC) = (AB)C 
y tanto A(BC) como (AB)C son matrices de n X q. 
Leyes distributivas para la multiplicación de matrices 
Si todos los productos están definidos, entonces 
A(B+C)=AB+AC y (A+ В)С = AC + BC 


La matriz de coeficientes de un sistema lineal 


ax + ах, + +a,x, =b 


1п п 1 





ах + ах, +: +а,,х, =, 
а х +а х, +: +а x =b 
mV 1 m2' 2 mon n 


es la matriz 


ml m2 q An 


El sistema lineal anterior se puede escribir utilizando la matriz aumentada 


(pp. 58, 59) 


(p. 60) 


(p. 61) 


(p. 63) 


(p. 64) 


(pp. 9, 16) 


(pp. 9, 10, 15) 


Resumen 


11 12 1n | b, 
а, а, а, | b, 
ml an2 Per а mn | b. 
También se puede escribir como Ax = b, donde 
* b 
X, b, 
x= y b=|. 
x b 
n m 


Una matriz está en la forma escalonada reducida por renglones si se cumplen las cuatro condi- 
ciones dadas en la página 13 


Una matriz está en la forma escalonada por renglones si se cumplen las primeras tres condicio- 
nes de la página 13 





Un pivote es el primer componente diferente de cero en el renglón de una matriz 
Las tres operaciones elementales con renglones son 

Multiplicar el renglón i de una matriz por с: R, — cR, donde c 7 0. 

Multiplicar el renglón i por c y sumarlo al renglón j: К, > К, + cR, 

Permutar los renglones i y j: R, К. 


El proceso de aplicación de operaciones elementales con renglones a una matriz se denomina 
reducción por renglones. 


La eliminación de Gauss-Jordan es el proceso de resolución de un sistema de ecuaciones me- 
diante la reducción por renglones de la matriz aumentada a la forma escalonada reducida por 
renglones, usando el proceso descrito en la página 9. 


La eliminación de Gauss es el proceso de resolución de un sistema de ecuaciones reduciendo por 
renglones la matriz aumentada a la forma escalonada por renglones y utilizando la sustitución 
hacia atrás. 


Un sistema lineal que tiene una o más soluciones se denomina consistente. 
Un sistema lineal que no tiene solución se denomina inconsistente. 


Un sistema lineal que tiene soluciones cuenta con, ya sea, una solución única o un número 
infinito de soluciones. 





Un sistema homogéneo de m ecuaciones con n incógnitas es un sistema lineal de la forma 


ax, + ах, + +а, х, =0 


Inn 


ах + dx, tta, x =0 


a x +а x, tta x =0 


ml” 1 m2” 2 mn'n 
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(p. 87) 


(р. 13) 


(p. 13) 
(p. 13) 
(p. 10) 


(p. 10) 


(pp. 9, 15) 


(p. 15) 
(p. 12) 
(pp. 11, 12) 


(p. 14) 
(p. 36) 
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Un sistema lineal homogéneo siempre tiene la solución trivial (o solución cero) 


al m n 


Las soluciones para un sistema lineal homogéneo diferentes de la trivial se denominan solucio- 
nes no triviales. 


El sistema lineal homogéneo anterior tiene un nümero infinito de soluciones si tiene más incóg- 
nitas que ecuaciones (n > m). 


La matriz identidad n х n, Z, es la matriz de n X n con unos en la diagonal principal y ceros en 
otra parte. Г se denota generalmente por Z. 


Si A es una matriz cuadrada, entonces AJ = ГА = A. 


La matriz А de n X n es invertible si existe una matriz 47! de n X n tal que 
AA АЗА = 1 


En este caso la matriz A~! se Пата la inversa de А. 
Si A es invertible, su inversa es única. 


Si A y B son matrices invertibles de n X n, entonces AB es invertible y 
(AB)! = B^! 47! 


Para determinar si una matriz A de n X n es invertible: 
i. Se escribe la matriz cuadrada aumentada (AI). 
ii. Se reduce A por renglones a la forma escalonada reducida por renglones. 


ій. a) Sila forma escalonada reducida por renglones de A es Г, entonces A^! será la matriz а 
la derecha de la raya vertical punteada. 


b) Sila forma escalonada reducida por renglones de A contiene un renglón de ceros, en- 
tonces А no es invertible. 


a a 
La matriz de 2 X 2, A | S г es invertible si y sólo si 
а а, 


el determinante de А, det A = а а,, — аа, +0 


En cuyo caso 





A € 1 Az 74; 
det 4 а, а 


11 


Dos matrices A y B son equivalentes por renglón si 4 se puede transformar en B reduciendo por 
renglones. 


Sea A una matriz de n X п. Si АВ = Го BA = I, entonces А es invertible y B = A^. 


51 A = (а,), entonces la transpuesta de A, denotada por 4', está dada por 4' = (a;). 


Esto es, 4' se obtiene intercambiando los renglones y las columnas de 4. 


(p. 37) 


(p. 37) 


(p. 38) 


(p. 94) 
(p. 95) 
(p. 95) 


(p. 96) 
(p. 96) 


(p. 99) 


(p. 100) 


(p. 103) 
(p. 107) 


(p. 118) 
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Hechos sobre la transpuesta 


Si todas las sumas y productos están definidos y A es invertible, entonces 


(4)! = A (AB) = B'4' (А + В)! = А + B si A es invertible, entonces (471) = (A^?) 


Una matriz cuadrada А es simétrica si 4' = А. 


Una matriz elemental es una matriz cuadrada que se obtiene llevando a cabo exactamente una 
Operación con renglones sobre la matriz identidad. Los tres tipos de matrices elementales son: 


cR, se multiplica el renglón i de I por c: с^ 0. 
R, + cR, se multiplica el renglón i de / por c y se suma al renglón j: c #0. 
j se permutan los renglones i y j. 


Una matriz cuadrada es invertible si y sólo si es el producto de matrices elementales. 


Cualquier matriz cuadrada se puede escribir como el producto de matrices elementales y una 
matriz triangular superior. 


Factorización LU 


Suponga que la matriz invertible 4 se puede reducir por renglones a una matriz triangular 
superior sin realizar permutaciones. Entonces existen matrices ünicas L y U tales que L es 
triangular inferior con unos en la diagonal, U es una matriz superior invertible y 4 — LU. 


Matriz de permutación 


E = P, es una matriz de permutación elemental. Un producto de matrices permutación elemen- 
tales se denomina matriz de permutación. 


Factorización PA — LU 


Sea cualquier matriz m X n. Entonces existe una matriz permutación P tal que PA = LU, donde 
L y U son como en la factorización LU. En términos generales, P, A y Uno son únicas. 


Teorema de resumen 


Sea A una matriz de n X n, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

i. A es invertible. 

ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial (x = 0). 
iii. El sistema Ax — b tiene una solución ünica para cada n-vector b. 

iv. A es equivalente por renglones а la matriz identidad de n X n, Г. 

v. А se puede escribir como un producto de matrices elementales. 

vi. det A = 0 (por ahora, det А está definido sólo si А es una matriz de 2 X 2). 
vii. La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes. 


viii. Existen una matriz permutación P, una matriz triangular inferior L con unos en la diago- 
nal, y una matriz triangular superior invertible U, tales que PA — LU. 


(p. 119) 


(p. 119) 


(p. 124) 


(p. 129) 


(p. 129) 


(p. 138) 


(p. 140) 


(р. 141) 


(pp. 128, 141) 
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EJERCICIOS DE REPASO 


De los ejercicios 1 a 18 encuentre las soluciones (si existen) a los sistemas dados: 


1. 


1. 


13. 


15. 


17. 


3x 
—2х 


4х 
6x 


2x 


—3x 


2x 
=3X 


2X 
3x 
4x 


2x 


—X 


х 
2х 
3x 


X 
2x 
—2x 
5x 


х 
2х 
—2x 
5x 





+ 6x,= 9 
+ 3x,= 4 
+ 6х, = 5 
Tx = 15 


+ Ж х,=2 


^ 


+ 2x, =4 


+25 +35 В 


+ PU 
= %+2х,=0 
+ 2х, + 3х, = 0 


-= 3x, +4х,=1 
T3x, = TX, =9 
—5х,+ х,=4 

+ „+ ox —U 

= „+2х,=0 
+4x, + x,=0 

des xen 

+ we 

+ x,=0 

+ + xt x= 4 
== ao ord cm Ч 
t4x, t x,— 2х, = 
= A F2A + x==1l 
+t nt at g0 
—3x,— x, + 4x, =0 
+4x,+ x, — 2x,=0 
= x,+2x, + x,-0 


2. 


10. 


12. 


14. 


16. 


3x, + 6x, =9 
2x, +4x,=6 
3x, = 6х, = 9 
=2x, + 4х, = 6 


x =22x, + x,—l 
2x, + 3x, — 2х, = 5 
=x T 4x, + 3x, =4 


xx Fx>=22 
2x, — X, t2x,—4 
—X Tux qx —2 


x+ ox, + х,=2 
2X,= X, +2x,=4 
=x Todo X93 


2x, + х, – 3х, = 0 
4х — 


i x, д = 0 


ж + x=1 
х= =3 
3x, + x,=4 


3x,—2x,— х, + 2х, =0 
4х + 3x,= х, — 2х, =0 
=0 —13x + x, +10x,=0 
2x, —24x,— 2x, +20x, =0 


x+ xt xt x,=0 
2x,— 3x,— x, + 4х, =0 
—2x t 4x,+ х, — 2х, =0 


De los ejercicios 19 a 28 realice los cálculos indicados: 


19. 


=2 1 


3 


20. 


2.04 


1 03 
+ 
aa 
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2 13 -2 
2. 51-12 4|-3 5 0 7 2. [115 3j 
-6 15 2 -1 3 1 42 7 
11 
1 -1 -4 7 
23151203 
23. 6 3 -4|-2 0 =3 24. 
062 4]|\1 00 
-1 2 2 6 
056 
1 
» s 5\( 0 -12 
2 
25. |-1 6 4 3 1 26 (12 3 4) 
10 6-7 35 3 
4 
7 1 
2 3 i e 2\2 
6 1.2? 28. |3 5 6||1 
m 5 6 $ 4 ps 
2 3 


De los ejercicios 29 a 33 determine si la matriz dada está en la forma escalonada por renglones 
(pero no en la forma escalonada reducida por renglones), en la forma escalonada reducida por 
renglones o en ninguna de las dos. 


1000 8 0 1342 
29. |0 10 2 30. |0 1 5 -7 31. |0 0 1 5 
0.0 1 3 0 0 4 000 3 
32 i 33 o 
: i 0130 


En los ejercicios 34 a 36 reduzca la matriz a la forma escalonada por renglones y a la forma 
escalonada reducida por renglones. 


1 -1 2 -1 3 0 

=2 
34. f : | as -1 2 03 w | 34 1 
2 3 ] 1 0 1 —1 


De los ejercicios 37 a 43 calcule la forma escalonada por renglones y la inversa (si existe) de la 
matriz dada. 


3.125 зв. | 1 2 зә. | 7 40 
` (-1 4 "4 2 -4 “o 46 8 ` 


ә N — 
Rh =e N 
| 
— 
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-1 2 0 0-3 2 2.04 
41. 4 1 -3 42. |9 0 -1 43. |-1 3 1 
2 3 =3 5 0 2 0 1 2 


De los ejercicios 44 a 47 primero escriba el sistema en la forma Ax = b, después calcule 4”! y, 
por último use la multiplicación de matrices para obtener el vector solución. 


44. x, — 2X; =4 45. X, 3x, =4 
2x, + 5х, = 7 2x, +21, = 3 

46. xb 2x, =3 47. 2x, +4x,= 7 
2x, + x s х, = =] =x, + 3х, + x, =-4 
3X de жт eT Xx,42x,— 3 


48. Sea E= 


a) Determine si la matriz £ dada es invertible; si lo es, calcule su inversa utilizando la ad- 
junta. 


b) Determine E^! + AdjE = 
c) Determine Ё + E! + AdjE = 
d) Determine (E! + E) + E + E! + AdjE = 


De los ejercicios 49 a 57 calcule la transpuesta de la matriz dada y determine si la matriz es 
simétrica o antisimétrica.'” 


2 3 1 4 6 2. =] 
49. 50. 51. 
E 0 ; у E y 





2 3 1 0 0 =2 
52. |3 —6 —5 53. | —5 0.4 54. |-1 0 3 
] =5 9 —6 —4 0 2-3 0 
1 =1 4 6 0 ] =1 1 
=] 2 5 7 =1 0 1 -2 
55. 56. 
4 5 3 -8 1 1 0 1 
6 —8 9 I. =2. =l 0 


57. Sea r4 j calcule (r En) 


De los ejercicios 58 a 62 encuentre una matriz elemental de 3 X 3 que llevaría a cabo las opera- 
ciones con renglones dadas. 


58. R,>-2R, 59. R, >R, * 2R, 60. К, К, — 5R, 


u 
17 Del problema 1.9.22 de la página 121 se tiene que A es antisimétrica si At = —A. 
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61. К, К, 62. К, К, * iR, 


De los ejercicios 63 a 66 encuentre la inversa de la matriz elemental. 


о о 


0 1 


ios 0 1 0 1 0 
63. | | 64. |1 0 0 65. |0 1 
0 0 1 0 0 == 


De los ejercicios 67 y 68 escriba la matriz como el producto de matrices elementales. 


TE 10 3 

67. | | 68. |2 1 —5 
=1 1 

32 4 


De los ejercicios 69 y 70 escriba cada matriz como el producto de matrices elementales y una 
matriz triangular superior. 


1 =2 3 
2 =1 
69. 70. 
» J 2 0 4 


De los ejercicios 71 y 72 encuentre la factorización LU de A y utilícela para resolver Ax = b. 


1 -2 5 =1 2. з =2 3 
71. А=|2 —5 7|; b=| 2 72. А=|4 11 35 b=/0 
4 -3 8 5 6 -1 2 


De los ejercicios 73 y 74 encuentre una matriz permutación P y las matrices L у U tales que РА 
= LU y utilícelas para resolver el sistema Ах = b. 


0 —1 4 3 03 2 =2 
73. A=|3 5 8|; b=|-2 74. А=|1 2 4[; b=| 8 
1 3 -=2 =1 2 6 —5 10 


De los ejercicios 75 y 76 encuentre la matriz que representa cada gráfica. 


75. Я 76. 1 


77. Dibuje la gráfica representada por la siguiente matriz: 


— = н о о 
он о о о 
= =. © © d 
ооо н н 
он о н c 


Capítulo 


DETERMINANTES 


[S DEFINICIONES 


a а 
Sea А= |“ 2 una matriz de 2 X 2. En la sección 1.8 en la página 99 se definió el deter- 
21 22 


minante de А por 


det A = a,4,, — dd, (1) 
Con frecuencia se denotará det 4 por 
a a 
14] о 11 12 (2) 
а, а,, 


Observación. No hay que confundir esta notación con las barras de valor absoluto. |4| denota 
det А si А es una matriz cuadrada. |x| denota el valor absoluto de x si x es un número real o 
complejo. 

Se demostró que 4 es invertible, si y sólo si, det 4 + 0. Como se verá más adelante, este 
importante teorema es válido para las matrices de n X n. 

En este capítulo se desarrollarán algunas propiedades básicas de los determinantes y se 
verá cómo se pueden utilizar para calcular la inversa de una matriz y resolver sistemas de n 
ecuaciones lineales con 7 incógnitas. 

El determinante de una matriz de n X n se definirá de manera inductiva. En otras palabras, 
se usará lo que se sabe sobre un determinante de 2 X 2 para definir un determinante de 3 X 3, 
que a su vez se usará para definir un determinante de 4 X 4, y así sucesivamente. Se comienza 
por definir un determinante de 3 X 3.* 


u 
* Existen varias maneras de definir un determinante y ésta es una de ellas. Es importante darse cuenta de que "det" es 
una función que asigna un nümero a una matriz cuadrada. 
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DEFINICIÓN Determinante de 3 x 3 


ап а аз 
Sea 4=| a, а, a, |. Entonces 


а. 


31 а,, а 


33 


(3) 





Observe el signo menos antes del segundo término del lado derecho de (3). 


| EJEMPLO1 | Cálculo de un determinante de 3 x 3 





JS 2 
Sea 4=| 4 2 3 |. Calcule |A]. 
—1 2 4 
> 23 4 3 4 2 
B Solución |Д=| 4 2 3|=3 =5 +2 
2 4 -] 4 -] 2 
-1 4 
=3-2-5-19+2-10=-69 
| EJEMPLO 2 | Cálculo de un determinante de 3 x 3 
2-35 
Calcule | 1 0 4|. 
3 —3 9 
BE 0 4 14 1 0 
B Solución 1 0 4|=2 —(—3) +5 
$9 9 49 9 з 9| |3 -3 














-2.1243(-3) + 5(—3) 20 


Hay otro método con el que se pueden calcular determinantes de 3 X 3. De la ecuación (3) se 


tiene 
a a a 
11 12 13 |_ ЕЕ _ _ 
= а(а„а,, аа) a, (4,0, аа) 
а, 22 23 + ( ER ) 
430443 — 50, 
а, а, 33 
es decir 


|4 = 0,4050, + 0550504 * 43303 — 040504 


И (4) 
O05 33 0,103504, 
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Se escribe A y se le adjuntan sus primeras dos columnas: 





A continuación se calculan los seis productos, poniendo signo menos antes de los productos 
con flechas hacia arriba, y se suman todos. Esto da la suma de la ecuación (4). 


Cálculo de un determinante de 3 x 3 usando el nuevo método 





3.52 
Calcule | 4 2 3|usando el nuevo método. 
—1 2 4 
5 3.5 
Ш Solución  Siseescribe | 4 2 y se multiplica como lo indican las flechas se obtiene 
=] 2 4| -1 2 


A = (3)(2)(4) + 6D + 24092) = C 022) = Q9) - (4X4) 
=24—15+16+4—18—80=—69 


ADVERTENCIA Este método no funciona para determinantes de n X n si n > 3. Si intenta algo similar para 


determinantes de 4 X 4 o de orden mayor, obtendrá una respuesta equivocada. 


А i EA a» 23 
Antes de definir los determinantes de n X n debe observarse que en la ecuación (3) f a 
32 33 


a a 
* D s. è r . 21 23 
es la matriz que se obtiene al eliminar el primer renglón y la primera columna de А; | | 
31 Az 
. : "T : А а 0, 
es la matriz que se obtiene al eliminar el primer renglón у la segunda columna de А, у 
a 
31 32 
es la matriz obtenida al eliminar el primer renglón y la tercera columna de 4. Si estas matrices 


se denotan por M,» M,, y M, respectivamente, y si А, = det М, А„ = —det M, y А, 
det M 


i la ecuación (3) se puede escribir como 


det A = 14] — аА, + 4,4; + аА, (5) 


DEFINICIÓN EX Menor 


Sea A una matriz de n X n y sea M; la matriz de (n —1) X (n —1) que se obtiene de 4 
eliminando el renglón ѓу la columna j. M, ¡Se llama el menor і de A. 
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| EJEMPLO 4 | Cálculo de dos menores de una matriz de 3 x 3 


2-1 4 
Sea4—|0 1  5| Encuentre M, y M,» 
6 3 -4 


° 7 Ed Р . 0 1 
E Solución Eliminando el primer renglón y la tercera columna de A se obtiene М i E J De manera 


—- : T ; 2.4 
similar, si se elimina el tercer renglón y la segunda columna se obtiene M,, = f J 


| EJEMPLO5 | Cálculo de dos menores de una matriz de 4 x 4 


1-35 6 
2 4 0 
Sea 4 = па . Encuentre M,, y M,,. 
4 02 7 
156 
E Solución Al quitar el tercer renglón y la segunda columna de A se encuentra que M,=|2 0 3| De 
1 -3 5 4 2 7 
igual manera, М, - 1 5 9|. 
4 0 2 


DEFINICIÓN В Cofactor 


Sea A una matriz de л X n. El cofactor ij de А, denotado por d. está dado por 


А = (C1 M] (6) 


Esto es, el cofactor ij de А se obtiene tomando el determinante del menor ij y multipli- 
cándolo por (—1)'?. Observe que 


Cp = 1 К TES ү 
=] 511+ j es impar 


Observación. La definición 3 tiene sentido a partir de la definición de un determinante de n X n 
con la suposición de que ya se sabe lo que es un determinante de (n — 1) X (n — 1). 


| EJEMPLO6 | Cálculo de dos cofactores de una matriz de 4 x 4 


En el ejemplo 5 se tiene 


15 6 
4,=(-1)°% |м,|=-|2 0 3|--8 
4 2 7 
l =3 -5 


Ay = (ED “|1 5 9|=-192 
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DEFINICIÓN ES 


Determinantes 


Ahora se considerará la matriz general de n X n. Aquí 


11 4 4, 
А = а, а 2п 
п1 аһ An 


Determinante n x n 


(7) 


Sea A una matriz de n X n. Entonces el determinante de А, denotado por det А o |4, 


está dado por 


det 4 — [1 = nhh dy 4, a4. ad, 


n 
= Уа,4, 
k=1 





La expresión en el lado derecho de (8) se llama expansión por cofactores. 


(8) 


Observación. En la ecuación (8) se define el determinante mediante la expansión por cofactores 
en el primer renglón de 4. En la siguiente sección se verá (teorema 2.2.5) que se obtiene la mis- 


ma respuesta si se expande por cofactores en cualquier renglón o columna. 


| ЕЈЕМРІО 7 | Cálculo del determinante de una matriz де 4 х 4 


B Solución 


Calcule det 4, de donde 


1 352 
0-1 3 4 
A= 
2 196 
3 2 4 8 
1 3 5 2 
0 —1 3 4| 
2 1 9 е бай та aa aud. 
3 2 4 8 


—1 3 4 03 4 0 —1 


=1| 19 6-32 9 6-152 1 6-22 
248 3.48 3 28 





= 1(-92) — 3(—70) + 5(2) – 2(-16) 2160 





Es obvio que el cálculo del determinante de una matriz de n X n puede ser laborioso. Para 
calcular un determinante de 4 X 4 deben calcularse cuatro determinantes de 3 X 3. Para calcular 
un determinante de 5 X 5 deben calcularse cinco determinantes de 4 X 4, lo que equivale a 
calcular veinte determinantes de 3 X 3. Por fortuna existen técnicas que simplifican estos cálcu- 
los. Algunos de estos métodos se presentan en la siguiente sección. Sin embargo, existen algunas 
matrices para las cuales es muy sencillo calcular los determinantes. Se comienza por repetir la 


definición dada en la página 128. 


DEFINICIÓN E 


Matriz triangular 
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2.1 Definiciones 


Una matriz cuadrada se denomina triangular superior si todas sus componentes abajo de 
la diagonal son cero. Es una matriz triangular inferior si todas sus componentes arriba 
de la diagonal son cero. Una matriz se denomina diagonal si todos los elementos que 
no se encuentran sobre la diagonal son cero; es decir, 4 — (a,) es triangular superior 51 
a, = 0 para i> j, triangular inferior si a, = 0 para ¡< у, y diagonal si a, = 0 para i з j. 
Observe que una matriz diagonal es tanto triangular superior como triangular inferior. 


| EJEMPLO 8 | 8 Seis matrices triangulares 


2 1 
Las matrices 4A=|0 2 — 
0 0 
500 
0 
C=] 2: 3 [ro 
—1 2 4 
2 0 0 
E=|0 7 0 
0 0-4 


triangular inferior. 


7 
S|yB= 
1 
0 
0 


2 


0 
0 


о о w 
— N © 


son triangulares superiores; 


=2 


о 
о 


son triangulares inferiores; / (la matriz identidad) у 


son diagonales. Observe que la matriz E es también triangular superior y 


| EJEMPLO9 | El determinante de una matriz triangular inferior 


B Solución 


TEOREMA a" 


es triangular inferior. Calcule det A. 


a, 0 0 0 
. d, а 0 
La matriz 42| + 2 
а 32 Az 
a, d a 


=g 


=a 


11722 


114%) 33%44 





a 





El ejemplo 9 se puede generalizar para probar el siguiente teorema. 


Sea A = (aj) una matriz de n X n triangular superior o inferior. Entonces 


det A = a aa 


11855033 ^ ** 4, (9) 
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Esto es: el determinante de una matriz triangular es igual al producto de sus componentes 
en la diagonal. 


DEMOSTRACIÓN La parte triangular inferior del teorema se deduce del ejemplo 9. Se demostrará la parte 
triangular superior por inducción matemática comenzando con n = 2. Si Á es una 
a 


| y О A = @@„ = 
22 


a `0 = a,,4,, de manera que el teorema se cumple para n = 2. Se supondrá que se cum- 
ple para К = n —1 y se demostrará para k = n. El determinante de una matriz triangular 
superior de n X nes 


— a, d 
matriz triangular superior de 2 X 2, entonces | шиа 


а ар аз c 4, 0 
0 а а» +... 05, аз + An 
а» аз оз 05 
0 a4 .-. а, 0 a4 =- а, 
O 0 a se Sg "i-a $ 
33 3n im] © : : р |. 
| ` ` | Q O gw б 0 se а 
nn nn 
OO 0 -- a, 
0 а» ау 0 az ES 5 nl 
OO Кел 7 ООМО 
Зп 1+п 3,n—1 
+аз |. ; E ШЫ Chig ; : : 
0 O «a (NEC) еее 0 


Cada uno de estos determinantes es el determinante de una matriz triangular superior 
de (n —1) X (n —1) que, de acuerdo con la hipótesis de inducción, es igual al producto 
de las componentes en la diagonal. Todas las matrices excepto la primera tienen una 
columna de ceros, por lo que por lo menos una de sus componentes diagonales es cero. 
De este modo, todos los determinantes, excepto el primero, son cero. Por ültimo, 


cp C 2n 
a a 
Ж 33 3n| 
det 4 — a, : [= a (dg Ann) 
0 0 a 


nn 


lo que prueba que el teorema se cumple para matrices de n X n. 


| EJEMPLO 10 | Determinantes de seis matrices triangulares 


Los determinantes de las seis matrices triangulares en el ejemplo 8 son |A| = 2:2:1 = 4; |B| = 
(—2)(0)1)(—2) = 0; |C] = 5-3-4 = 60; [D] = 0; I = 1; [E] = QX(—7)(—4) = 56. 





El siguiente teorema será de gran utilidad. 


TEOREMA El Sea T una matriz triangular superior. Entonces T es invertible si y sólo si det T = 0. 


Е 


DEMOSTRACIÓN 
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Sea 
а 22 б» а 
0 а а, а 
Т=| 0 0 a, am 
0 0 0 a 


Del teorema 1, 
det T — aa, (la. 


11°22 


Así det T 0 si y sólo si todos sus elementos en la diagonal son diferentes de cero. 
Si det T + 0, entonces T se puede reducir por renglones a / de la siguiente manera. 
Para i = 1, 2, ..., n, se divide el renglón i de T por a, + 0 para obtener 


Ésta es la forma escalonada por renglones de T, que tiene n pivotes, y por el teorema de 
resumen en la página 128, T es invertible. 

Suponga que det T = 0. Entonces al menos una de las componentes de la diagonal 
es cero. Sea a, la primera de estas componentes. Entonces T se puede escribir como 


a (ae. 
а 12 (pit li Lil a 
0 A а, 1 d йа 2п 
P= 0 0 ора еш бы i-ln 
0 0 0 QU а а, 
0 0 0 0 а алл 
0 0 0 0 0 a 
nn 


Cuando 7'se reduce a su forma escalonada por renglones, no se tiene pivote en la colum- 
na i (explique por qué). Entonces la forma escalonada por renglones de T tiene menos 
de n pivotes y por el teorema de resumen se puede concluir que T no es invertible. 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DEL DETERMINANTE DE 2 X 2 


b 
i dl En la figura 2.1 se graficaron los puntos (a, c) y (b, d) en el plano xy y se dibuja- 








Sea А = 
С 


гоп los segmentos de recta de (0, 0) а cada uno de estos puntos. Se supone que estas dos rectas 
no son colineales. Esto equivale a suponer que (5, d) no es un múltiplo de (a, c). 
El área generada por А se define como el área del paralelogramo con tres vértices en 


(0, 0), (a, c) y (5, d). 
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TEOREMA В 


DEMOSTRACIÓN 


iE 


Determinantes 


Figura 2.1 


Q está en el segmento de 
línea BC y también en la 
recta perpendicular a BC 
que pasa por el origen. El 
área del paralelogramo es 
00х04. 





El área generada рог A = |det A].* 


Se supone que a y c son diferentes de cero. La prueba para a = 0 o с = 0 se dejará como 
ejercicio (vea el problema 18). 


El área del paralelogramo = base X altura. La base del paralelogramo en la figura 2.1 
tiene longitud 04 = Ja? + с?. La altura del paralelogramo es 00, de donde 00 es el 
segmento perpendicular a BC. De la figura se ve que las coordenadas de C, el cuarto 
vértice del paralelogramo, son x = а + by y = с + d. Así 


Ay (с+4)-4а c 


1 BEZ = 
Pendiente de А бү a 





Entonces la ecuación de la recta que pasa рог B y Ces 


=] Ь 
De MM е 
xb ø a a 

Hecho iv), página 2 
1 a 





Pendiente de 00 = — - =— 
pendiente de ВС c 


La ecuación de la recta que pasa por (0, 0) y Q es 


(yxp с 
(х—0) 8 © i í c 





X 


O es la intersección de BC y 00, por lo que satisface ambas ecuaciones. En el punto de 
intersección se tiene 








к жү 
а а € 
(22); £- 
& € a 
а? +e bc—ad 
ac a 
Gem)  ahe-m) ad р) cal 
de 2 2 2 2 су 2 78 2 
AAC) ar ar GF FE @ EE 


* Aquí |det A| denota el valor absoluto del determinante de A. 
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NC c det 4 a det A 
у= d ma 2 I 2 
a tc a+c 








Entonces O tiene coordenadas | © pre шашы д 
2 2120 2 
@ up Gud 





c? (det 4)? Г a^ (det AY 





00 = distancia de (0, 0) a Q = | 





(à +e? (а? + с?) 





" je + а? det AY _ (= AE |det А 


КО е 
(Че! А 


ise с 


Finalmente, 


Área del paralelogramo =04 X00 = Ja? + с? x 


= ldet A| 
2 


Se podrá dar una demostración mucho más sencilla de este teorema cuando se analice el pro- 


ducto cruz de dos vectores en la sección 3.4. 


Problemas 2.1 

















AUTOEVALUACIÓN 
1 2S 
І. ¿Cuál de los siguientes es el cofactorde3en|2 —2 17? 
a) 8 b) —8 e) 3 a 02 
d) 6 e) —10 Р) 0 
Il. ¿Cuál de las siguientes es 0 para toda a y b? 
a b a =% 
a b c 
) =й @ ) =0 d ) 
d) Los determinantes no se pueden establecer porque no se parecen los valores de 
a y b. 
2 =l 5 б 
0 3 2 4 
Ш. Si 4— , entonces det 4 — 
0 0 =2 15 
0 0 0 | 
a) 0 b) 12 @) —12 d) 6 
IV. ¿Cuáles de las siguientes matrices no son invertibles? 
2.4 7 2.4 7 
a)|0 3 0 РО ОО 
001 001 
2 AS 2 2 =L 3 2 
0 9 f$ $ 0 393 16$ 
c) d) 
0 0.0 4 0 0.4 0 
о 0 0 7 OO O 
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En los problemas 1 al 13 calcule el determinante. 
10 3 —1 1 0 1 -1 0 3 —1 4 
1.0 1 4 2.|2 14 3.|-1 1 3 46 3 5 
210 15 6 3 2 2 -1 6 
-10 6 0 0 -2 2 3 
5.|0 2 6 0 1] 1 7. | 4 5 
PES =2 =] 4 
2.031 
= ‚Ж. 0142 
8. |6 03 9,4 1 3 10. 
-2 4 4 2 -1 FAS 
1230 
2.3 =] 4 5 
23.0 00 -2 0 07 
01 7 82 
—4 7 0 0 12 -14 
11. 12. 1. 00 4-15 
58-10 30-15 тй wc 
23 06 42 30 
00 0 0 6 
14. Demuestre que si 4 y B son matrices diagonales de n X n, entonces det 4B = det A det B. 
*15. Demuestre que si А y B son matrices triangulares inferiores, entonces AB = det А det В. 
16. Demuestre que, en general, no se cumple que det (А + В) = det А + det В. 
17. Muestre que si А es triangular, entonces det А 4 0 51 у sólo si todos los elementos en la 
diagonal de A son diferentes de cero. 
18. Pruebe el teorema 3 cuando A tiene coordenadas (0, c) o (a, 0). 
**19. Más sobre la interpretación geométrica del determinante: Sean u, y u, dos 2-vectores y sean 


v, = Au, y v,= Au,. Demuestre que (área generada por v, y v,) = (área generada роги y 
u,) [det A]. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


l. а) Il. b) Ill. c) IV. b), c) 


MANEJO DE LA CALCULADORA 











Se puede calcular el determinante de una matriz de una forma sencilla como se mues- 
tra a continuación. Una vez que se tiene una matriz en la pila se da el comando DET 
seguido de la tecla Enter, por ejemplo 





EIE (E ERES ES s ш 
Esc) (2) (ENTER) 
ALPHA ALPHA DO BO (ENTER) 


En los problemas 20 al 23 utilice una calculadora para encontrar el determinante de 
cada matriz. 








2.1 Definiciones 


ILE? SES 1 
O 10 —$ 4 3 DUE 
A |7 = O 37 —6 23 
9 4 13 8 15 ТШЕ E 
э Ш з O 
S ONIS OEIL ONES S? NELLO 0.62 0.37 0.42 0.56 0.33 
—319 248 —556 700 682 0.29 0.46 0.33 0.48 0.97 
22. 462 о =] SO —322 OSO STO DIOS 077 
511 856 619 384 906 0.35 0.62 0.73 0.98 0.18 
6098 2508002666557 0.29 0.08 0.46 0.71 0.29 


cs MATLAB 2.1 


Información de MATLAB 


El comando det(4) encuentra el determinante de A (doc det). Al igual que antes se puede utili- 
zar MATLAB para generar matrices aleatorias de n X n. Por ejemplo, 

А = 2*rand(n)-1 (con elementos entre —1 y 1) 
A = 2xrand(n)—-1 + i«(2«rand(n)—- 1) 


A = round(10*(2*rand(n)—1)) 


(con elementos reales e imaginarios entre —1 y 1) 
(con elementos enteros entre —10 y 10) 
1. En este problema deberá investigar la relación entre det(4) y la invertibilidad de 4. 


a) Para cada matriz, determine si A es o no es invertible (utilizando rref) y encontrando 
det(4). ¿De qué forma puede usar det(4) para determinar si A es o no invertible? 


=9 -=2 2. —8 


—6 4 0 23 19 11 
: T 1-99 3 E 
i. | —9 9 7 ii. iii. 5 1 5 
3 =2 7 SL 
4 —2 —9 9 9 3 
—10 4 1 4 
8 —3 5 —9 5 1 2-3 4 5 
5 8 0 =2 =5 8 -8 -9 
iv. | —5 5 0 8 —5 ү. 1 2 —2 7 9 
—9 10 1] -5 —5 1 1 0 6 12 
5 ==. 2 =] =3 2 4 —6 8 11 


b) Los incisos i) y ii) que se muestran a continuación prueban su conclusión del inciso a) 
con varias matrices aleatorias (elija por lo menos cuatro matrices en 7) de distintos tama- 
ños y al menos cuatro matrices en ii). Incluya cuando menos una matriz con elementos 
complejos para cada inciso. 


i. Sea A una matriz aleatoria de л X n. Encuentre det(4). Utilice los conocimientos 
anteriores para determinar si А es o no es invertible. ¿De qué forma apoya su con- 
clusión esta evidencia? 
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ii. Sea B una matriz aleatoria de n X n, pero para alguna j arbitraria, sea В(:, į) igual 
a una combinación lineal de algunas columnas de B (de su elección). Por ejemplo, 
B(:,3) = B(:,1) + 2«B(:,2). Determine si B es o no invertible y encuentre det(B). 
¿De qué forma apoya su conclusión esta evidencia? 


2. Para seis matrices aleatorias А con elementos reales (para valores diferentes de n), compare 
det(4) con det(4") donde A' denota (en MATLAB) la transpuesta de 4. Incluya por lo 
menos dos matrices no invertibles (vea la descripción en el problema 1 5) її) de MATLAB 
en esta sección). ¿Qué le indica su comparación? Repita el mismo procedimiento para ma- 
trices con elementos complejos. 


3. Construya seis pares de matrices aleatorias, A y B, de n X n (use valores de n). Para cada 
par, sea C — A + B. Compare det(C) y det(4) + det(B). Obtenga una conclusión sobre la 
afirmación 


det(A + B) = det(4) + еВ) 


4. a) Haciendo uso de los pares de matrices (А y В) dados, formule una conclusión respecto 
a det(A*B) en términos de los determinantes de А y B. 


2 7-5 1 42 2: 4 ) 22. 5 
i 4-210098 B=|-1 -2 1 ii 4=|0 9 8| B=|1 —1 4 
74 0 1 66 7.4 0 2 4 11 
10 6 1 
PIAS: а ool leiss 
ii. 4=|1 —1 4|B=|-1 -2 1| i. A= B= 
{ту д 421 5 
2 4 Il 1 66 
6 -3 4 1 1 8 8 


b) Pruebe también su conclusión generando matrices aleatorias de n X n (genere cuando 
menos seis pares con diferentes valores de n. Incluya un par en el que una de las matrices 
sea no invertible. Incluya matrices con elementos complejos). 


5. a) Para las siguientes matrices, formule una conclusión respecto a det(A) y det(inv(A)). 
22 2 4 2.1 2 —1 1 2 
i. i» ii. iii. | -2 0 3 iv. t =2 -1 


1. -2 
2 14 =2 2 9 
b) Pruebe su conclusión con varias (cuando menos seis) matrices aleatorias invertibles de 
n X n para diferentes valores de л. Incluya matrices con elementos complejos. 


с) (Lápiz y papel) Pruebe su conclusión utilizando la definición de la inversa (es decir, con- 
sidere 447!) y la propiedad descubierta en el problema 4 de MATLAB de esta sección. 


6. Sea A = 2«rand(6)—- 1. 


a) Elija i, jy c y sea Bla matriz obtenida al realizar la operación con renglones R, > cR, + 
R,sobre A. Compare det( А) y det(B). Repita para cuando menos otros cuatro valores de 
i, ју c. ¿A qué conclusión llega sobre la relación entre el determinante de A y el determi- 
nante de la matriz obtenida a partir de A realizando el tipo de operación con renglones 
dada? 


b) Siga las instrucciones del inciso a) pero para la operación con renglones К, > cR, 


с) Siga las instrucciones del inciso a) pero para la operación con renglones que intercam- 
bia R y R. 
1 Ј 
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d) Para cada operación con renglones realizada en a), b) y c) encuentre la matriz elemental 
Ftal que FA sea la matriz obtenida al realizar la operación sobre los renglones de 4. En- 
cuentre det(F). Explique los resultados obtenidos en los incisos a), b) y c) utilizando su 
observación sobre det(F) y su conclusión del problema 4 de MATLAB en esta sección. 


. Es sabido que si А es una matriz triangular superior, entonces det(4) es el producto de los 
elementos de la diagonal. Considere la siguiente matriz М, donde А, В y Р son matrices 
aleatorias de n X n y 0 representa a la matriz que consiste sólo de ceros: 


A B 
М = 
0 D 
¿Puede obtener una relación entre det(M) y los determinantes de А, B y D? 


a) Introduzca matrices aleatorias de n X n, A, B y D. Sea C — zeros(n). A partir de la matriz 
bloque M = [AB; CD]. Pruebe su conclusión (si todavía no ha formulado una conclu- 
sión, encuentre los determinantes de M, A, B y D y busque patrones). Repita para otros 
n, A, By D. 


b) Repita el proceso anterior para 


ES 
l 
с о nn 
оуу 
чо С 


donde А, B, C, D, E y F son matrices aleatorias de n X n y 0 representa a la matriz de 
n X n cuyos elementos son todos cero (es decir zeros(n)). 


. (Este problema usa el archivo con extensión m, ornt.m) Una aplicación geométrica de los 
determinantes de 2 X 2 hace referencia a la orientación. Si se viaja por las aristas de un 
paralelogramo, se va en el sentido (orientación) de las manecillas del reloj o en sentido 
contrario. La multiplicación por una matriz de 2 X 2 puede afectar dicha orientación. 

Dados dos vectores u y v, suponga que se traza el paralelogramo formado al comenzar 
en (0, 0), recorrer hasta el final de u, después hasta el final de u + v, luego hasta el final de v 
y después de regreso a (0, 0); se lleva a cabo esto mismo para el paralelogramo formado por 
Au y Av, donde A es una matriz de 2 X 2 (el cual se recorre primero a lo largo de Au). 

¿Cuándo se invertirá la orientación (en el sentido de las manecillas del reloj o en senti- 
do contrario) del paralelogramo formado por Au y Av respecto a la orientación del para- 
lelogramo formado por u y v? 

La siguiente función de MATLAB, de nombre ornt, m se puede utilizar para investigar 
esta pregunta. Una vez que haya escrito la función en el archivo de nombre ornt.m, dé doc 
ornt para obtener una descripción de lo que hace este archivo. 


function ornt (u,v,A) 
ORNT grafica paralelogramos formados por u,v y Au, Av con 


la orientacion descrita en la pantalla. 


u: vector de 2X1 
v: vector de 2X1 
A: Matriz 2X2 


o? o9 оо оо oe oe 





oe 


paralelogramo del origen—>u-—>u+v->v->origen 
PP—-[[0;0],u,utv,v,[0;0]]; 
РР1=РР(:,1:4); 


о, 


$ datos originales 
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subplot (121) 
pplot (PP, PP1) 
axis square 
title('Orientacion Inicial’) 
Xlabel ('De 1\rightarrow 2Nrightarrow 3lrightarrow 4lrightarrow 1') 
$ datos despues de la multiplicacion por A 
subplot (122) 
pplot (A*PP,A*PP1) 
axis square 
title(['Despues de la mult por A=[',... 
num2str (A(1,:)),';',num2str(A(2,:)),']'1) 
Xlabel ('De 11rightarrow 2Nrightarrow 3NXrightarrow 4Nrightarrow 1') 


9 


$ funcion auxiliar unicamente visible dentro de ornt 
function pplot (PP,PP1) 

plot (PP(1,:),PP(2,:),'b', PP1(1,:) , PP1(2,:),'*^); 

text (PP1(1,:)',PP1(2,:)' num2str((1:4)')); 

grid 


Para cada uno de los siguientes problemas, introduzca п, v y А (aquí и y v son vectores de 
2 x l y 4 es una matriz de 2 X 2). Encuentre det A. Dé ornt(u, v, A). En una pantalla de gráficas 
aparecerán los paralelogramos formados por u y v y por 4u y Av con la orientación descrita en 
la misma. ¿Se modificó la orientación? Después de resolver el siguiente problema formule una 
conclusión respecto a la forma en la cual se puede utilizar det(A) para determinar si cambiará 
o no la orientación. Pruebe su conclusión con más ejemplos (cambie A y/o u y y). 

Para cada А utilice и = [1;0] уу = [0;1] y después и = [—2;1] y v = [153]. 


) 1 I b) 2 3 ) 1 0 d) 12 
с 
р 2 2 3 3 ud 14 
Nota importante. Cuando termine con este problema, asegúrese de dar el comando clg (doc clg) 
para limpiar la ventana de gráficas antes de comenzar otro problema. 


EE] ProrieDaDES DE LOS DETERMINANTES 


Existen algunos problemas en matemáticas que, en estricta teoría, son sencillos pero que en la 
práctica son imposibles. Piense por ejemplo en el caso de un determinante de una matriz de 
50 x 50. Se puede calcular expandiendo por cofactores. Esto implica 50 determinantes de 49 Xx 
49 que a su vez implican 50 · 49 determinantes de 48 X 48 que implican a su vez... 50 · 49 · 48 · 
47... * 3 determinantes de 2 X 2. Ahora bien, 50 · 49... · 3 = 501/2 = 1.5 X 10% determinantes 
de 2 X 2. Suponga que se cuenta con una computadora que puede calcular un millón = 10° de- 
terminantes de 2 X 2 por segundo. Tomaría alrededor de 1.5 х 10% segundos = 4.8 X 10% años 
terminar el cálculo (el universo tiene alrededor de 15 mil millones de años = 1.5 х 10' años 
según la versión teórica más reciente). Es obvio que, si bien el cálculo de un determinante de 
50 X 50, siguiendo la definición, es teóricamente directo, en la práctica es imposible. 

Por otra parte, la matriz de 50 X 50 no es tan rara. Piense en 50 tiendas en las que se ofrecen 
50 productos diferentes. De hecho, las matrices de n X n con n > 100 surgen con frecuencia en la 
práctica. Por fortuna, existen cuando menos dos maneras de reducir de manera significativa 
la cantidad de trabajo necesaria para calcular un determinante. 
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El primer resultado que se necesita es quizá el teorema más importante sobre determi- 
nantes. Este teorema establece que el determinante de un producto es igual al producto de los 
determinantes. 


TEOREMA Є Sean A y B dos matrices de n X n. Entonces 


det AB — det A det B (8) 


Es decir: e/ determinante del producto es el producto de los determinantes. 


Observación. Note que el producto de la izquierda es un producto de matrices mientras 
que el de la derecha es de escalares. 


E DEMOSTRACIÓN Si se utilizan matrices elementales, la prueba está dada en la sección 2.3. En el problema 
48 se pide que verifique este resultado para el caso 2 X 2, 


| EJEMPLO1 | Ilustración del hecho de que det AB = det A det B 


Verifique el teorema 1 para 


1-12 ] -2 
A-2313 1 4| y B=|0 -1 4 
0-2 5 2 0 -2 


Ш Solución Det A = 16 y det B = —8. Se puede calcular 


1 =r 2il -2 3 5. =1 55 
АВ =| 3 1410 -1 4[=|11 -7 5 
0 =2 5412 0 -—2 10 2 —18 


y det AB = — 128 = (16)(—8) = det A det В. 


ADVERTENCIA El determinante de la suma no siempre es igual a la suma de los determinantes. Es decir, para 


la mayoría de los pares de matrices, А y В, 





det (4 + B) zé det A + det B 


: l 2 з @ 4 2 
Por ejemplo, sean 4 = y B= . Entonces 4 + B = : 
314 =2 2 TG 


det4——2 detB-6 y 
det (А + B) = 22 = det A + detB=-2+6=4 


Ahora sea A — LU una factorización LU de una matriz de n X n (vea la página 138). Entonces, 
por el teorema 1, 


det А = det LU — det L det U 
Pero L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal, así 


det L — producto de los elementos en la diagonal = 1 
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De manera similar, como U es triangular superior, 
det U = producto de los elementos en la diagonal 


Entonces se tiene el siguiente teorema: 


TEOREMA 2| Si una matriz cuadrada A tiene la factorización LU, A = LU donde L tiene unos en la 
diagonal, entonces 


det 4 = det U = producto de los elementos de la diagonal de U 


| EJEMPLO 2 | Uso de Іа factorización LU para calcular el determinante де una matriz de 4 х 4 


2 3 2 4 
4 10-4 0 
Calcule det 4, donde 4= : 
-3 -2 -5 -2 
-2 4 4-7 


E Solución Delejemplo 1.11.1 en la página 136, А = LU, donde 


23 2 4 

0.4 -8 -8 
U = 

00 3 9 

00 0 —49 


Por lo que det А = det U = (2)(4)(3)(—49) = —1 176. 
$1 A no se puede reducir a la forma triangular sin hacer permutaciones, por el teorema 
1.11.3 en la página 141, existe una matriz permutación P tal que 
PA = LU 

Es sencillo probar que si P es una matriz permutación, entonces det P = +1 (vea el problema 
52). Entonces 

det PA = det LU 

det P det А = det L det U = det U 
+ det A = det U 
det 4 = + det U 





TEOREMA В Si РА = LU, donde Р es una matriz permutación у L у U son como antes, entonces 
кос е 
det Р 
| EJEMPLO3 | Uso de la factorización PA = LU para calcular el determinante de una matriz de 3 x 3 
0 2 3 


Encuentre det 4, donde 4=|2 —4 7 |. 
1-2 5 
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E Solución Del ejemplo 1.11.3 en la página 140, se encontró que PA = LU, donde 


-2 


"v 

11 
o= о 
— oo 
oo0- 

< 

E 

I 

o 

N 

чө 


: —6 
Ahora bien, det P = 1 y det U = (1)2)( 3), de manera que det 4 = — = —6. 
А : К 1 
Se establecerá un importante teorema sobre determinantes. 


TEOREMA a | det 4' = det A 


E DEMOSTRACIÓN Suponga que A = LU. Entonces 4' = ( LU)' = U'L' por el teorema 1.9.1 ii) en la página 
119. Se calcula 


det А = det L det U = det U 


det 4! = det U' det L‘ = det U' = det U = det A 


El ültimo paso se basa en que la transpuesta de una matriz triangular superior es trian- 
gular inferior y viceversa, y en el hecho de que obtener la transpuesta no cambia las 
componentes de la diagonal de una matriz. 

$1 A no se puede escribir como LU, entonces existe una matriz permutación P tal 
que PA — LU. Por lo que se acaba de probar, 








det PA = det (PA) = det (4'P) 
y por el teorema 1, 


det P det А = det РА = det (4'P^) = det A! det Р! 


No es complicado probar (vea el problema 53) que si P es una matriz permutación, 
entonces det P = det P'. Como det P = det Р! = + 1, se concluye que det A = det А“, 


| EJEMPLO 4 | Una matriz y su transpuesta tienen el mismo determinante 


1 -1 2 13 0 
Sea4=|3 1 4|.Entonces 4”=|-—1 1 —2 |y es fácil verificar que |A| = |47 = 16. 
0 —2 5 2 4 5 


Observación. Dado que los renglones de una matriz son las columnas de su transpuesta, se 
deduce que todo lo que se pueda decir sobre los renglones de los determinantes comprenden 
una segunda forma de simplificar los cálculos de los determinantes. Los resultados se prueban 
para los renglones. Por lo que se acaba de decir, los teoremas se cumplen también para las 
columnas. 

En primera instancia se describen estas propiedades estableciendo un teorema del que se 
deducen diversos resultados importantes. La demostración de este teorema es difícil y se pos- 
pone a la siguiente sección. 
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TEOREMA E 


Determinantes 


Teorema básico 
a 
Sea 4=| ?! 


una matriz de n X n. Entonces 


ШЕ E in^ in 


det 4—a,4, +а,А, t t a, A, = Y aL A, (1) 
k=1 





para i = 1,2, ... ‚ п. Es decir, se puede calcular det А expandiendo por cofactores en cual- 
quier renglón de 4. Más aún, 





det 4= 4,4, +а, А, tta 4, = > аА, (2) 
q; 
а. 
como la columna j de А es | ” |, la ecuación (2) indica que se puede calcular det А 
a 


nj 


expandiendo por cofactores en cualquier columna de A. 


| EJEMPLO 5 | Obtención del determinante expandiendo en el segundo 


renglón o la tercera columna 


En el ejemplo 2.1.1 de la página 169 se vio que para 4=| 4 2 3 | det A = —69. Expandien- 
do en el segundo renglón se obtiene 3 


det = 44, +24, +34, 




















55.2 2 3 5 
= 4(1)2*! +2(-1 2+2 + 9-17 
р a a |, j 
= —4(16) + 2(14) — 311) = —69 
Del mismo modo, si se expande en la tercera columna se obtiene 
det A = 24, + 34, + 44, 
4 2 35 3 5 
= —1 1+3 4-36] 243 + 4(-1 343 
mM EI MEE XEM 




















= 2(10) – 3(11) + 4(-14) = —69 


El lector debe verificar que se obtiene el mismo resultado con la expansión por cofactores en el 
tercer renglón o la primera o segunda columna. 
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Ahora se presentan y se demuestran algunas propiedades adicionales de los determinantes. 
En cada paso se supone que А es una matriz de п X п. Se observará que estas propiedades se 
pueden utilizar para reducir mucho el trabajo necesario para evaluar un determinante. 


PROPIEDAD Ы Si cualquier renglón o columna de А es un vector cero, entonces det А = 0. 
DEMOSTRACIÓN Suponga que el renglón į de A contiene sólo ceros. Esto es C = 0 para j = Ily 23 ooa g i 
L Entonces, det 4 = 24,4, +4,A, A =0+0+-*+0=0, La misma prueba 


funciona si la columna j es el vector cero. 


| EJEMPLO6 | Si A tiene un renglón o columna de ceros, entonces det A = 0 














=1 3 0 1 
E 4205 
Es fácil verificar que |0 0 0=0 y =0 
—1 6 0 4 
1—2 4 
2101 
PROPIEDAD E Si el renglón ¿o columna j de A se multiplica por un escalar c, entonces det А se multiplica 
por c. Es decir, si se denota por B esta nueva matriz, entonces 
T а a а dz Cig 
95 а, arn а„ a е e, 
|8|= 2 : а : : = (з) 
caa са,, 203 Ca; ал а; goo a 
ал аһ @ 18 аһ @ 
E DEMOSTRACIÓN Para probar (3) se expande el renglón i de A para obtener 
der caca чє осо че @ d 
= (a, A, -a,A, + --- +а,А,) = cdet A 


En el caso de las columnas se puede hacer una prueba similar. 


| ЕЈЕМРІО 7 Ilustración de la propiedad 2 


1-12 
Sea 4=|3 1 4| Entonces det А = 16. Si se multiplica el segundo renglón por 4 se tiene 
0-2 5 
1-1 2 
B=|12 4 16 |y det В = 64 = 4 det А. Si se multiplica la tercera columna por —3 se obtie- 
0-2 5 
] =i -6 


neC=|3 1 —12 |y det C = —48 ——3 det A. 
0 —2 -15 
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Observación. Al utilizar la propiedad 2 se puede probar (vea el problema 36) el interesante he- 
cho de que para cualquier escalar o y cualquier matriz А de n X n, det «А = a” det А. 


PROPIEDAD В Ѕеа 


ау d 1j а, ат 00 lj Cia 
a a a aao. A a a Ola a 
A 2l 22 2j 2n EM 21 22 p 2n 
А= К > y = ó 
а а nj ст ал 22 О i A 
ау 05 4; ur 01; a 
Ж 4, 422 25; + 0; A 
O ; 
Q. di (9L. ar (04 a 


Entonces 


det C — det A + det B (4) 


En otros términos, suponga que 4, B y C son idénticas excepto por la columna j y que 
la columna j de C es la suma de las j-ésimas columnas de A y B. Entonces, det C = det 
А + det B. La misma afirmación es cierta para renglones. 


DEMOSTRACIÓN Se expande det C respecto a la columna j para obtener 


det C — y T Tec: (a, Аа 4], 
аиа 
аат еа чав 


| EJEMPLO 8 | 8 Ilustración de la propiedad 3 


1-12 1 =6 2 ] -1-6 2 1-7 2 
Sea A=| 3 1 4|, B=|3 2 4|ус=|3 1+2 4|=/3 
0 =2 55 0 4 5 0 -2+4 5 0 2 
Entonces det А = 16, det B = 108 y det C = 124 = det A + det B. 
PROPIEDAD E El intercambio de cualesquiera dos renglones (o columnas) distintos de A tiene el efecto 
de multiplicar det А por —1. 
DEMOSTRACIÓN Se prueba la afirmación para los renglones y se supone primero que se intercambian 
dos renglones adyacentes. Es decir, se supone que se intercambian los renglones i y el 
(1 + 1). Sea 
11 12 ln 11 12 ln 
а Az o, а, а, а, 
A= il а» їп y i а йә йы» 
“ыш Cheap Qu i а, an 
ап 22 aa ал а s 
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Después, expandiendo det A respecto al renglón i y В respecto al renglón (i + 1) se 
obtiene 
det А! = mlg P Oyla O 6) 
deb e Ba TB си B 


DeL TO in^ itla 
Aquí, d (= Jh donde M, se obtiene eliminando el renglón i y la columna А. 
Observe ahora que si se elimina el renglón (i + 1) y la columna j de B se obtiene el mis- 
mo M, Entonces 
B7 (Му = -C DIM] = -A, 


de manera que, de la ecuación (5), det В = —det А. 


Ahora, suponga que i < j y que deben intercambiarse los renglones і y j. Esto se puede 
llevar a cabo intercambiando renglones varias veces. Se harán j — ¡intercambiados para 
mover el renglón j al renglón i. Entonces el renglón i estará en el renglón (i + 1) y pasará 
por otros j — i — 1 intercambios para mover el renglón i al renglón j. Para ilustrar esto, 
se intercambian los renglones 2 y 6:* 


1 1 1 il 1 1 1 1 

2 2 2 2 6 6 6 6 

3) 3 3 6 2 3 3 3) 

а => 6 => 0 > 3 > 3 > 2 > x 

5 6 4 4 4 4 2 5 

6 5 5 5 5 5 5 2 

Jl 7 7 7 7 7 7 7 
6 — 2 = 4 intercambia para 6 — 2 = 4 intercambia para 
mover el 6 a la posición 2 mover el 2 a la posición 6 


Por último, el número total de intercambios de renglones adyacentes es (j — i) + (j — i 
— 1) = 2j —2i —1, que es impar. Entonces, det А se multiplica por —1 un número impar 
de veces, que es lo que se quería demostrar. 


| EJEMPLO 9 | Ilustración de la propiedad 4 


LA 2 0 2.5 
Sea A=|3 1 4| Al intercambiar los renglones 1 y 3 se obtiene B=|3 1 4 |. Al inter- 
0 -2 5 =] 1 2 ] —T 2 
cambiar las columnas 1 y 2 de AseobtieneC -| 1 3 4 |. Porlo que, haciendo los cálculos 
=2 0 5 


directos, se encuentra que det A = 16 y det B = det C = —16. 


PROPIEDAD E Si A tiene dos renglones o columnas iguales, entonces det 4 = 0. 


DEMOSTRACIÓN Suponga que los renglones i y j de А son iguales. Al intercambiar dichos renglones se 
L obtiene una matriz B que tiene la propiedad de que det B = —det A (de la propiedad 4). 
Pero como renglón i = renglón j, al intercambiarlos se obtiene la misma matriz. Así, 
А = B y det A = det В = —det А. Por lo tanto, 2 det 4 = 0, lo que puede ocurrir sólo 
si det А = 0. 


в 
* Observe que todos los números se refieren а renglones. 
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| EJEMPLO 10 | Ilustración de la propiedad 5 





1 =i 2 
Mediante el cálculo directo se puede verificar que para 4=|5 7 3 |[dos renglones iguales] 
5 2 2 1 = 2 
yB=| 3 —1 —1|[dos columnas iguales], det А = det B = 0. 
eso 4 4 
PROPIEDAD a Si un renglón (columna) de А es un múltiplo escalar de otro renglón (columna), entonces 
det А = 0. 
L DEMOSTRACIÓN Sea (21 Uy cue а,) = с(а,а,, ...,а,). Entonces por la propiedad 2, 
а, 12 ln 
95 a а), 
а. a. 555 a. 
det A=c| ?! 2 "1=0 (dela propiedad 5) 
renglón — an gm а, 
а аһ ал 
| EJEMPLO 11 | Ilustración de la propiedad 6 
2. :=3 5 
I 7 2| = 0 ya que el tercer renglón es igual a —2 veces el primero. 
—4 6 -10 
| EJEMPLO 12 | Otra ilustración de la propiedad 6 
2 4 1 12 
=1 1 3 А 
— 8 = 0 porque la cuarta columna es igual a tres veces la segunda. 
7 36 9 
PROPIEDAD El Si se suma un múltiplo escalar de un renglón (columna) de 4 a otro renglón (columna) 
de 4, entonces el determinante no cambia. 
DEMOSTRACIÓN Sea B la matriz obtenida sumando c veces el renglón i de A al renglón j de А. Entonces 
а a, а, 
a a 2n 
det B = ац Eo a, 
dau can a, EE, аһ рисом 
nl аһ ЁК а 
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(por la propiedad 3) 


Ted d, Ay e 4, da а gi а, 


| 2: è + T 


a sis Q a a 


n2 nn nl 


= det А +0 = det A (el cero viene de la propiedad 6) 


| EJEMPLO ' B] llustración de la propiedad 7 


1 =1 2 
Sead=|3 1 4| Entonces det А = 16. Si se multiplica el tercer renglón por 4 y se suma al 
0 -2 5 
segundo renglón, se obtiene una nueva matriz B dada por 
1 =[ 2 {= 2 
В=|3+4(0) 1+4(—2) 4+5(4)|=|3 —7 24 
0 -2 5 0-2 5 


y det B — 16 = det А. 


Las propiedades que se acaban de presentar simplifican la evaluación de determinantes de 
alto orden. Se “reduce por renglones” el determinante, usando la propiedad 7, hasta que tenga 
una forma en la que se pueda evaluar con facilidad. La meta más común será utilizando la pro- 
piedad 7 de manera repetida hasta que 1) el nuevo determinante, tenga un renglón (columna) 
de ceros o un renglón (columna) que sea múltiplo de otro —en cuyo caso el determinante es 
cero— о 2) que la nueva matriz sea triangular, con lo que su determinante será el producto de 
sus elementos en la diagonal. 


| EJEMPLO 14 | Utilice las propiedades de los determinantes para calcular 


un determinante de 4 x 4 


0 
Calcule |A| = 2 


A оо tA 
о ох A N 


2 2 


E Solución (Уеа elejemplo 2.1.7, página 172.) 


Ya existe un cero en la primera columna, por lo que lo más sencillo es reducir otros elementos de 
la primera columna a cero. Se puede continuar la reducción buscando una matriz triangular. 

Se multiplica el primer renglón por —2 y se suma al tercer renglón; se multiplica el primer 
renglón por —3 y se suma al cuarto. 


1 3 52 
0 -1 3 4 
A = 
И 0 -5 -l 2 
0 -7 -11 2 
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Se multiplica el segundo renglón por —5 y —7 y se suma el tercer y cuarto renglones, respecti- 
vamente. 

1 3 5 2 

0 =] 3 4 

0 0 -16 -18 

0 0-32 -26 


Se factoriza —16 del tercer renglón (utilizando la propiedad 2). 


1 3 5 2 
0 =] 3 4 
=-16 
0 0 1 2 
8 


0 0 —-32 -26 


Se multiplica el tercer renglón por 32 y se suma al cuarto. 


|] 3:15. 2 

0-13 4 
=-16 

012 

8 

0 00 10 


Ahora se tiene una matriz triangular superior y |A| = —16(1)(—1)(1)(10) = (—16)(—10) = 160. 


| EJEMPLO 15 | Uso de las propiedades para calcular un determinante de 4 x 4 


—2 104 

3. =1 5 2 

Calcule 14] = И Tad 
3 —7 2 5 


Ш Solución Existen varias formas de proceder en este caso y no es evidente cuál de ellas será la más rápida 
para llegar a la respuesta. Sin embargo, como ya existe un cero en el primer renglón, se comien- 
za la reducción en ese renglón. 

Se multiplica la segunda columna por 2 y por —4 y se suma a la primera y cuarta columnas, 


respectivamente 
0 10 0 
] — 5 6 
= 
12 Too +=2] 
= =7 2 33 
Se intercambian las primeras dos columnas. 
1 0 0 0 
an 1 5 6 
COPA 123 -27 
=7 -11 2 33 
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Se multiplica la segunda columna por —5 y por —6 y se suma a la tercera y cuarta columnas, 
respectivamente. 


1 0 0 0 
=] 1 0 0 
7 12 —57 =99 
=] =11 57 99 


Como la cuarta columna es ahora un múltiplo de la tercera (columna 4 = Y X columna 3) se 


ve que |4] = 0. 
| EJEMPLO ' 6 | Uso de las propiedades para calcular un determinante de 5 x 5 
1 =2 3 =5 E 
2. Q'p «=з. 6 
Calcule |4|= 4 7 3 -9 4 
3 1-2 -2 3 
га о, =] 3 7 9 








B Solución Sumando primero el renglón 2 y después el renglón 4 al renglón 5, se obtiene 


1 -2 з = 7 
2 0 —1 —5 6 
|A| =|4 7 3-9 4Í|=0 (por la propiedad 1) 
3 1-2-2 3 
0 0 0 0 0 








Este ejemplo ilustra el hecho de que un poco de observación antes de comenzar los cálculos 
puede simplificar las cosas considerablemente. 
Existe un hecho adicional sobre determinantes que resultará de gran utilidad. 


TEOREMA E Sea 4 una matriz de n X n. Entonces 





al CN dons. d cU 81022) (6) 


nb Qr ee 


Nota. Del teorema 5 la suma en la ecuación (6) es igual a det A si i = /. 


E DEMOSTRACIÓN Sea 
11 diz а, 
5 а 2n 
B= а а а 
renglónj —> | 4%, 44, = Q 
8. 0 a 
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Entonces, como dos renglones de В son iguales, det В = 0. Pero В = А excepto por el 
renglón j. De esta forma se calcula det B expandiendo en el renglón j de B, se obtiene la 
suma en (6) y el teorema queda demostrado. Observe que al hacer la expansión respecto 
al renglón j, este renglón se elimina al calcular los cofactores de B. Así, В, = А, para 
= ои 


AUTOEVALUACIÓN 


l. ¿Cuáles de los siguientes determinantes son 0? 














i| 2 3 2 Y 
a 1 24 b) 3 8 
164 A Y 
2 Ws 1 0 
2 LS d) 0 —1 0 
9 2 5 0 4 
П. ¿Cuáles de los siguientes determinantes son 0? 
ТЕ AA: 30 1 
LI 6 02 14 
a) b) 
S c4 $ 9» 3 02 
IS, ОШОО 
П 2 11 1 
eb mr Ty 2 1 =l 
c 
) 24 42 2 30 9 2 
© ® 5 0 3 2 
ПЕ 
Ш. El determinante de | —1 2 4 |еѕ 
DES 
a) 4 b) 10 0) =10 d 8 e) 6 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 
L 5) и. o) Ш. a) 


De los problemas 1 al 26 evalúe el determinante usando los métodos de esta sección. 


0 3 
4 -1 

















195 


2.2 Propiedades de los determinantes 
































9 © © о © © 
© о 5 "s 
A = чә | ©. SS: we 
no ч т^ n © 
=. б зо S & > © 
T со оо сч © = 
| о о | ою Зоо ооо © y 
ч © 
| oa. 2 —_ © So S оо о зо о о o6 
N а) o6 = <f 
- - = N N 
o 
© © © N t 
© © © с ~ © 
C em | 
© с | © © мю с 
| 
o с on. a сї ч о © © m 
e) o m | oo. 
no =- — — о 0 
н) т бов AA е | | = 
bulbos — = су о о 
о © A+ ш o m | -no о 2 
= ч E S er) © 
- = — N N N 
—- O = с = e 
ч nn m 
Ld E 
o om o wm 
© — QU e 
о + no wo = о о uso Г 
| © оо © | 
e CX CX б» Cm Y = N OC сч o 
o no e + + | 
| з o © © 
C ce NA + CY e C 
| | | o ~ | Sua o шу nnr renn = 
= eñ © EN ei Ye] 
= - = = N N 


De los problemas 27 al 35 calcule el determinante suponiendo que 


а 


43 


а 0, A, 


29. 


196 


CAPÍTULO 2 
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30. 


33. 


35. 


36. 


"37: 


+38. 


39. 


*40. 


41. 


42. 


**43, 








а а, а; —a, —3a, —3a, 4a, —2a, 3a, 
2a, 2a, 2а, 31. 24, 2a,, 2a, 32. 4a, —2a,, 3a, 
аз, а а» 5а; 3а,, 5а, 4a, -—2a, 3a, 
п 24, 4, а 74, 12 13 
a, 24, a, 34. а, 705 а, а„ 
а 2а, a; а, 705 а„ 04 
2a, m~ За 2a,-—3a, 2a, – За,, 

а, а,, а; 

Q5 а, а; 


Usando la propiedad 2, demuestre que si а es un escalar у 4 es una matriz, entonces det 
а A = о" det A. 


Demuestre que 





1+ х х, Ж А 
х 1+2, х, 3 
x x, 1+x, y SEA A ex, 
x x, X, 1+х 





Demuestre que 





A -1 0 — 0 0 0 

0 4 н 

0 0 A 

E d =i ta M ta AN aAA 
0 0 0 A =l 0 

0 0 0 0 À e 

а 4 G, 7 0,4 0,5 A+ 8; 





Sea A una matriz de n X n. Demuestre que si la suma de todos los elementos de cada co- 
lumna de A es cero, entonces |A| = 0. 


Una matriz es antisimétrica si 4' = — А. Si A es una matriz antisimétrica de n X п, demues- 
tre que det 4' = (—1)" det A. 


Usando el resultado del problema 40, demuestre que si А es una matriz antisimétrica de 
n X ny nes impar, entonces det A = 0. 


Una matriz A se llama ortogonal si 4 es invertible y 47! = 4'. Demuestre que si 4 es orto- 
gonal, entonces det А = +1. 


Sea Д el triángulo del plano con vértices en (x,, y), (х,, y,) y (х, yj). Demuestre que el área 
del triángulo está dada por 


i lx y» 
PIDE Ld 3. 
1 x; у, 


¿Bajo qué circunstancias este determinante será igual a cero? 


**44, 


45. 


46. 


**47, 


48. 


49. 


50. 
51. 
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Tres rectas que no son paralelas por pares determinan un triángulo en el plano. Suponga 
que las rectas están dadas por 





aux ау 43 0 








a, 1 X ау а; — 0 





aX dy + a4 = 0 


Demuestre que el área determinada por las rectas es 


a |& & ^ 
Amt |, on or 
А Ay 4, 
El determinante de Vandermonde! de 3 X 3 está dado por 
1 Л 1 
D, — а а, а, 
а? а? а? 
1 2 3 





Demuestre que D, = (a, — aj) (a, — a) (a, — a,). 


1 1] 1 1 
a a, а, 4 1 
D,- , 5 5 p| esel determinante de Vandermonde de 4 x 4. Demuestre que D, = 
a а, а, a, 
a? а? а? a? 
1 2 3 4 
(a, — aj) (a, — aj) (a, — aa, — a,) (a, — a) (a, — a). 





a) Defina el determinante de Vandermonde den X n, р. 


n-l 
b) Demuestre que D, — Пе, — a), donde П representa Іа palabra “producto”. Obser- 
i=l 


j?i 3 
ve que el producto en el problema 46 se puede escribir П (a, — a). 


i=1 


ji 
Sea o "a)y sofy 2] 
da 05 b, b, 


a) Escriba el producto АВ. 
b) Calcule det 4, det B y det AB. 
c) Demuestre que det АВ — (det A)(det B). 


La matriz А de n X n se Пата nilpotente si 4“ = 0, la matriz cero, para algún entero k = 1. 
Demuestre que las siguientes matrices son nilpotentes y encuentre la k más pequeña, tal 
que 


ü 3 0 1 3 
a) p j b |0 0 4 
ооо 


Demuestre que si А es nilpotente, entonces det А = 0. 


La matriz А se llama idempotente si 4? = A. ¿Cuáles son los valores posibles para det A si 
А es idempotente? 


ш 
* A.T. Vandermonde (1735-1796) fue un matemático francés. 
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52. 


53. 


Sea P una matriz permutación. Demuestre que det P = +1. [Sugerencia: por la definición 
en la página 140 P = P, P, |... P,P,, donde cada Р, es una matriz permutación elemental. 
Utilice la propiedad 4 para demostrar que det P, — —1 y después calcule det P usando el 
teorema 1.] 


Sea P una matriz permutación. Demuestre que P' también es una matriz permutación y 
que det Р = det Р". [Sugerencia: si P es una matriz permutación elemental, demuestre que 
Р! = Р] 


О MATLAB 2.2 


1. 


a) Sea A = round(10*(2*rand(n)-1)) para n = 2. Encuentre det(A). Ahora encuentre 
det(2* A). Repita para n — 3y n — 4. 

b) (Papel y lápiz) Concluya una fórmula para det(24) en términos de n y det( A4). Conclu- 
ya una fórmula para det(kA) para k general. 

c) Use MATLAB para probar su fórmula para det (3A). 

d) (Papel y lápiz) Pruebe la fórmula utilizando las propiedades aprendidas en esta sec- 
ción. 

Para las siguientes matrices, primero encuentre det (4). Después reduzca A a la forma 

triangular superior U, utilizando operaciones con renglones de la forma RR + CR, о 


intercambiando R, y R, Encuentre det (U) y verifique que det (А) = (—1)* det (U), donde 
К es el número de intercambios de renglones realizado en el proceso de reducción. 


6 1 2 3 
0 1 2 
—1 4 1 
a) А= b A=|3 4 5 
] =3 1 
12 3 
11 25 


c) Para esta matriz, antes de cada operación con renglones, intercambie los renglones 
de manera que el elemento en la posición pivote sea el de mayor valor absoluto de los 
elementos posibles a usar como ese pivote: 


a 

Il 

hh — 
— tn N 


3 

6 

-2 1 4 
d) Elija una matriz aleatoria 4 de n X n y redúzcala a la forma triangular superior encon- 
trando la descomposición LU de A mediante el comando [L,U,P] = lu(A). Use P para 
determinar el número de intercambios de renglones realizados y verifique que det (4) 


= (— 1) det (U), donde k es el número de intercambios de renglones. Describa el papel 
de det(P). Repita para otras dos matrices А. 


ГЕЗ DEMOSTRACIÓN DE TRES TEOREMAS IMPORTANTES Y ALGO DE HISTORIA 


Antes se citaron tres teoremas que resultan de fundamental importancia en la teoría de matri- 
ces determinantes. Las demostraciones de estos teoremas son más complicadas que las demos- 
traciones que ya se analizaron. Trabaje despacio en estas demostraciones; la recompensa será 
un mejor entendimiento de algunas ideas importantes acerca del álgebra lineal. 
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TEOREMA Teorema básico 


Sea А = (а) una matriz de n X п. Entonces 


det A = a A, лг 44), Е аА, 
= la ar р 3r ооз аг @ AL. (1) 


in їп 


= a, A, ар а, А, 3p assa (P pL. (2) 


ni n 


paran e llo 25 sss S NLIS lo Lo see o it 


Nota. La primera igualdad es la definición 2.1.4 del determinante mediante la expan- 
sión por cofactores del primer renglón; la segunda igualdad dice que la expansión por 
cofactores de cualquier otro renglón lleva al determinante; la tercera igualdad dice que 
la expansión por cofactores de cualquier columna da el determinante. De acuerdo con 
la observación de la página 190 se necesita, únicamente, probar el teorema para los 
renglones [ecuación (1)]. 


= DEMOSTRACIÓN Se probará la igualdad (1) por inducción matemática. Para la matriz А = e ña] de 
21 22 
2 X 2, primero se expande por cofactores el primer renglón: det А = a,,4,, + a,,4,, = 
a, (a) + а (а) = аџа,, — 4,74, De este modo, expandiendo en el segundo renglón se 
obtiene a,,4,, + аА, = 4, (4,,) + a, (a) = 4,,4,, — аа, . Entonces se obtiene el mis- 
mo resultado expandiendo en cualquier renglón de una matriz de 2 X 2, y esto prueba 
la igualdad (1) en el caso 2 X 2. 
Ahora se supone que la igualdad (1) se cumple para todas las matrices de (n — 1) X 
(n — 1). Debe demostrarse que se cumple para las matrices de n X n. El procedimiento 
será expandir por cofactores de los renglones 1 e i, y demostrar que las expansiones son 


idénticas. La expansión en el primer renglón da el siguiente término general 


aca M (3) 


1k^ dk — 


Observe que éste es el único lugar en la expansión de |4| en el cual aparece el término а, 
уа que otro término general sería а 4, = (— 1) "а, |M,, |, con з ту M,, se obtiene 
eliminando el primer renglón y la m-ésima columna de А (y a,, está en el primer renglón 
de А). Como M „es una matriz de (n — 1) X (n — 1), por la hipótesis de inducción se 
puede calcular |M | expandiendo en el renglón i de А [que es el renglón (i — 1) de M, ]. 
Un término general de esta expansión es 


а (cofactor de a en М) (k%1) (4) 


Por las razones descritas, éste es el único término en la expansión de |M | en el ¡-ésimo 
renglón de А que contiene el término а,. Sustituyendo (4) en la ecuación (3) se encuentra 
que 

(—1)'**a, a, (cofactor de a, en M,,) (kx I) (5) 


ue 
es la única ocurrencia del término a,,a, en la expansión por cofactores de det А en el 
primer renglón. 

Ahora, si se expande por cofactores en el renglón i de А (donde ¡+ 1), el término 
general es 

= yes 
(=) (6) 

y el término general en la expansión de |M] en el primer renglón de M, es 


a „(cofactor de a,, en М.) (k%1) (7) 
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Si se inserta (7) en el término (6) se encuentra que la única ocurrencia del término аа, 
en la expansión del renglón i de det А es 


(-1)*a,a,(cofactor de а, en M,) (К « I) (8) 


Si se puede demostrar que las expansiones (5) y (8) son la misma, entonces (1) quedará 
demostrada, ya que el término en (5) es la única ocurrencia de a,,a, en la expansión del 
primer renglón, el término en (8) es la única ocurrencia de a,,a,en la expansión del i-ési- 
mo renglón, y k, i y l, son arbitrarios. Lo que demostrará que las sumas de términos en 
las expansiones en los renglones 1 e i son iguales. 

Ahora, sea Mx la matriz de (n — 2) X (n — 2) obtenida al eliminar los renglones 
l e Ту las columnas k y / de A (esto se llama menor de segundo orden de A). Primero se 
supone que k < /. Después 


a a 


21 г, 2,k-1 ОЕ 6 DNE 2n 
My,-| а Qu. аа dy, (9) 
а л паб aki а ku ova ам Gom а n 
а ак d iq Vui e 0, 
a. eno (él, aso PL (UL 655. Él 
sibi 1 EM Т1 ERER 
M,= a0) 
Cani c Can Chin Quy ct п 
nl Ou d fien dal Loud а 


De (9) у (10) se aprecia que 
Cofactor de a, en М, = C 1) 0+ 0)М | (11) 


Cofactor de a,, en M,— (-1) ^M, (12) 
Entonces (5) se convierte en 
G Diar a oM m оо (13) 
y (8) se convierte en 
G Da, aj — О == аа (14) 


Pero (= 1)! = (— 1), de modo que los lados derechos de las ecuaciones (13) y 
(14) son iguales. Así, las expresiones (5) y (8) son iguales y (1) queda demostrado en el 
caso k < l; después por un razonamiento similar se encuentra que si k > /, 


Cofactor de a, en M,, = = 9*M, | 
Cofactor деа, en М, = (—1)**-»| M. 


ци 


de manera que (5) se convierte еп 


(= а al HEDHIM. 


ми - 


= pss 
( Du р. а АМ, il 


y (8) se convierte en 


(US DESI] sca eM 


ud 


y esto completa la prueba de la ecuación (1). 
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Ahora se quiere probar que para cualesquiera dos matrices de n X n, A y B, det AB — det 
A det B. La prueba es más compleja e incluye varios pasos. Se usarán diversos hechos sobre las 
matrices elementales probados en la sección 1.10. 

Primero se calculan los determinantes de las matrices elementales. 


LEMA a" Sea E una matriz elemental: 

i. Si E es una matriz que representa la operación elemental К 2 R, entonces det 

Е = –1. (15) 
й. Si E es una matriz que representa Іа operación elemental R, > К, + cR, entonces det 

E= Íl, (16) 
iii. Si E es la matriz que representa la operación elemental А, — cR, entonces det E = c. 

(17) 
DEMOSTRACIÓN i. det/- 1. Ese obtiene de / intercambiando los renglones i y j de T. Por la propiedad 

E -— 4 de la página 188, det E = (=1) det Z — —1. 


li. Ese obtiene de 7 multiplicando el renglón i de / por c y sumándolo al renglón j. 
Entonces por la propiedad 7 de la página 190, det E = det / = 1. 


iii. Ese obtiene de 7 multiplicando el renglón i de / por c. Así, por la propiedad 2 en la 
página 187, det E = c det = c. 


LEMA El Sea B una matriz de n X n y sea E una matriz elemental. Entonces 


det EB = det E det B (18) 


La prueba de este lema se deduce del lema 1 y los resultados presentados en la sección 2.2 que 
relacionan las operaciones elementales con renglones en los determinantes. Los pasos de la 
prueba se indican de los problemas 1 al 3 de la sección que nos ocupa. 

El siguiente teorema es un resultado fundamental en la teoría de matrices. 


TEOREMA 2 | Sea A una matriz de n X n. Entonces А es invertible si y sólo si det А z 0. 
DEMOSTRACIÓN Del teorema 1.10.5 en la página 129, se sabe que existen matrices elementales Е, Ej, --- , 
L E, y una matriz triangular superior T tal que 
A=EE, ET (19) 


Usando el lema 2 m veces, se ve que 
det 4 det E det (HET EM) 
= det E, det E, det (E, --. E, T) 


= det E, det E, --- det E, , det (E, T) 
o sea 


det 4 = det E, det E, --- det E, , det E det T (20) 
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Por el lema 1, det E, + 0 para i = 1, 2, ... , m. Se concluye que det А % 0 si y sólo si det 
77200). 

Ahora suponga que 4 es invertible. Al usar (19) y el hecho de que toda matriz ele- 
mental es invertible E, '! -.. E'A es el producto de matrices invertibles. Así, T'es inver- 
tible y por el teorema 2.1.2 en la página 174, det T z 0. Por lo tanto, det A + 0. 

Si det А z 0 entonces (20), det 70, por lo que Tes invertible (por el teorema 2.1.2). 
Entonces el lado derecho de (20) es el producto de matrices invertibles, y 4 es invertible. 
Esto completa la demostración. 


A] fin, ahora se puede demostrar el resultado principal. Usando estos resultados establecidos, 
la prueba es directa. 


Sean A y B matrices de n X n. Entonces 
det AB — det A det B (21) 


Caso I: det A — det B — 0. Entonces por el teorema 2, B no es invertible, así por el teo- 
rema 1.8.6, existe un n-vector x + 0 tal que Bx = 0. Entonces (4B)x = A(Bx) = 40 = 0. 
Por lo tanto, de nuevo por el teorema 1.8.6, AB no es invertible. Por el teorema 2, 


0 = det AB = 0 · 0 = det A det B 


Caso 2: det А = 0 y det B z 0. A no es invertible, por lo que existe un n-vector y + 0 tal 
que Ay = 0. Como det B + 0, B es invertible y existe un vector único x + 0 tal que Bx = 
y. Entonces ABx = A(Bx) = Ay = 0. Así, AB no es invertible, esto es 


det АВ = 0 = 0 det B = det A det B 


Caso 3: det A + 0. A no es invertible y se puede escribir como un producto de matrices 


elementales: 
A = Ый воз, 


Entonces 
АВ = ЕЕ, «>, E, В 
Usando el resultado del lema 2 repetidas veces, se ve que 
det AB = det (E E, --- E B) 
= det E, det E, --- det E, det B 
= det (E, E, --- E ) det B 
— det A det B 


SEMBLANZA DE... 


Breve historia de los determinantes 


Los determinantes aparecieron en la literatura matemática más 
de un siglo antes que las matrices. El término matriz fue utilizado 
por primera vez por James Joseph Silvestre, cuya intención era 
que su significado fuera “madre de los determinantes”. 

Algunos grandes matemáticos de los siglos хуш y xix partici- 
paron en el desarrollo de las propiedades de los determinantes. 
La mayoría de los historiadores cree que la teoría de los determi- 
nantes encuentra su origen en el matemático alemán Gottfried 
Willhelm Leibniz (1646-1716), quien junto con Newton, fue co- 
inventor del cálculo. Leibniz utilizó los determinantes en 1693 
en referencia a los sistemas de ecuaciones lineales simultáneas. 
Sin embargo, algunos piensan que un matemático japonés, Seki 
Kowa, hizo lo mismo casi 10 años antes. 

Quien contribuyó de manera más importante en la teoría de 
los determinantes fue el matemático francés Augustin-Louis Cau- 
chy (1789-1857). Cauchy redactó una memoria de 84 páginas, en 
1812, que contenía la primera prueba del teorema det AB = det 
A det B. En 1840 definió la ecuación característica de la matriz A 
como la ecuación polinomial det (A — А) = 0. Dicha ecuación se 
estudiará con detalle en el capítulo 6. 

Cauchy escribió en forma extensa, tanto sobre matemáticas 
puras como sobre matemáticas aplicadas. Sólo Euler contribuyó 
en mayor medida. Cauchy participó en muchas áreas que incluyen 
teoría de funciones reales y complejas, teoría de la probabilidad, la 
geometría, la teoría de propagación de ondas y series infinitas. 

Se otorga a Cauchy el crédito de establecer un nuevo están- 
dar de rigor en las publicaciones matemáticas. Después de Cau- 
chy, se tornó más difícil publicar un artículo basado en la intui- 
ción; se pedía adhesión estricta a las demostraciones formales. 





El vasto volumen de las publicaciones de Cauchy era una 
inspiración. Cuando la Academia Francesa de las Ciencias inició 
sus publicaciones periódicas Comptes Rendu en 1835, Cauchy les 
envió su trabajo para que lo publicaran. Pronto la cuenta de im- 
presión de sólo el trabajo de Cauchy creció tanto que la Acade- 
mia puso un límite de cuatro páginas por artículo publicado. Esta 
regla todavía está en vigor. 

Vale la pena mencionar aquí algunos matemáticos. La ex- 
pansión de un determinante por cofactores fue utilizada por 
primera vez por un matemático francés, Pierre-Simon Laplace 
(1749-1827). Laplace es más conocido por la transformada de La- 
place que se estudia en cursos de matemáticas aplicadas. 

Una aportación importante a la teoría de determinantes 
(después de Cauchy) fue la del matemático alemán Carl Gustav 
Jacobi (1804-1851). Fue con él que la palabra"determinante" ganó 
su aceptación final. Jacobi usó primero un determinante aplicado 
alas funciones para establecer la teoría de funciones de diversas 
variables. Más tarde, Sylvester bautizó a este determinante el ja- 
cobiano. Los estudiantes actuales estudian los jacobianos en los 
cursos de cálculo de distintas variables. 

Por ültimo, ninguna historia de determinantes estaría com- 
pleta sin el libro An Elementary Theory of Determinants, escrito en 
1867 por Charles Dogdson (1832-1898). En dicho libro Dogdson 
da las condiciones bajo las cuales los sistemas de ecuaciones tie- 
nen soluciones no triviales. Estas condiciones están escritas en 
términos de los determinantes de los menores de las matrices de 
coeficientes. Charles Dogdson es más conocido por su seudóni- 
mo de escritor, Lewis Carroll. Con ese nombre publicó su famoso 
libro Alicia en el país de las maravillas. 
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Problemas 2.3 


l. Sea E la representación R,S R, y sea B una matriz de n X n. Demuestre que det EB 
— det E det B. [Sugerencia: describa la matriz EB y después utilice la ecuación (15) y 
la propiedad 4.] 


1. Sea E la representación А > R, + cR, y sea B una matriz de n X n. Demuestre que 
det EB — det E det B. [Sugerencia: describa la matriz EB y después utilice la ecuación 
(16) y la propiedad 7.] 


Ill. Sea Ela representación R,— cR, y sea B una matriz de n X n. Demuestre que det EB 
— det E det B. [Sugerencia: describa la matriz EB y después utilice la ecuación (7) y 
la propiedad 2.] 


2.4 DETERMINANTES E INVERSAS 


En esta sección se analiza la forma en que se pueden calcular las inversas de las matrices ha- 
ciendo uso de los determinantes. Más aún, se completa la tarea iniciada en el capítulo 1, de 
probar el importante teorema de resumen (vea los teoremas 1.8.6 en la página 106 y 1.10.4 en 
la página 128), que muestra la equivalencia de varias propiedades de las matrices. Se comienza 
con un resultado sencillo. 


TEOREMA a| Si A es invertible, entonces det А # 0 y 





а) 
DEMOSTRACIÓN Suponga que А es invertible. Según el teorema 2.3.2 en la página 201, det А = 0. Del 
teorema 2.2.1, página 183 
1 = det I = det 447! = det A det A^! (2) 


lo que implica que 
det 47! — 1/det A 


Antes de utilizar determinantes para calcular las inversas es necesario definir la adjunta de una 
matriz A = (a,). Sea B = (А) la matriz de cofactores de А (recuerde que un cofactor, definido 
en la página 171, es un número). Entonces 


Ay le э d 
в-|® mon & РА 
Ay Ay ч. 4, 


DEFINICIÓN a" La adjunta 


Sea A una matriz de n X n y sea B, dada por (3), la matriz de sus cofactores. Entonces, 
la adjunta de A, escrito ad] А, es la transpuesta de la matriz B de n X n; es decir, 
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(4) 





Observación. En algunos libros se usa el término adjugada de А en lugar de adjunta ya que ad- 
junta tiene un segundo significado en matemáticas. En este libro se usará la palabra adjunta. 


| EJEMPLO1 | Cálculo de la adjunta de una matriz de 3 x 3 














24 3 
Sea 4=|0 1 —1| Calcule adj A. 
3.5 7 
Bi Solución Seti oal | [0 1 _ Е Е 
ошсаоп твая 4j 1^ “==, 7 Э. A 3 A, 13, 4,-5 
12. 53. —3 
d 52 4 =-7, А„=2 y 4 e2 As,B=|-13 5 2 
13 =3 =7 E M. 
yadA=B'=|-3 5 2|. 
=>) 2 2 
| EJEMPLO2 | Cálculo de la adjunta de una matriz de 4 x 4 
1 -3 0 2 
3-12 2 -6 
Sea A = . 
-2 10 2 5 
-1 6 1 3 


Calcule adj 4. 


Ш Solución ^ Esto es más laborioso ya que se tienen que calcular dieciséis determinantes de 3 X 3. Por ejem- 
plo, se tiene 


32 -6 1—30 1 -3 2 
4,--|2 2 S|-L A,-|-2 10 2|=-2 y A,--| 3 -12 -6|-3. 
-1 1 3 -1 61 -2 10 5 


Al comparar estos cálculos se encuentra que 


0-1 0 2 
zu pop =2 
B= 
0. 2. =3 =3 
-2 2 3 2 
y 
0-1 0 =2 
1 2 =2 
adj A = В = 

=] =$ 3 


206 CaríTULO 2 Determinantes 
| EJEMPLO3 | La adjunta de una matriz de 2 x 2 
A = 
Sea ^ ML <a UN n 2j 
а 05 Аз s 74, а 


ADVERTENCIA Al calcular la adjunta de una matriz, no olvide transponer la matriz de cofactores. 


TEOREMA ЕЗ Sea А una matriz de n X n. Entonces 


det4 0 0 


0 det4 0 те 
(4Xadj4)-| 0 @ detA .. 0 |= (det AI (5) 
0 0 0 ша ELA 
DEMOSTRACIÓN Sea C = (с) = (A)(adj A). Entonces 
а а, пар a Aha Aba an 
m A 
C En i ES 4 ^ 1j (6) 
а а з Os 4, Aba а Au. 
Se tiene 
CT (renglón i de 4) · (columna j de adj 4) 
A, 
= (a, az ap) " 
A. 
jn 
Así 
„= аА, СОЕ EE @ (7) 


Ahora, si i = j, la suma еп (7) es igual a а„А„ +а,4, + --- + a, A, que es la expansión 


de det А sobre el renglón i de А. Por otro lado, si i 4 j, entonces del teorema 2.2.6 en la 
página 193, la suma en (7) es igual a cero. Por lo tanto, 


| jdet A sii= j 
0 siizj 


Esto prueba el teorema. 


Ahora se puede establecer el resultado principal. 


TEOREMA EJ 


DEMOSTRACIÓN 


E 
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Sea A una matriz de n X n. Entonces А es invertible si y sólo si det А 4 0. Si det А з 0, 
entonces 


(8) 





Observe que el teorema 1.8.4, en la página 100, para matrices de 2 X 2 es un caso espe- 
cial de este teorema. 


La primera parte de este teorema es el teorema 2.3.2. Si det А # 0, entonces se demues- 
tra que (l/det А )(аа] 4) es la inversa de А multiplicándola por A y obteniendo la matriz 
identidad: 


teorema 2 


1 1 1 
A dj A |= A(adj 4)] = —— (det А) = I 
ls | таги 





Pero por el teorema 1.8.7, de la página 107, si АВ = I, entonces В = 4”!. Así, 


(I/det AJadj А = 47 


| EJEMPLO 4 | Uso del determinante y la adjunta para calcular la inversa 


B Solución 


3 
—] |. Determine si Aes invertible y, de ser así, calcule 4”!, 


2 4 
Ѕеа 4=|0 1 
3 5 7 


Como det А = 3 з 0 se ve que A es invertible. Del ejemplo 1 





12 -13 =7 
adj 4= | —3 5 2 
3 2 2 
4 -B 7 
| 1. =з =? | : 
Así А =—|—3 5 2|-2|-1 
3 à y us 3 3 
i 2 2 
—1 Sx ESTA 
3 3 
Verificación 
[2 -B —71(2 4 3 (300 
4\А=-|-—3 5 2||0 1 112010 3 0|=/ 
=3 2 33% 3 0 0 3 


208 CaArPíTULO 2 Determinantes 


MENTE Cálculo de la inversa de una matriz de 4 x 4 usando el determinante y la adjunta 


1 -3 0-2 
3 -12 -2 -6 
Sea A- 
-2 10 2 5 
-1 6 1 3 


Determine si А es invertible y, si lo es, calcule 4”!. 


E Solución Haciendo uso de las propiedades de los determinantes, se calcula det А = —1 # 0 y por lo tanto 
А! existe. Por el ejemplo 2 se tiene 


0-1 0-2 
. =1 1 2 -2 
adj A = 

0.-1-3 3 

2. —2 =3 2 
0-1 0 2 0 1 0 2 
Xd pw -1 1 2 2 _ -1 -2 2 
-1| 0 -1 -3 3 0 1 3 -3 
2-2-3 2 -2 2 3-2 


Nota 1. Como ya se habrá observado, si n > 3, por lo general es más fácil calcular 4^! con la 
reducción por renglones que utilizando adj 4; aun para el caso de 4 X 4 es necesario calcular 
17 determinantes (16 para la adjunta de 4 más det 4). Sin embargo, el teorema 3 es de suma 
importancia ya que, antes de hacer la reducción por renglones, el cálculo de det A (si se puede 
hacer fácilmente) dice si A^! existe o no existe. 


Nota 2. En muchas aplicaciones de la teoría de matrices, las matrices están dadas en forma 
simbólica (es decir, en términos de variables) en lugar de numérica. Por ejemplo, se puede tener 
А= B T 
2 № 
muchas veces el cálculo de los determinantes. Esto es particularmente cierto en algunas aplica- 
ciones de ingeniería, como la teoría de control. 
En la sección 1.10 se presentó el teorema de resumen (teoremas 1.2.1, 1.8.6 y 1.10.4). Éste 
es el teorema que una muchos conceptos desarrollados en los primeros capítulos de este libro. 


| en lugar de E i En cuyo caso, la mejor forma de proceder será considerando 


TEOREMA ES Teorema de resumen (punto de vista 4) 


Sea A una matriz de n X n. Las siguientes siete afirmaciones son equivalentes. Es decir, 
cada una implica a las otras seis (de manera que si una es cierta, todas lo son). 
i. A es invertible. 
ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial (x = 0). 
iii. El sistema Ах = b tiene una solución única para cada n-vector b. 
iv. Aes equivalente por renglones a la matriz identidad den X n, Г. 
v. Aesel producto de matrices elementales. 
vi. La forma escalonada por renglones de A tiene л pivotes. 
vii. det A z 0. 
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En el teorema 1.8.6 se demostró la equivalencia de las partes i), ii), iii), iv) y vi). En el 
teorema 1.10.3 se demostró la equivalencia de las partes 1) y v). El teorema 1 (o teorema 
2.3.2) demuestra la equivalencia de 1) y vii). 


Problemas 2.4 











AUTOEVALUACIÓN 
12-1 4 
. 2 3- 2 4 SA 
l. El determinante de es —149. La componente 2,3 de A~! está dada 
S íl E 
por 
-4 3 1 6 
1 2 4 12 4 
в = -3 ppc Mes 
© M9 E 149 
=4 3 6 —4 3 6 
]: =] # 14 
Т8 4 d) U А 
€) 149 149 
- -4 1 6 
9 T7 2 
ll. El determinante de | -1 5 8]|es468. La componente 3,1 de A~! es 
@ RI 
0 y 46 46 
468 468 468 468 


De los problemas 1 al 15 utilice los métodos de esta sección para determinar si la matriz dada 
es invertible. De ser así, calcule la inversa. 


ЗЕ qee 


d 11 005 
«(i 5.|0 2 3 6 0.0 3 
> 5 1 -4 2 4 
3 1 1 11 12 3 
7. |0 2 8.|0 1 1 9.|1 1 2 
0 -1 0 0 1 012 
3 10 10 1 2 —1 4 
10. |1 -1 2 11.10 1 2 12. |i 0.5 
y d. 214 19 -7 3 
1 1-11 1 -3 0 -2 
1 6 2 
1 2-12 3-12 -2 -6 
13. |-2 3 5 14. 15. 
1-1 21 -2 10 2 5 
7 12 -4 
1 3 32 -1 6 1 3 
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16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


Utilice determinantes para demostrar que una matriz A de n X nes invertible si y sólo si 4' 
es invertible. 


1 1 А 
Рага 4А = | ; verifique que det 47! = 1/det A. 


1 -1 3 
Para 4A=|4 1  6|verifique que det A^! = 1/det A. 
2 0 -2 


А .[€ , ; 
¿Para cuáles valores de а la matriz le | es no invertible? 


=@ 
-а а-1 a+l 
¿Para qué valores de о Іа matrz| 1 2 3 [no tiene inversa? 
2-а а+3 AFT 
Suponga que la matriz А de n X n es no invertible. Demuestre que (4)(adj 4) es la matriz 


cero. 
соѕ0 sen80 


Sea 0 un nümero real. Demuestre que 
—ѕеп Ө cos 


| es invertible y encuentre su inversa. 


cos senO 0 


Sea Ө un número real. Demuestre que | —sen Ө cos Ө 0 | es invertible y encuentre su in- 
versa. 0 0 1 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


l. d) Il. a) 


m MATLAB 2.4 


1. 


Genere una matriz aleatoria de n X m con A = 2*rand(n,m)—1 para algunos valores de n 
ym tales que m > n. Encuentre el determinante de 4'4. ¿Cuál es su conclusión acerca de 
A'A? Pruebe su conclusión para otras tres matrices 4. ¿Es válida su conclusión si m < n? 


La siguiente secuencia de instrucciones de MATLAB calcula la matriz adjunta de una 
matriz aleatoria A de orden n 


$ Orden de la matriz de interes 

=4; 

$ Define matriz de interes 

= rand(n); 

Inicializa matriz que al final sera la matriz adjunta de A 
= zeros(size(A)); 

Ciclo para obtener la matriz de cofactores 

for i-1:n 


B 


D 


oe 


Q 


oe 


vec renglon-1:n; 
vec renglon(i)-[]1; % excluir el renglon i 
for j-1:n 

vec columna-1:n; 

vec columna(j)-[1; % excluir la columna j 


Е 


PROBLEMA 


PROYECTO 
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С(1,3) = det (A(vec_renglon,vec_columna))*(-1)* (1+3); 
end 


end 


9 
5 
9 

5 


Q 


Matriz Adjunta, es la transpuesta de la matriz de 
cofactores 
Cc”; 


Escriba estas instrucciones en el archivo tipo m adjunta.m 


4. 


a) 


b) 


d) 
Se 


Modifique el orden de la matriz A dado en la segunda línea a 50. En la pantalla de 
comando escriba la siguiente secuencia de instrucciones 

tic;adjunta;toc 

tic;adjunta;t adjunta-toc 

En la variable t adjunta se guarda el tiempo que se utilizó para ejecutar el programa 
adjunta.m 

Calcule la adjunta como 


tic;D = det(A)*inv(A);toc 
tic; D - det(A)*inv(A);t det inv-toc. 


En la variable € det inv se guarda el tiempo que se utilizó para ejecutar los co- 
mandos que producen la matriz adjunta de A. 


Compare adj( A), calculada en el inciso а), con D, calculada en el inciso b). ¿Por qué 
esperaría eso? [Sugerencia: encuentre la máxima variación entre los elementos de C y 
D, los comandos abs, max le pueden ser útiles.] 


Compare los tiempos de ejecución. ¿Qué descubrió al comparar estos tiempos? 


ha demostrado que А no es invertible si det(4) = 0. Una suposición natural es que si А 


es cercana a ser no invertible, entonces det(4) estará cerca de 0. 


Considere la siguiente matriz C. Verifique que Ces no invertible. DéA = C; A(3,3) 


= C(3,3) + 1.e-10. Verifique que 4 es invertible y observe que 4 es cercana a la matriz 


no 


invertible C. Encuentre det (A). ¿Qué puede concluir sobre la “suposición natural” 


que se mencionó? 


a) 


b) 


c) 


7 T -7 2 5 6 

0 5 -10 4 8 6 

9 7 -5 3 4 0 
С= 20 * 

5 7 -9 5 2 0 

5 2 1 9 10 8 

1 9 -17 4 2 7 


Introduzca una matriz A triangular superior de 5 X 5 con elementos enteros de mane- 
ra que el determinante de А es 1. Elija valores de c (entero), i y j y realice varias opera- 
ciones con renglones de la forma R, Куз ек, de manera que la matriz esté completa, 
es decir, que tenga el menor número de ceros posible. Llame А a la nueva matriz. 


Verifique que det(4) es todavía igual a 1. ¿Por qué es esto de esperarse? Encuentre 
inv(4) y verifique que tiene elementos enteros. ¿Por qué es esto de esperarse? 


Consulte el problema 9 de MATLAB 1.8 sobre encriptar y decodificar los mensajes. 
Este problema le pide que encripte un mensaje para su profesor haciendo uso de la 
matriz Á creada anteriormente. 
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i. Cree un mensaje para su profesor. Utilizando números en lugar de letras, tal y 
como se describió en el problema 9 de MATLAB 1.8, escriba el mensaje en forma 
matricial para que pueda multiplicarlo por la derecha por A para codificar el men- 
saje (puede ser que necesite colocar espacios adicionales al final del mensaje). 


ii. Utilice A para encriptar el mensaje. 


iii. Entregue el mensaje encriptado a su profesor (como una cadena de números) y la 
matriz А. 


PIS] Reca be Cramer (orcionaL) 


TEOREMA Ы 


DEMOSTRACIÓN 


= 


En la presente sección se examina un viejo método para resolver sistemas con el mismo número 
de incógnitas y ecuaciones. Considere el sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas. 


gk Pe 6 roo e x cb 


ах + ах, А а, Х, — b, 


(1) 
ааа аР ME =b, 
que puede escribirse en la forma 
Ах = (2) 


Si det А # 0, el sistema (2) tiene una solución única dada por x = 45}. Se puede desarrollar 
un método para encontrar dicha solución sin reducción por renglones y sin calcular 4”. 
Sea D = det А. Se definen n nuevas matrices: 


b 12 ln 11 b, 1n 11 12 b, 
zx b, а, а, п - 21 b, 2n = 21 а, b, 

А = Ч А, 7 : ? ? п 
b, аһ d аһ ал b, "ue а, ал а, da b, 


Es decir, A, es la matriz obtenida al reemplazar la columna i de A por b. Por último, sea D, = 
det А, D, = det 4, ..., D = det A. 


Regla de Cramer 


Sea A una matriz de n X n y suponga que det А + 0. Entonces la solución única al siste- 
ma Ax = b está dada por 


(3) 





La solución a Ах = bes x = 4 'b. Pero 


4, 4, со: Ал b, 
4, 4, Ed Аз b, 


A` b= 5 (adj 4)b = > (4) 


А, 4, а>; A b, 
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Ahora bien, (adj 4)b es un n-vector cuya componente j es 


b, 
b 
йу “у EIE : =, db dob (5) 
b, 
Considere la matriz 
AO e O e 1 
p 0-0 ра (6) 
UL. UL. жо UL ы»  L. 
| 
columna j 


Si se expande el determinante de A, respecto a su columna j, se obtiene 
D b, (cofactor de b,) + b, (cofactor de b,) +... + Б, (cofactor deb) (7) 


Pero para encontrar el cofactor de 5, por ejemplo, se elimina el renglón i y la columna 
jde A, (ya que b, está en la columna j de A,). Pero la columna j de A, es b, y si se elimina 
se tendrá simplemente el menor ij, M de А. Entonces 


cofactor de b, en A, = Aly 


De manera que (7) se convierte en 
DS DA, аЬ DAA, +... + ВА (8) 


Por esta razón se trata de lo mismo que el lado derecho de (5). Por lo tanto, la сотро- 
nente і de (adj A)b es D, y se tiene 





x, DI DID 
DIO 

x= = A'b == (adi А == 2 |1. 
x, DI DD 


y la prueba queda completa. 


Nota histórica. La regla de Cramer recibe su nombre en honor del matemático suizo Gabriel 
Cramer (1704-1752). Cramer publicó la regla en 1750 en su libro Introduction to the Analy- 
sis Of Lines of Algebraic Curves. De hecho, existe evidencia que sugiere que Colin Maclaurin 
(1698-1746) conocía la regla desde 1729; Maclaurin fue quizá el matemático británico más 
sobresaliente en los años que siguieron a la muerte de Newton. La regla de Cramer es uno de 
los resultados más conocidos en la historia de las matemáticas. Durante casi 200 años fue fun- 
damental en la enseñanza del álgebra y de la teoría de las ecuaciones. Debido al gran número 
de cálculos requeridos, se utiliza muy poco en la actualidad. Sin embargo, el resultado fue muy 
determinante en su tiempo. 


| EJEMPLO1 | Solución de un sistema de 3 x 3 utilizando la regla de Cramer 


Resuelva el sistema usando la regla de Cramer: 
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2x, + 4x, + 6x, = 18 
4x, + 5x, + бх, = 24 (9) 
Ax be Xo edge 

E Solución ЕІ presente ejemplo ya se resolvió en el ejemplo 1.3.1 de la página: haciendo uso de la reducción 


por renglones. También se pudo resolver calculando A^! (ejemplo 1.8.6, página 101) y después 
encontrando A^!b. Ahora se resolverá usando la regla de Cramer. Primero, se tiene 


2.4 6 
D-4 5 6|-620 
3 1 -2 
18 4 6 
de manera que el sistema (9) tiene una solución única. Después D, = 24 5  6|=24, 
4 1 2 
2 18 6 2 4 18 
D,-|4 24 6|=-12 y D,=14 5 24 =18.Por lo tanto, x-m oca, 
3 4 2 31 4 
n= =- y n= 2-2-3 


| EJEMPLO2 | Solución de un sistema de 4 x 4 usando la regla de Cramer 


Demuestre que el sistema 
x, + 3x, + 5x, + 2x, = 2 
=x +3x +4х,=0 


(10) 
2x, + x,+9x, + 6x, = —3 
3x, + 2x, + 4x, + 8x, = —1 
tiene una solución única y encuéntrela utilizando la regla de Cramer. 
B Solución Enel ejemplo 2.2.14 de la página 191 se vio que 
3. Dd 2 
0 -1 3 4 
14] = —16020 
2 9 6 
24 8 
Por Іо que el sistema tiene una solución única. Para encontrarla se calcula D, = —464; D, = 


280; D, = —56; D, = 112. Así, x, = Р/р = —464 1160, x, = D,/D = 280/160, x, = D./D = 
-56/160 y x, D,/D = 112/160. Estas soluciones se pueden verificar por sustitución directa 
en el sistema 10. 


Problemas 2.5 Žž | | |.) A. A /«X &J— — —| | | 
AUTOEVALUACIÓN 


l. Considere el sistema 
2х + 3у + 42 = 7 
Обо чш ый — z—» 
==> 11259 ++ 62 — Jl 
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2 — A 
SiD=| 3 8 —1|, entonces y = 
=3 l2 4 
T 134 i 2 =3 7 
а) —| 2 S l D 3 B A 
D D 
Mm — 6 =э =? Ш 
| 2 7 4 i QUE TUA 
сб NS LUI =| 3 —=2 = 
) D a D 
=5 11 6 =з =1 $ 








De los problemas 1 al 9 resuelva el sistema dado usando la regla de Cramer. 








1. 2x, + 3x,— =1 2. 3x,- x,=0 
=7x, + 4x, = 47 4x, +2x,=5 
4e 2х+ E 0 4 TAE х,=& 
3x,—2x,— 3х, = 5 4x,— x,— —2 
8x, + 2x, + 5x, = 11 3x,— х,+2х, = 0 
A. 2%+2х,+ X oT 6. 2X, Рәх, = х= =] 
+2 += dx, х„+3х„,=3 
=х, + ж FIAR —2x, + 2x, =0 
7. 2x,+ x= x =4 8. x,* xt x x,=6 
Xx, + x,=2 2x, = xX,— х= 4 
== X 3x —l 3x, + 6x, = 3 
X, = =S 
9. x ==? 
2х,+ х, = 2 
4x, + x, =-3 
ee —295X,—2 


*10. Considere el triángulo en la figura 2.2 


Figura 2.2 





b cos A a cos B 





Cc 
a) Demuestre, utilizando la trigonometría elemental, que 
€ cos A +acos C=b 
b cos А + a cos B =с 
ccosB+bcosC=a 
b) Si se piensa que el sistema del inciso а) es un sistema de tres ecuaciones con tres in- 


cógnitas, cos 4, cos B y cos C, demuestre que el determinante del sistema es diferente 
de cero. 
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c) Utilice la regla de Cramer para despejar cos C. 


d) Utilice el inciso с) para probar la ley de cosenos: с? = a? + b? – 2ab cos С. 


RESPUESTA A LA AUTOEVALUACIÓN 
l. с) 


Eg MATLAB 2.5 


1. 


Las siguientes instrucciones resuelven el sistema Ax=b utilizando la regla de Cramer 


о, 


$ Orden del sistema a resolver 
n-50; 
$ Generar matriz A y vector b; 
A-rand (n); 
b=rand (n,1); 
$ Inicializacion del vector de resultados 
-zeros(n,1); 
$ Calculo del determinante de A 
detA-det (A) ; 
Ciclo para encontrar vector x utilizando 
regla de Cramer 
for isi:n 

C-A 
CÓ; к ; 
x(i)- C) /detA; 


9 
К] 
9 

К] 


епа 


Guarde las instrucciones en un archivo tipo т соп nombre cramer.m 
a) Ejecute las siguientes instrucciones desde la línea de comando de MATLAB 


tic;cramer;toc 
tic;cramer;t cramer-toc 


En la variable t cramer se guarda el tiempo de ejecución de este programa. 
b) Resuelva el sistema usando z = Alb. Dé los siguientes comandos 


tic;z-AWMb;toc 
tic;z-AMb;t lu-toc 


En la variable t. lu se guarda el tiempo de ejecución. 


c) Compare x y z calculando x — > y despliegue el resultado utilizando format short e. 
Compare los tiempos de ejecución. ¿Cuáles fueron sus hallazgos con estas compara- 
ciones? 


d) Repita para una matriz aleatoria de 70 X 70. ¿Qué otras afirmaciones puede hacer 
sobre los tiempos de ejecución? 
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e RESUMEN 























: . а а , 
e El determinante de una matriz de 2 X 2, А = | > | está dado рог (p. 168) 
а а, 
Determinante de А = det А = |A| = аа, — аа, 
e Determinante de 3 х 3 
а 4) 13 
= 22 23 21 23 21 22 
det а, а„ з |= 4 7409 ta; 
5 Az ау 33 31 а; 
а, а„ dz (р. 169) 


e Е menor ў de la matriz A de n X n, denotado por M, es la matriz de (n — 1) X (n — 1) obtenida 
al eliminar el renglón i y la columna j de A. (p. 170) 


e El cofactor ij de A, denotado por 4,, está dado por 
A, = (7i)! det M, (p. 171) 
e Determinante de n X n 


Sea A una matriz de n X n. Entonces (p. 172) 
det A= a,4, = aA t t a, A, 7 а, 
k=1 


La suma anterior se denomina la expansión de det А por cofactores en el primer renglón. 


e SiAesuna matriz de n X n, triangular superior, triangular inferior o diagonal, cuyas compo- 


nentes en la diagonal son a, ,,a,,, . . . , 4, Entonces (p. 173) 

det A = аа, ---а, 
e Si A= LUesuna factorización LU de A, entonces det А = det U (p. 183) 
e Si PA = LU es una factorización LU de PA, entonces det А = det U/det P = +det U (p. 184) 


e Teorema básico 


Si A es una matriz de п X п, entonces 
det A = a, A, + a, A, Poep a, A, = $ a,4 
k=1 
y (pp. 186, 199) 


det A=a, 4, +a, 4, H+ aA; = 20,4, 


parai=1,2,...,nyj=1,2,...,n. 

Es decir, el determinante de А se puede obtener expandiendo en cualquier renglón o columna de А. 
e $1 cualquier renglón o columna de А es el vector cero, entonces det 4 = 0. (p. 187) 
e $1 cualquier renglón (columna) de А se multiplica por un escalar, entonces det А se multiplica porc (р. 187) 


e Si Ay B son dos matrices de n X n que son iguales excepto por la columna j (renglón ;) y C es la matriz 
que es idéntica a А y B excepto que la columna j (renglón ;) de C es la suma de la columna j de A y la 
columna j de B (renglón i de A y renglón i de B), entonces det C — det A + det B. (p. 188) 


e Fl intercambio de cualesquiera dos columnas o renglones distintos de А tiene el efecto de mul- 
tiplicar det А por —1. (p. 188) 
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Si cualquier renglón (columna) de А se multiplica por un escalar y se suma a cualquier otro 


renglón (columna) de А, entonces det А no cambia. (p. 190) 
Si un renglón (columna) de A es un múltiplo de otro renglón (columna) de A, entonces det А = 0. (p. 190) 
det А = det А“. (p. 191) 
La matriz А de n X n es invertible si y sólo si det A 4 0. (p. 204) 
det AB — det A det B. (pp. 183, 204) 


Si A es invertible, entonces det 4 + 0 y 
1 


det 4! = —— . 207 
det А (p ) 
Sea A una matriz de n X n. La adjunta o adjugada de A, denotada por adj A, es la matriz de n X n 
cuya componente ij es A,, el cofactor ji de A. (p. 207) 
Si det А + 0, entonces А es invertible y (p. 207) 
А! = A adj A 
det A 


Teorema de resumen 

Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes siete afirmaciones son equivalentes: (p. 208) 
i. A es invertible. 

ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial (x = 0). 

iii. El sistema Ax = b tiene una solución única para cada n-vector b. 

iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad de n X n, I.. 

v. A es el producto de matrices elementales. 

vi. La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes. 


vii. det A # 0. 


Regla de Cramer 
Sea A una matriz de n X n con det 4 # 0. Entonces la solución única al sistema 4x = b está dada por (p. 219) 


D D D 


1 2 n 


y= ‚х, = je, X = 
! det A’? detA " detA 











donde D, es el determinante de la matriz obtenida al reemplazar la columna j de A por el vector columna b. 


[Би EJERCICIOS DE REPASO 


En los ejercicios 1 al 10 calcule el determinante. 











-1 2 -3 5 4 = 
1 2. 3. й 

0 4 -7 4 -1 3 

ora s 00 1—12 
4. 0 45 5.16 20 6.| 3 

0 06 10 100 6 =2 
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=] 0 0 3 1 =2 
7 —] 1 8.|40 5 
0 34 —6 1 3 
1-123 3 15 17 19 
4 025 
9. 10. 0 2 21 60 
-1 23 7 0 0 1 50 
5 104 0 0 0 =] 








Delos ejercicios 11 al 18 utilice determinantes para calcular la inversa (si existe). 


-" 3 —5 7 4 01 
„(54 2.10 2 4 13.10 —2 0 
0 0 з 0 1 
1 -1 2 111 2 1.0 0 
i4.|3: 14 15. 1.0 1 169 1 3 0 
5 -1 8 011 1 0 0 -2 
3 0-1 0 
3 -1 2 4 0 1 00 
i| 393 is | 0 0 10 
-2 415 0 0 01 
6-412 -2 -3 -1 0 


En los ejercicios 19 al 24 resuelva el sistema utilizando la regla de Cramer. 


19. 2x, х,=3 20. x,— x, x= 
Зх, + 2х„=5 2x, =5x,=4 


3x,— 2 =2 


21. x +x,=8 22. 2х,+3х,— x,=5 
E, 3 =х + 2%, + 3x,=0 
x, 22x, ==1 4x, — xt x=-1 
23. X = XT x,—7 24. x+x,=8 
2X, 42x = Зх = =1 =x% =x, =3 
4х,— X,— X =0 xx ==] 


—2x, + x, 4x, =2 х Fx, =2 


Capítulo 


VECTORES EN E^ Y 0° 


En la sección 1.5 se definieron los vectores columna y vectores renglón como conjuntos or- 
denados de n números reales o escalares. En el siguiente capítulo se definirán otros tipos de 
conjuntos de vectores, denominados espacios vectoriales. 

En principio, el estudio de los espacios vectoriales arbitrarios es un tema abstracto. Por 
esta razón es ütil poder contar con un grupo de vectores que se pueden visualizar fácilmente 
para usarlos como ejemplos. 

En el presente capítulo se discutirán las propiedades básicas de los vectores en el plano xy 
y en el espacio real de tres dimensiones. Los estudiantes que conocen el cálculo de varias varia- 
bles ya habrán conocido este material, en cuyo caso se podrá cubrir rápidamente, a manera de 
repaso. Para los que no, el estudio de este capítulo proporcionará ejemplos que harán mucho 
más comprensible el material de los capítulos 4 y 5. 


EX] Vecrores en EL PLANO 


L 


SEGMENTO DE 


RECTA DIRIGIDO 


Como se definió en la sección 1.5, IR? es el conjunto de vectores (x,, x,) con x, y x, números 
reales. Como cualquier punto en el plano se puede escribir en la forma (x, y) es evidente que 
se puede pensar que cualquier punto en el plano es un vector en Ё, y viceversa. De este modo, 
los términos “el plano” y “R?” con frecuencia son intercambiables. Sin embargo, para muchas 
aplicaciones físicas (incluyendo las nociones de fuerza, velocidad, aceleración y momento) es 
importante pensar en un vector no como un punto sino como una entidad que tiene "longitud" 
y "dirección". Ahora se verá cómo se lleva a cabo esto. 

Sean P y Q dos puntos en el plano. Entonces el segmento de recta dirigido de P a Q, denotado 
por PO, es el segmento de recta que va de P a Q (vea la figura 3.1a). Observe que los segmentos 
de recta dirigidos PO y ОР son diferentes puesto que tienen direcciones opuestas (figura 3.15). 


Figura 3.1 


Los segmentos de recta 
dirigidos PQ y QP apuntan 
hacia direcciones opuestas 


Figura 3.2 


Un conjunto de segmentos 
de recta dirigidos equiva- 
lentes 


L PUNTO INICIAL 


PUNTO TERMINAL 


= 


SEGMENTOS DE 
RECTA DIRIGIDOS 
E EQUIVALENTES 


DEFINICIÓN w 
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El punto P en el segmento de recta dirigido PÓ se denomina punto inicial del segmento y el 
punto O se denomina punto terminal. Las dos propiedades más importantes de un segmento 
de recta dirigido son su magnitud (longitud) y su dirección. Si dos segmentos de recta dirigi- 
dos PO y tienen la misma magnitud y dirección, se dice que son equivalentes sin importar 
en dónde se localizan respecto al origen. Los segmentos de recta dirigidos de la figura 3.2 son 
todos equivalentes. 


Definición geométrica de un vector 


El conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos equivalentes a un segmento de 
recta dirigido dado se llama vector. Cualquier segmento de recta en ese conjunto se 
denomina una representación del vector. 


Observación. Los segmentos de recta dirigidos en la figura 3.2 son todos representaciones del 
mismo vector. 


De la definición 1 se observa que un vector dado v se puede representar de múltiples formas. 
Sea PO una representación de v. Entonces, sin cambiar magnitud ni dirección, se puede mover 
PO en forma paralela de manera que su punto inicial se traslada al origen. Después se obtiene 
el segmento de recta dirigido OR, que es otra representación del vector v (vea la figura 3.3). 
Ahora suponga que la R tiene las coordenadas cartesianas (a, b). Entonces se puede describir 
el segmento de recta dirigido OR por las coordenadas (a, b). Es decir, OR es el segmento de recta 
dirigido con punto inicial (0, 0) y punto terminal (a, b). Puesto que una representación de un 
vector es tan buena como cualquier otra, se puede escribir el vector y como (a, b). 
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Figura 3.3 

Se puede mover РО рага 
obtener un segmento de 
recta dirigido equivalente 
con su punto inicial en el 
origen. Observe que OR y 
PQ son paralelos y tienen 
la misma longitud 


DEFINICIÓN В 


MAGNITUD O 
LONGITUD DE UN 
L VECTOR 


Figura 3.4 


La magnitud de un vector 
con coordenada x igual a a 
y coordenada y igual a b es 


Ja? rp 


Vectores en R? y I? 





Definición algebraica de un vector 


Un vector v en el plano xy es un par ordenado de números reales (a, b). Los números a y 
b se denominan elementos o componentes del vector v. El vector cero es el vector (0, 0). 


Observación 1. Con esta definición es posible pensar en un punto en el plano xy con coordena- 
das (a, b) como un vector que comienza del origen y termina en (a, b). 


Observación 2. El vector cero tiene magnitud cero. Por lo tanto, puesto que los puntos inicial y 
terminal coinciden, se dice que el vector cero no tiene dirección. 


Observación 3. Se hace hincapié en que las definiciones 1 y 2 describen, precisamente, los mis- 
mos objetos. Cada punto de vista (geométrico o algebraico) tiene sus ventajas. La definición 2 
es la definición de un 2-vector que se ha estado utilizando. 


Puesto que en realidad un vector es un conjunto de segmentos de recta equivalentes, se define 
la magnitud o longitud de un vector como la longitud de cualquiera de sus representaciones y su 
dirección 6 como la dirección de cualquiera de sus representaciones. Haciendo uso de la represen- 
tación OR y escribiendo el vector v = (a, b) se encuentra que 


|у = magnitud de v = үа? +b? a) 





Esto se deduce del teorema de Pitágoras (vea la figura 3.4). Se ha usado la notación |v| para 
denotar a la magnitud de v. Observe que |v| es un escalar. 





ШЕШ Cálculo de la magnitud de seis vectores 


Calcule las magnitudes de los vectores 7) v =(2,2); ii) у =(2, 2/3); iii) v=(-243, 2); 
iv) v = (3,3) v)v=(6,-—6); vi)v = (0, 3). 
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B Solución i. v| 24 +2? = 48-22 

ii. I = 4/22 + 243y =4 

ii. Id = (237 +2 =4 

iv. | = (C3 + (Sy = V18 = 342 
v. М = e +6} = V72 = 64/2 
i. | 240 «3 =/9=3 


DIRECCIÓN DE Se define la dirección del vector v — (a, b) como el ángulo 0, medido en radianes, que forma el 
L UN VECTOR vector con el lado positivo del eje x. Por convención, se escoge Ө tal que 0 = Ө < 2л. De la figura 
3.4 se deduce que si a = 0, entonces 


S 


indc Q) 
a 


Nota. tan Ө es periódica con periodo л, entonces si a = 0 siempre existen dos números en [0, 211) 
b А T ST : m 

tales que tan Ө = —. Por ejemplo, tan 4 — tan rs — ]. Para determinar 0 de manera ünica es ne- 
a 


cesario determinar el cuadrante de v, como se apreciará en el siguiente ejemplo. 


Cálculo de las direcciones de seis vectores 





Calcule las direcciones de los vectores en el ejemplo 1. 


Bi Solución Estos seis vectores están dibujados en la figura 3.5. 





Figura 3.5 


Direcciones de seis vectores 


i (0, 3) 
TT ` РУ 
4 


(6, —6) 0 
е) f) 
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i. v se encuentra en el primer cuadrante y como tan0 = 2/2 —1,0 = 7/4. 
ii. Ө = tan! 243/2 = tan ! V3 — 1/3 (ya que v está en el primer cuadrante). 


iii. y está en el segundo cuadrante y como tan” 2/245 = (ап! 1/43 =m/6, y de la figura 
3.5c ачеӨ =л - (n/6) - 5 7/6. 


iv. v está en el tercer cuadrante, y como їап'1 = л/4, se encuentra que Ө=л+(л/ 4) 
=51/4. 


у. Como v está en el cuarto cuadrante y tan '(—1) = –л/4, se obtiene 0 = 2x — (7/4) 
= 71/4. 


vi. No se puede usar la ecuación (2) porque b/a no está definido. No obstante, en la figura 
3.5f se ve que Ө = 1/2. 


En general, si b > 0 


3n 


Dirección de (0, b) = E y dirección de (0, — b) = E 





En la sección 1.5 se definió la suma de vectores y la multiplicación por un escalar. ¿Qué sig- 
nifican en términos geométricos estos conceptos? Se comienza con la multiplicación por un 
escalar. Si v = (a, b), entonces av = (оа, ab). Se encuentra que 


lav| = Joa +b = la| Ja? +? = lal М (3) 


es decir, 


Magnitud de a v 


Multiplicar un vector por un escalar diferente de cero tiene el efecto de 
multiplicar la longitud del vector por el valor absoluto de ese escalar. 


Más aún, si ® > 0, entonces av está en el mismo cuadrante que v y, por lo tanto, la dirección 
de оу es la misma que la dirección de v ya que tan ((ab/aa) = tan” р/а). Si a. < 0, entonces av 
tiene dirección opuesta a la de v. En otras palabras, 


Dirección de av 


Dirección de æv = dirección de v, si & > 0 (4) 
Dirección de av = (dirección de v) + лѕі о < 0 


Figura 3.6 


El vector 2v tiene la misma [2 2 (2, 2) 


dirección que му el doble A^ 

de su magnitud. El vector (, D) 
—2v tiene dirección opues- 

ta a v y el doble de su 0 

magnitud 


X 





a) El vector original v 


c) —-2v 
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(a, + a, b, + b,) 


Figura 3.7 


La regla del paralelogramo 
para sumar vectores 





| EJEMPLO3 | Multiplicación de un vector por un escalar 
Sea v = (1,1). Entonces iv] bile y 2v]= (2, 2)|= 4/22 + 2? = ва 2|v. Todavía 


2v] = (—2)# + (y = 342 = 2lv.. Así, la dirección de 2v es 1/4, mientras que la direc- 


ción de —2v es 57/4 (vea la figura 3.6). 

Ahora suponga que se suman dos vectores: u = (а, b,) y v = (a,, b,) como en la figura 3.7. 
De la figura se puede apreciar que el vector u + v = (a, + a,, b, + b,) se puede obtener trasla- 
dando la representación del vector у de manera que su punto inicial coincida el punto terminal 
(a,, b,) del vector и. Por lo tanto, se puede obtener el vector u + v dibujando un paralelogramo 
con un vértice en el origen y lados u y v. Entonces u + v es el vector que va del origen a lo largo 
de la diagonal del paralelogramo. 





más, 





Nota. Al igual que un segmento de recta es la distancia más corta entre dos puntos, se deduce 
de inmediato, de la figura 3.7, que 


Desigualdad del triángulo 


ju + v| = Ju] + |v] (5) 





Por razones que resultan obvias en la figura 3.7, la desigualdad (5) se denomina desigualdad 
del triángulo. 

También se puede utilizar la figura 3.7 para obtener una representación geométrica del vec- 
tor u — у. Como u = u — y + у, el vector и — у es el vector que se debe sumar a v para obtener 
u. Este hecho se ilustra en la figura 3.84. Un hecho similar se ilustra en la figura 3.85. 


Figura 3.8 


Los vectores и — мум = u 
tienen la misma magnitud 
pero direcciones opuestas 





a) b) 
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Figura 3.9 


Los vectores i y j 





(1, 0) 


Existen dos vectores especiales en R? que nos permiten representar otros vectores en el plano 
de una forma conveniente. Se denota el vector (1, 0) por el símbolo i y el vector (0, 1) por el 
símbolo j (vea la figura 3.9). Si v = (a, b) es cualquier vector en el plano, entonces como (a, b) 
= a(1, 0) + b(0, 1), se puede escribir 


(6) 





Con esta representación se dice que v está expresado en sus componentes horizontal y vertical. 
Los vectores i y j tienen dos propiedades: 


i. Ninguno de ellos es mültiplo del otro. (En la terminología del capítulo 4, son /inealmente 
independientes.) 


ii. Cualquier vector v se puede escribir en términos de i y j como en la ecuación (6).* 


Nota histórica. Hamilton utilizó por primera vez los símbolos i y j. Definió su 
cuaternión como una cantidad de la forma a + bi + cj + dk, donde aes la “par- 
te escalar” y bi + cj + dk es la “parte vectorial”. En la sección 3.3 se escribirán 
los vectores en el espacio en la forma bi + cj + dk. 


Bajo estas dos condiciones se dice que i y j forman una base en KJ. En el capítulo 4 se estudia- 
rán las bases en espacios vectoriales arbitrarios. 
Ahora se definirá un tipo de vector que es muy útil en ciertas aplicaciones. 


DEFINICIÓN В Vector unitario 


Un vector unitario es un vector con longitud 1. 


| EJEMPLO4 | Un vector unitario 


El vector u = (1/2)i t (V3/2)¡ es un vector unitario ya que 


AEE 


t En la ecuación (6) se dice que v se puede escribir como una combinación lineal de i y j. Se estudiará el concepto de 
combinación lineal en la sección 4.5. 
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Figura 3.10 


El punto terminal de un 
vector unitario que tiene su 
punto inicial en el origen se 
encuentra sobre el círculo 
unitario (círculo centrado en 
el origen con radio 1) 





Sea u = ai + bj un vector unitario. Entonces |u| = a) + b? 21, de manera que a? + 22 = 1 уи 
se puede representar por un punto en el círculo unitario (vea la figura 3.10). Si O es la dirección 
de u, es claro que a — cos 0 y b — sen 0. De este modo, cualquier vector unitario u se puede 
escribir en la forma 


Representación de un vector unitario 


(7) 


u = (cos Ө)ї + (sen 0)j 





donde Ө es la dirección de u. 


| EJEMPLO 5 | Cómo escribir un vector unitario como (cos Ө)ї + (sen 0)j 


El vector unitario u — (1/ 2)і + (v3 / 2) j del ejemplo 4 se puede escribir en la forma de (7) con 


Ө =cos” (1/2) = 7/3. 
También se tiene (vea el problema 23) 


Sea v un vector diferente de cero. Entonces u — v/ Iv] es 
un vector unitario que tiene la misma dirección que v. 


| EJEMPLO6 | Cómo encontrar un vector unitario con la misma dirección 


que un vector dado diferente de cero 


Encuentre un vector unitario que tiene la misma dirección que v = 2i — 3j. 


E Solución Aquí у =,/4+9 = 4/13. por lo que u = v/|v| = (2/413)i — (3/413 i) es el vector que se busca. 


Se concluye esta sección con un resumen de las propiedades de los vectores. 
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Tabla 3.1 
Expresión en términos de componentes si 

Objeto SUN) u-uictujv-victvj y 

intuitiva 5 = 

u= (и, и,), у= (v. v,) 

Un objeto que tiene А Р 
Vector v d DE vi+v,j o (wv) 

magnitud y dirección 
у Magnitud (о longitud) de v ТК, 
Qv Лу А om i+ov,j o (0и, 0у,) 

(en este dibujo о = 2) 
—v PES Ге О о MO M (00979) 

uctv : a 
uctv у (u vi +(и, * v,)i O (A 
u 
u—v 3 : 
Sx A (menses er 9 (а иту) 
u 
Problemas 3.1 
AUTOEVALUACIÓN 


Un vector es 

a) dos puntos en el plano xy. 

b) un segmento de recta entre dos puntos. 

c) un segmento de recta dirigido de un punto a otro. 


d) una colección de segmentos de recta dirigidos equivalentes. 


. Si P = (3, —4) y Q = (8, 6) el vector PÓ tiene longitud 








а) B|-|-4| b) GP +64 9 (3—8)У+(—4—6)° а) (8—3) +(6- 4) 
La dirección del vector (4, 8) es 


а) x b) tan (8—4) c) ($)r d) tan” ($) 


. Siu = (3, 4) y v = (5, 8), entonces u + v 


a) (7,13) b) (8,12) с) (2,4) d) (15, 32) 


. Siu = (4, 3), entonces el vector unitario con la misma dirección es que u es 


а) (04,0.3) b) (0.8,0.6) c) (4,3) d (4.3) 
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De los problemas 1 al 16 encuentre la magnitud y dirección del vector dado. 
1. v=(4,4) 2. v=(-4,4) 3. у= (43, -2) 4. v=(4,-4) 
5. v=(-4,-4) 6 у=(—/3,—2) _ 7. у= (4/3,1) 8. v=(1, V3) 
9. у=(—2,\/3) 10. v-(-1,N3) 11. у= (1, —3) 12. v=(3,2) 
13. v-(-L-43)— 14, v=0,2) 15. v -(-5,8) 16. У = (1,14) 


17. Sea u = (2, 3) уу = (—5, 4). Encuentre a) 3u; b) u + v; с) v — u; d) 20 — 7v. Bosqueje estos 
vectores. 


18. Sea = —3i + 2j y v = 4i + 5j. Encuentre: a) и + v;b)u— v; c) v — u; d) —2u + 3v; 
е) 20 — 3v; f) и + 2v. Bosqueje estos vectores. 





19. Sea u = 2i — 3j y v = —4i + 6j. Encuentre а) и + v; b) u — v; с) 3u; d) —7v; e) 8u — 3v; 
f) 4v — би. Bosqueje estos vectores. 


20. Demuestre que el vector (2, -1) es un vector unitario. 
21. Muestre que los vectores i y j son vectores unitarios. 


22. Demuestre que el vector (1/ 1/2 Ji t ( 1/ 1/2 ) j es un vector unitario. 


23. Demuestre que si v = ai + 0} = 0, entonces u = (a/ fa +? Ji + (o/ Ja +b’ Ji es un vector 


unitario que tiene la misma dirección que v. 


De los problemas 24 al 29 encuentre un vector unitario que tenga la misma dirección que el 
vector dado. 


24. у= 2i + 3j 25. у= 4i — 6j 26. v-i- | 27. у= —3i + 4j 


28. v= —3i- 8] 29. v—-aitaj а=0 


30. Si v — ai + bj demuestre que ај [а tb =соѕ Өу b] fa? + b? = sen Ө, donde Ө es la direc- 


ción de у. 
31. Si v = 2i — 3j encuentre sen Ө y cos 0. 


32. Si v = 4i — j encuentre sen Ө y cos Ө. 


Un vector у tiene dirección opuesta a la del vector и si dirección de у = dirección de u + т. De 
los problemas 33 al 38 encuentre un vector unitario v que tenga dirección opuesta a la dirección 
del vector dado u. 


33. u=i+j 34. u —- 2i — 3j 35. u — 4i — 6j 36. u= —3i + 4j 
37. u=-2i+3j 38. u= —3i – 8j 


39. Sea u = 2i — 3j y v ——i + 2j. Encuentre un vector unitario que tenga la misma dirección 
que: a) и + v; b) 2u — 3v; с) Зи + 8v. 


40. Sea P = (c, d) y O = (c + a, d + b). Muestre que la magnitud de PÓ es Ja? +b’. 


41. Demuestre que la dirección de PÓ en el problema 40 es la misma que la dirección del vector 
(а, b). [Sugerencia: si R = (a, b), demuestre que la recta que pasa por los puntos Ру O es 
paralela a la recta que pasa por los puntos 0 y R.] 
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De los problemas 42 al 47 encuentre un vector v que tenga la magnitud y dirección dadas. 
42. |у|=3; Ө=л/6 43. |у =4 0=л 44. |v|-8 9 =л/3 
45. у= 1; Ө =л/4 46. |= 2; Ө = л/2 47. |у = 6; Ө = 27/3 


*48. Demuestre de manera algebraica (es decir, estrictamente de las definiciones de suma у mag- 
nitud de vectores) que para cualesquiera dos vectores u y v, ји + v| = |у + |v]. 


49. Demuestre que si u y v son diferentes del vector cero, entonces |u + v| = Ju] + |v| si y sólo si 
u es un múltiplo escalar positivo de v. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


l. d) ll. d) Ш. a) IV. b) V. b 


Il 
^ 


MANEJO DE LA CALCULADORA 





Se puede trabajar con vectores en la calculadora HP 50g. Primero seleccionamos el 
modo de coordenadas rectangulares para la representación de vectores, con la bandera 
177 del sistema en la posición de elección, al oprimir MTH — | se presenta la si- 
guiente ventana 





Y hay que asegurarse que la opción 7 esté seleccionada (esto se verá como texto blanco 
sobre fondo negro) 





Se pueden escribir vectores directamente en la pila utilizando la secuencia ( à JH | 
y escribiendo los números separados por comas o espacios, finalizando con la tecla (ENTER), 
por ejemplo el vector (3,5) 
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EA E E ERG) 


Se pueden guardar en memoria vectores como cualquier otro objeto utilizando el co- 
mando ($70 »), esto es, se escribe el vector a guardar, se escribe el nombre de la variable 
donde se quiere guardar el vector y por último se oprime (sro»). 

Para obtener la magnitud de un vector se utiliza el comando ABS. 

Si se quiere expresar un vector en forma de magnitud y ángulo se tiene que cambiar 
el sistema de coordenadas de la calculadora, esto se puede hacer siguiendo los pasos 
mostrados al inicio de esta sección pero eligiendo la opción 8 en la figura 2 de la página 
anterior. (Observación, asegúrese de incluir un punto decimal en las cantidades de los 
vectores, de lo contrario la conversión no se efectuará en forma automática.) 

También se pueden describir vectores en forma polar y la calculadora hará la con- 
versión adecuada con respecto al sistema de coordenadas que se esté utilizando. Para es- 
pecificar un vector en forma de magnitud-ángulo, se abren corchetes соп С 9 )IJ 
| seguido de la magnitud y el símbolo de ángulo (АїРНА)( г? )( 6 J)seguido del ángulo, 
es decir, si queremos describir un vector con magnitud de 5 y ángulo de 3 radianes la 
secuencia de teclas es la siguiente 


Dia 


La suma entre vectores y la multiplicación por un escalar se realiza de modo transparen- 
te para el usuario siempre y cuando las dimensiones sean compatibles. 

En los problemas 50 al 61 utilice la calculadora para encontrar la magnitud y direc- 
ción (en radianes y grados) de cada vector en Ё. 














50. (1.735, 2.437) 51. (1,735, =2437) 

52. (51.735, 2 437) 53. (IS, 2437) 
54. (—58, 99) SS OO) 

56. (58, 99) a (W =) 

58. (0.01468, —0.08517) 59. (0.01468, 0.08517) 
60. (—0.01468, —0.08517) 61. (—0.01468, 0.08517) 


ma MATLAB 3.1 


Información de MATLAB 


Introduzca un vector como una matriz de 2 X 1 o de 3 X І. La suma y multiplicación por un 
escalar es la misma que para las matrices. 


Producto escalar de u y v: u'«v 
Magnitud (longitud) de v: sqrt(v'«v) o norm(v) 


Dirección de v: vea el ejemplo 2 y use el hecho de que tan" (с) se encuentra con atan(c). Tam- 
bién se puede utilizar el comando atan2(x,y) (ver doc atan2) 


Gráficas: varios problemas utilizan gráficas. Se proporcionan instrucciones específicas en cada 
problema. 
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1. a) Utilice MATLAB para verificar los resultados obtenidos con lápiz y papel para la 
magnitud y dirección de los vectores de los problemas impares 1 al 12 de esta sección. 


Nota. J3 se encuentra con sqrt(3). 


b) Utilice MATLAB para encontrar la magnitud y dirección de los vectores en los proble- 
mas pares 38 al 49 en esta sección. 


2. Las combinaciones lineales de vectores serán importantes en el trabajo futuro. Este pro- 
blema describe una manera de visualizar las combinaciones lineales de vectores en el plano 
(vea también el problema 3 siguiente). 


a) Se quieren graficar varias combinaciones lineales de dos vectores dados en el mismo 
conjunto de ejes. Cada vector será representado por un recta de (0, 0) al punto termi- 
nal del vector. Sean u y v dos matrices (vectores) de 2 X 1 dadas. Se quieren graficar 
varios vectores z, donde z = au + Бу con —1 < а, b < 1 para ayudar a la comprensión 
de la geometria de una combinación lineal. Lea la nota sobre gráficas que se presentó 
antes de estos problemas de MATLAB. 


Introduzca u y v como vectores columna, elegidos por usted tales que no sean parale- 
los. Dé lo siguiente: 


w=u+v; ww=u-v;aa=[u',v',w',ww'] ;M=max (abs (aa) ) 
axis ('square');axis([-M M -M M]) 

plot([O v(1)],[0,v(2)],[0,u(1)],[0,u(2)]1) 
hold on 

grid 


Con esto verá u y v graficados. Los siguientes comandos de MATLAB grafican la 
combinación lineal entre los vectores пуу 


a=1; b-1; 
z-a*ulb*v; 


plot([O z(1)],[0 z(2)]1,'c','linewidth',5') 


Repita cinco veces los tres renglones de comandos anteriores, pero modifique la elec- 
ción dea y b con 0 «a, b < 1 (recuerde que puede usar las flechas hacia arriba). Observe 
la geometría de cada combinación lineal conforme obtenga cada una de las gráficas. 

¿Cómo se verá la pantalla de gráficas si se grafican múltiples casos de a y 5? 

Repita seis veces los ültimos tres renglones de comandos con los siguientes cam- 
bios: cambie 'c' a 'r' y elija al menos otras seis a y b para 0 = а= 1 y —1 < b < 0. Sea a = 
l yb = —1 la primera elección. Observe la geometría y conteste la pregunta anterior. 

Repita los últimos tres renglones de comandos seis veces con los siguientes mo- 
vimientos: cambie 'c' a 'm' y elija por lo menos otras seis a y b para -1 = а= 0у 
0<bs<l. Sean а = —1 yb = 1 los primeros valores. Observe la geometría y conteste la 
pregunta anterior. 

Repita seis veces más los últimos tres renglones de comandos con los siguientes mo- 
vimientos: cambie 'c' a 'k' y elija por lo menos otros seis valores de a y b para —1 <a, 
b < 1. Sean а = —1 у b = —1 105 primeros valores. Observe la geometría y responda 
la pregunta, igual que antes. 

¿Cómo se vería la pantalla de gráficas si se graficaran cada vez más combinaciones 
lineales? 
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Al terminar este problema dé el comando hold off. 


b) Siguiendo las instrucciones anteriores, explore lo que ocurre si comienza con u y v 
paralelos. 
A] terminar este problema, dé el comando hold off. 


. (Este problema usa el archivo lincomb.m) Dados dos vectores no paralelos en el plano, se 
puede escribir otro vector en el plano como una combinación lineal de estos dos vectores. 
El archivo /incomb.m se presenta a continuación. 


function lincomb (u, v, w) 


oe 


LINCOMB funcion que grafica los vectores u,v,w y 


$ se expresa w como la combinacion lineal del u,v es decir 
E] ч = а и + р у, con a,b reales 

2- 

o 

$ u: vector de 2x1 

$ v: vector de 2x1 

$ w: vector de 2x1 


oe 


define el origen 

origen-[0;0]; 

$ se encuentran los valores de las constantes de la combinacion 
lineal 

A-[u,v]; 

XX-ANW; 

Ou- [origen,u]; 

Оу= [origen,v]; 

Ом= [origen,w]; 
PP1-[origen,xx(1)*u,xx(1)*u-«xx(2)*v,xx(2)*v,origen]; 


“Grafica de vectores 


чн к Ж узун Ол (ДӘ у ж у „к= БК. Оңу Жи» „О A ®= 

*b',Ow(1,:),Ow(2,:),'-*g') 

text (u (1) A u(2)/2,'Nbf и!) 

text(v(1)/2,v(2)/2,'Nof у!) 

text (w(1)/2,w(2)/2,'Xbf м!) 

hold on 

plot(PP1(1,:),PP1(2,:),':r!) 

grid on 

title(['u-2[',num2str(u(1)),';',num2str(u(2)),' ], ',... 
'v-[',num2str(v(1)),';',num2str(v(2)),'], ',... 
'w-[',num2str(w(1)),';',num2str(w(2)),']'1) 

xlabel(['w = (',num2str(xx(1),2),') u + (',num2str(xx(2),2), 


1) у']) 


9 
5 
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axis square 
a=axis; 
axis ( [тіп (a([1,31)) max (a([2,41)) , min(a([1,3])),max(a([2,41))1) 


hold off 


Una vez que se haya escrito la función en un archivo con nombre /іпсотЬ. т, dé el comando 
doc lincomb para tener una descripción de este archivo con extensión т. 

Sean u у v dos vectores de 2 X 1 que no son paralelos. Sea w = 5*(2*rand(2,1) — 1). 
Dé lincomb(u,v,w). Primero verá graficados u, v y w. Oprima cualquier tecla y aparecerá 
la geometría de w escrita como una combinación lineal de u y v. Repita para diferentes 
vectores w, п уу. 


E EL PRODUCTO ESCALAR Y LAS PROYECCIONES EN E^ 


En la sección 1.6 se definió el producto escalar de dos vectores. Si u = (a,, b,) y v (a,, b,), entonces 


u:v—ag, + bb, (1) 





Ahora se verá la interpretación geométrica del producto escalar. 


DEFINICIÓN [3| Ángulo entre vectores 


Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces el ángulo q entre u y v está definido 
como el ángulo no negativo más pequeño? entre las representaciones de u y v que tienen 
el origen como punto inicial. Si u = оу para algún escalar о, entonces ф = 0510 > 0 y 
Q —75si а < 0. 


Esta definición se ilustra en la figura 3.11. Observe que q siempre se puede elegir para que sea 
un ángulo no negativo en el intervalo [0, 11]. 





TEOREMA Sea у un vector. Entonces 
(2) 
DEMOSTRACIÓN Sea v = (a, b). Entonces 
у> = a? + 2 
y 


v-v=(a,b)-(a,b)=a:a+b-b=a+b?= lv? 


B E 3 
t Este ángulo estará en el intervalo [0, л]. 


Figura 3.11 


Ángulo q entre dos 
vectores 


TEOREMA El 


DEMOSTRACIÓN 


L 
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y 
u 
Xx 
v 
Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Si es el ángulo entre ellos, entonces 
(3) 





La ley de los cosenos (vea el problema 2.5.10, página 215) establece que en el triángulo 
de la figura 3.12 


є? = а? + b — 2ab cos С 


(а„ b,) 






(a, b,) 





Figura 3.12 Figura 3.13 


Triángulo con lados a, b y c Triángulo con lados Jul, |v| 
ylv - ul 
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Ahora se colocan las representaciones de u y y con los puntos iniciales en el origen de 
manera que и = (a,, b) y v = (a,, В.) (vea la figura 3.13). Entonces de la ley de los cose- 
nos, | v = uf = |v}? + Jul? — 2]u] |у cos q. Pero 


de (2) teorema 1 iii), pág. 59 


| | 


lv-up-2(v-u):(v-u)-v:v-2u:vctu-u 
= |v} = 2u* y + Jul? 
Así, después de restar |v + Jul? en ambos lados de la igualdad, se obtiene —2u · v = 
—2]ul |v| cos Ф, y el teorema queda demostrado. 


Observación. Haciendo uso del teorema 1 se puede definir el producto escalar u - v como 


и - y = [u||v| cos o 





| EJEMPLO 1 | Cálculo del ángulo entre dos vectores 


Encuentre el ángulo entre los vectores u = 2i + 3j y v = —7i + |. 


u|= 22 & =4/13 у= 7) +1 = 4/50. Así 


B Solución u.v=-14+3=-11, 





у -11 -11 


Y = LLL =-0.431455497 
e АМ /13/50 узо 








de manera que 
Фф = соз '(-0.431455497)=2.0169* (=115.6%) 


Nota. Como 0 = ọ x m, cos (соз ф) = Q. 


DEFINICIÓN ES Vectores paralelos 


Dos vectores diferentes de cero u y v son paralelos si el ángulo entre ellos es cero ол. 
Observe que los vectores paralelos tienen la misma dirección o direcciones opuestas. 


| EJEMPLO 2 | Dos vectores paralelos 


Demuestre que los vectores и = (2, —3) y v = (—4, 6) son paralelos. 





wv -8-18 26 — -26 — 
lv VisJs2. V13(2413) 203) 














B Solución cos Q = 


Por lo tanto, ф = л (de manera que u y v tienen direcciones opuestas). 


an - 
* Estos nümeros, al igual que otros en el libro, se obtuvieron con una calculadora. 
+ Al hacer este cálculo, asegúrese de que su calculadora esté en modo de radianes. 
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TEOREMA EJ Si и = 0, entonces v = ou para alguna constante о si y sólo si u y v son paralelos. 


DEMOSTRACIÓN La prueba se deja como ejercicio (vea el problema 44). 


DEFINICIÓN В Vectores ortogonales 


Los vectores u y у diferentes de cero son ortogonales (o perpendiculares) si el ángulo 
entre ellos es 1/2. 


| EJEMPLO3 | Dos vectores ortogonales 


Demuestre que los vectores u = 3i + 4j y v = —4i + 3j son ortogonales. 


E Solución u-v = 3-4-4-3 = 0. Esto implica que cos ф = (и · v)/(ullv) = 0 y como q está en el intervalo 








[0, л], ф = 7/2. 
TEOREMA Eà Los vectores u y v diferentes de cero son ortogonales si y sólo siu · v = 0. 
E DEMOSTRACIÓN Esta prueba también se deja como ejercicio (vea el problema 45). 
Muchos problemas interesantes se refieren a la noción de la proyección de un vector sobre otro. 
Antes de definir esto se demuestra el siguiente teorema. 
TEOREMA E Sea v un vector diferente de cero. Entonces para cualquier otro vector u el vector 
u- y 
е 
v 
es ortogonal a v. 
u-v)v u- vv - v 
alli vv ) | res x ) 
Iv М 
(и. v)| 
=0:у- z -wv-u:v-0 
M 
Figura 3.14 
О.У 
El vector w = и — —;-v 


у 





es ortogonal а v 
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DEFINICIÓN ES Proyección 


Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces la proyección de u sobre v es un vec- 
tor denotado por proy, u, que se define por 


(4) 





La componente de u en la dirección 
u-v 


lv 


de v es , y es un escalar. (5) 





Observe que v/|v| es un vector unitario en la dirección de v. 


Observación І. De las figuras 3.14 y 3.15 y del hecho de que cos ọ = (и · v) (|ц|у]). Se encuentra 
que 


v y proy, u tienen: 
i. la misma dirección si u · v > 0 y 


ii. direcciones opuestas si u · v < 0. - 


Figura 3.15 


а) v y proy, и tienen la mis- 
ma dirección si u - v > 0, 
b) v y proy, u tienen direc- 
ciones opuestas si u - v<0 





Observación 2. Se puede pensar en la ргоу и como la *v-componente" del vector u. 
Observación 3. Si u y v son ortogonales, entonces и · v = 0 de manera que ргоу и = 0. 
Observación 4. Una definición alternativa de la proyección es: si u y v son vectores diferentes de 


cero, entonces proy, u es el único vector con las siguientes propiedades: 


ргоу u es paralelo a v. 


i. 
i. u — ргоу u es ortogonal a v. 


| EJEMPLO 4 | Cálculo de una proyección 


Sean u = 2i + 3j y v =i + j. Calcule ргоу и. 


E Solución — Proy и = (u- v)w/|v? =[5/(/2)] v = (5/2)i + (5/2)j (vea la figura 3.16). 
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Figura 3.16 


La proyección de (2, 3) 
sobre (1, 1) es (3, 3) 





| EJEMPLO5 | Cálculo de una proyección 


Sean u = 2i — 3j y v = i + j. Calcule proy, u. 


E Solución Еп este caso (u · УУР = —3; así, proy,u = —żi — 3j (vea la figura 3.17). 


Figura 3.17 
La proyección de 2i — 3j 


sobrei + jes -ii— ij 





AUTOEVALUACIÓN 
ie , 
a) 1 в) 40-1! «a-oy 
c) 0 d) ici 
Il. (3, 4) · (3, 2) = 
а) (3 + 3X4 + 2) = 36 b) (3)(3) + (4)2) = 17 
©) O= D pg d) (3)(3) - (92) 71 


Ш. El coseno del ángulo entrei + jei — jes : 
a) 0i + 0j b) 0 o № d) 1/.[2+0 
IV. Los vectores 2i — 12j y 3i + (2j son 
a) Ni paralelos ni ortogonales b) Paralelos 


c) Ortogonales d) Idénticos 
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V. Proy и = 


а) uw b) Y с) u: ww а) уи 
w] 


De los problemas 1 al 10 calcule el producto escalar de los dos vectores y el coseno del ángulo 
entre ellos. 


l. u=i+j;v=i-j 2. u=3iv=-7j 3. u=2i—3j;v=—i+3j 
4. u-—5i;v-18j 5. u= coi; v = pj; œ, В reales 6. u--4i-2j v-5i- 7j 
7. u=2i+5jv=5i+2j 8. u-2i«5j v-5i- 2j 9. u-- 3i 4j v7 -2i- 7j 


10. u- 41+ 5j v —5i- 4j 
11. Demuestre que para cualesquiera números reales o y D, los vectores и = od + Bj y v = Pi 
— Q son ortogonales. 


12. Sean u, v y w tres vectores arbitrarios. Explique por qué el producto u · v · w no está defi- 
nido. 


De los problemas 13 al 19 determine si los vectores dados son ortogonales, paralelos o ninguno 
de los dos. Después esboce cada par. 


13. 0= 31+ 5ј; v=-—6i-10j 14. 0=2і+ 3}; v=6i- 4j 
15. u=2i-— 3j; у= —91 +6] 16. u=2i+3j, у= 61+ 4j 
17. u=2i+3jv=-6i+4j 18. u = 7i; v = —23j 


19. u = 2i - 4 v = —i + 3j 
20. Sean u = 3i + 4j y v = i + ој. Determine o tal que: 
4) u y v son ortogonales. b) uy v son paralelos. 


c) El ángulo entre u y v es 1/4. d) El ángulo entre u y v es 1/3. 





21. Sean u = —2i + 7j y v = ai —2j. Determine a tal que: 
a) uy v son ortogonales. b) u y v son paralelos. 


c) El ángulo entre u y v es 2 1/3. d) El ángulo entre u y v es 1/3. 


22. En el problema 20 demuestre que no existe un valor de а para el que u y v tienen direcciones 
opuestas. 


23. En el problema 21 demuestre que no existe valor de & para el que u y v tienen la misma 
dirección. 


En los problemas 24 al 37 calcule ргоу и. 


24. u- 3; v - i  j 25. u= —5j; v- ij 
26. u = 2i — 3j; v = —9i + 6j 27. u- 2i v - i 2] 
28. u = 2i - 3j; v — 41+] 29. u= -i - 2j; v = 5i + 7] 


30. п=і + ў; у = 21 – 3j 31. u 
32. u = 4i — |; у= —2i + 3j 


i+jv=2i+3j 


33. u = oi + B; v =i + j; оу D reales positivos 


34. 
35. 
36. 
37. 
38. 


39. 


40. 
41. 
42. 


43. 
44. 
45. 
46. 
47. 


*48. 


3.2 El producto escalar y las proyecciones en R? 241 


u=i+j]v= ой + Bj; оу В reales positivos 

u — 7i + 2j; v = 4i — 6j 

u = ai — Bj; v = i + j; ay reales positivos con о > В 
u = qi — Bj; v = i + j; ay reales positivos con o. < В 


Sean u = аі + bj y v = ai + b,j. Establezca una condición sobre а, b,, a, y b, que asegure 
que v y proy,u tengan la misma dirección. 


En el problema 38 establezca una condición que asegure que v y ргоу и tengan direcciones 
opuestas. 


> > 
Sean Р = (2,3), О = (5, 7), К = (2, —3) y S = (1, 2). Calcule proy > RS y proy > PO. 
PÓ RS 





> > 
Sean Р = (—1, 3), Q = (2, 4), К = (6, —2) y S = (3, 0). Calcule proy > RS y proy > PO. 
PÓ RS 


Pruebe que los vectores diferentes de cero u y v son paralelos si y sólo si v = ou para alguna 
constante a. [Sugerencia: Demuestre que cos ф = +1 51 y sólo si v = au.] 


Pruebe que u y v son ortogonales si y sólo siu * v = 0. 

Demuestre que el vector v = ai + bj es ortogonal a la recta ax + by + c = 0. 

Demuestre que el vector u = bi + aj es paralelo a la recta ax + by + с = 0. 

Un triángulo tiene vértices (1, 3), (4, —2) y (—3, 6). Encuentre el coseno de cada ángulo. 


Un triángulo tiene vértices (а, b,), (а„ b,) y (a,, b,). Encuentre la fórmula para el coseno de 
cada ángulo. 


La desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que para cualesquiera números reales а, a,, b 


1*7 2*1 
y b, 
2 12 2 1/2 
2 2 
“>а | 12% 
k=1 k=1 


2 


У a, b, 


k=1 








Utilice el producto escalar para probar esta fórmula. ¿Bajo qué circunstancias se puede susti- 
tuir la desigualdad por una igualdad? 


*49. 


50. 


51. 


52. 


Pruebe que la distancia más corta entre un punto y una recta se mide por una línea que 
pasa por el punto y es perpendicular a la recta. 


Encuentre la distancia entre P = (2, 3) y la recta que pasa por los puntos O = (—1, 7) y 
R = (3, 5). 


Encuentre la distancia entre (3, 7) y la recta que va a lo largo del vector v = 2i — 3j que pasa 
por el origen. 


Sea A una matriz de 2 X 2 tal que cada columna es un vector unitario y que las dos co- 
lumnas son ortogonales. Demuestre que А es invertible y que 47! = 4' (А se conoce como 
matriz ortogonal). 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 
|. o) ll. b) Ш. b) IV. o) Vo 
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MANEJO DE LA CALCULADORA 





Se puede obtener el producto punto entre dos vectores utilizando el comando DOT. Se 
necesitan tener dos vectores de dimensiones compatibles en las posiciones 1 y 2 de la 
pila y escribir el comando DOT seguido de la tecla enter, esto si se quiere obtener el 
producto punto entre los vectores vl con magnitud 5 y ángulo 3 radianes y el vector v2 
con magnitud 3 y ángulo 5 radianes 








CDu Ora ACA En) 
ES) 1 C 3 mena PICS 5  )(ENTER) 
(ALPHA) (ALPHA) DE o). T)(ENTER) 


Si queremos obtener el vector unitario asociado a v1 (magnitud 4 y ángulo 3 radianes) 
podemos proceder como sigue 

















gd ( 5 )(мна)( г> )( 6 )( 3 )(ENTER)(ENTER) 








(ien) urna) а) Свз) (вите) т7н) С) 


Para calcular el operador ргоу, U, si tenemos guardados vectores U y У, por ejemplo 


Ся) 5 J(aPHA)( г> )( 6 3 )(ENTER 











' O)(auPHA)(.— и)(ЕМТЕЕ)( 52" ) 





OA )C 6 OC )@т®) 











(A) (An) B AE 








(дїРнА)|(дїРнА)(_ D)(  O)( TENTER) 
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En los problemas 53 al 57 utilice una calculadora para encontrar un vector unitario que 
tenga la misma dirección que el vector dado. 


53. (0.231, 0.816) 54. (—91, 48) SS (1295, 1239) 
56. (- 5.2361, — 18.6163) 57. (—20192, 58116) 


De los problemas 58 al 61 utilice una calculadora para encontrar la proyección де u 
sobre y y esboce u, y y ргоу u 


58. u = (3.28, 5.19), v =(=6.17, — 11.526) 

59. u = (0.01629, —0.03556), у = (0.08171, 0.00119) 
60. и = (— 5723, 4296), v = (17171,—9816) 

61. u = (37155, 42136), у = (25516, 72385) 


[ МАТГАВ 3.2 


1. Para los pares de vectores de los problemas 24 a 32, verifique los vectores proyección calcu- 
lados con lápiz y papel usando MATLAB (consulte la información de manejo de MAT- 
LAB anterior a los problemas de MATLAB 3.1). 











M 2. (Este problema usa el archivo prjtn.m) El problema se refiere a la visualización de las pro- 
yecciones. A continuación se presenta la función prjtn.m. 





function prjtn (u,v) 


% PRJTN funcion proyeccion. Grafica la proyeccion del vector u 


oe 


en la direccion del vector v 


oe 


oe 


u: vector de 2x1 


oe 


v: vector de 2x1 
origen-[0;0]; 
P-(u'*v)/(v'*v)*v; 


Ou- [origen,u]; 
Оу= [origen,v]; 
OP-[origen,P]; 
uMP- [u, P] ; 


plot (0u(1,:),0u(2,:),'22b*',0v(1,:),Ov(2,:),'22b*',... 
OP(1,:),0P(2,:),'-go',uMP(1,:),uMP(2,:), ' :m') 

text )/2,u(2)/2,'Nbf u'); 

);u(2) ,'1') 
1)/2,v(2)/2,'Nbf v'); 

),v(2),'2') 

)/2,P(2)/2,'\bf Р'); 

),P(2),'3") 


text 
text 


text 





(1 
(1 
( 
(1 
(1 
(1 


u 
u 
v 
text (v 
P 
P 


text 
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a-axis; 
axis([min(a([1,3]))-1,max(a([2,4]))-«1,min(a(I[1,3])) 
-1,max(a([2,4]1))+1]) 

axis square 

grid on 

title('P es la proyeccion de u en v') 


xlabel('u termina en 1, v termina en 2, P termina en 3') 


Una vez que se ha escrito la función en un archivo con nombre prjtn dé el comando doc 
pritn para tener una descripción de este archivo con extensión т. 
Para los pares de vectores u y v dados enseguida: 


a) Introduzca u y v como matrices de 2 X 1 y calcule p — proyección de u sobre v. 


b) Dé el comando pritn(u, v) (este archivo despliega u y v en la pantalla de gráficas. Opri- 
ma cualquier tecla y bajará una perpendicular del punto terminal de u hasta la recta 
determinada por v. Oprima cualquier tecla y se indicará el vector proyección). 


c) Mientras observa las gráficas en la pantalla, verifique que el vector p graficado sea el 
vector calculado en a). Localice el vector (paralelo a) u — p. ¿Cuál es la relación geomé- 
trica entre u — p y v? 


i u= [21] у= [3;0] ii. u= [2;3] v = [—3;0] 
iii. u = [2:1] у= [-1;2] iv. и = [23] у=[—1;—2] 


v. Elija sus propios vectores u y v (al menos tres pares). 


EJE Vecrores en eL espacio 


E? 
ORIGEN 
EJE X 
EJE Y 
EJE Z 


L 


Se ha visto que cualquier punto en el plano se puede representar como un par ordenado de 
nümeros reales. De manera análoga, cualquier punto en el espacio se puede representar por una 
terna ordenada de nümeros reales 


(a, b, c) (1) 


Los vectores de la forma (1) constituyen el espacio R. Para representar un punto еп el espacio, 
se comienza por elegir un punto en R. Se denomina a este punto el origen, denotado por 0. 
Después se dibujan tres rectas perpendiculares entre sí, a las que se llama el eje x, el eje y y el 
eje z. Dichos ejes se pueden seleccionar de diferentes formas, pero la más común tiene los ejes 
x y y horizontales y el eje z vertical. Sobre cada eje se elige una dirección positiva y la distancia 
a lo largo de cada eje se mide como el número de unidades en esta dirección positiva a partir 
del origen. 

Los dos sistemas básicos para dibujar estos ejes se describen en la figura 3.18. Si los ejes se 
colocan como en la figura 3.18a, entonces el sistema se denomina sistema derecho; si se colocan 
como en la figura 3.18b, se trata de un sistema izquierdo. En las figuras las flechas indican la 
dirección positiva de los ejes. La razón para la elección de estos términos es la siguiente: en un 
sistema derecho, si coloca su mano derecha de manera que el dedo índice señale en la direc- 
ción positiva del eje x mientras que el medio apunta en la dirección positiva del eje y, entonces 
su pulgar apuntará en la dirección positiva del eje z. Este concepto se ilustra en la figura 3.19. 


Figura 3.18 


a) Un sistema derecho; 
b) Un sistema izquierdo 


Figura 3.19 


La mano derecha indica las 
direcciones de un sistema 
derecho 


PLANOS 


LE 


SISTEMA DE 
COORDENADAS 
CARTESIANAS 


EN EK? 
[Е 


COORDENADOS 
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La misma regla funciona para el sistema izquierdo con los dedos de la mano izquierda. En el 
resto de este libro se seguirá la práctica común de describir los ejes de coordenadas usando un 
sistema derecho. 


X X 





Los tres ejes en nuestro sistema determinan tres planos coordenados, que se denominan 
plano xy, plano xz y plano yz. El plano xy contiene los ejes x y y y es simplemente el plano con 
el que se ha venido trabajando hasta ahora en la mayor parte del libro. Se puede pensar en los 
planos xz y yz de modo similar. 

A] tener nuestra estructura construida de ejes coordenados y planos, podemos describir 
cualquier punto P en K? de una sola manera: 


en donde la primera coordenada x es la distancia dirigida del plano yz a P (medida en la direc- 
ción positiva del eje x a lo largo de una recta paralela al eje x), la segunda coordenada y es la 
distancia dirigida desde el plano xz hasta P (medida en la dirección positiva del eje y y alo largo 
de una recta paralela al eje y) y la tercera coordenada z es la distancia dirigida desde el plano xy 
hasta P (medida en la dirección positiva del eje z y a lo largo de una recta paralela al eje z). 

En este sistema los tres planos coordenados dividen al espacio K? en ocho octantes, de la 
misma forma que en IP? los ejes coordenados dividen al plano en cuatro cuadrantes. El octante 
en el que los tres ejes coordenados son positivos siempre se selecciona como el primero. 

El sistema coordenado que acaba de establecerse con frecuencia se conoce como sistema 
de coordenadas rectangulares o sistema de coordenadas cartesianas. Una vez que la noción de 
describir un punto en este sistema le resulte familiar pueden extenderse muchas de las ideas a 
partir del plano. 
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TEOREMA Sean P = (x, Yp z) у О = (x, y, 2„) dos puntos en el espacio. Entonces la distancia PO 
entre P y O está dada por 


PQ- 4G —xY К ЕЕ - 2,0 (3) 





Se pide al lector que pruebe este resultado еп el problema 49. 


| EJEMPLO 1 | Cálculo de la distancia entre dos puntos en R? 


Calcule la distancia entre los puntos (3, —1, 6) y (—2, 3, 5). 


B Solución РО =B- (2P + (1-3) + (6-5) = 42 


En las secciones 3.1 y 3.2 se desarrollaron las propiedades geométricas de los vectores en el 
plano. Dada la similitud entre los sistemas de coordenadas en Ё? y EJ, no es una sorpresa que 
los vectores en K? y K? tengan estructuras muy similares. Ahora se desarrollará el concepto de 
un vector en el espacio. El desarrollo seguirá de cerca los avances de las últimas dos secciones 


SEGMENTO DE y, por lo tanto, se omitirán algunos detalles. 


CT. GIDO um ЕРИ us 
c E Sean P y O dos puntos distintos en KJ. Entonces el segmento de recta dirigido PO es el 
Vieron en ID? segmento de recta que se extiende de P a Q. Dos segmentos de recta dirigidos son equivalentes 
IZL— — ———- si tienen la misma magnitud y dirección. Un vector en E? es el conjunto de todos los segmentos 


de recta dirigidos equivalentes a un segmento de recta dirigido dado, y cualquier segmento 
dirigido PQ en ese conjunto se llama una representación del vector. 

Hasta aquí las definiciones son idénticas. Por conveniencia, se elige P en el origen para 
poder describir el vector v = 00 mediante las coordenadas (x, у, z) del punto O. 

Entonces la magnitud de v = |v|- 5^ + y? z^ (del teorema 1). 


| EJEMPLO 2 | Cálculo de la magnitud de un vector en R? 


Sea у = (1, 3, —2). Encuentre |v]. 
B Solución М= JP +3 +(2y = Да. 


Sea u = (x,, у, 2,) y V = (X, y, 2,) dos vectores y sea o un número real (escalar). Entonces se 
define 


Suma de vectores y multiplicación por un escalar en K? 
y War Y (БУ a) 


Qu = (0x,, Qty, 0Lz,) Б 


Esta es la misma definición de suma de vectores y multiplicación por un escalar que se tenía; se 
ilustra en la figura 3.20. 
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Figura 3.20 
Ilustración de la suma de 
vectores y la multiplicación 
por un escalar en I? 





VECTOR Un vector unitario u es un vector con magnitud 1. Si v es un vector diferente de cero, entonces 
E UNITARIO ц = v/|v| es un vector unitario que tiene la misma dirección que v. 


| EJEMPLO3 | Cálculo de un vector unitario en R? 


Encuentre un vector unitario que tenga la misma dirección que v = (2, 4, —3). 
E Solución Сотоу = 42? +4? +(-3) = N29 se tiene 


u = (2/4/29, 4/429,- 3/429) 


Ahora se puede definir formalmente la dirección de un vector en R’. No se puede definir como 
el ángulo Ө que forma el vector con el eje x positivo ya que, por ejemplo, si 0 < Ө < л/2, por lo 
que existe un número infinito de vectores que forman un ángulo Ө con el lado positivo del eje x, 
y estos vectores juntos forman un cono (vea la figura 3.21). 


DEFINICIÓN Ы Dirección en E? 


La dirección de un vector v en R se define como el vector unitario u = v/|v|. 


Figura 3.21 


Todos los vectores que y 


están en este cono forman 0 
un ángulo 0 con la parte 


positiva del eje x 
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Figura 3.22 


El vector v forma un ángulo... fo 
o. con el lado positivo del 
eje x, B con el lado positivo 
del eje y y y con el eje 
positivo del eje z 





М (0, Yo 0) 
4 


(Xo, 0, 0) 


Observación. Se pudo haber definido la dirección de un vector v en K? de esta manera, ya que si 
и = v/|v|, entonces и = (cos Ө, sen Ө), donde Ө es la dirección de v. 


Resultaría satisfactorio definir la dirección de un vector v en términos de algunos ángulos. Sea 

v el vector ОР descrito en la figura 3.22. Definimos a: como el ángulo entre v y el eje x positivo, 

Áncutos В еї ángulo entre v y el eje y positivo, y y el ángulo entre v y el eje z positivo. Los ángulos o, Ву 
DIRECTORES y se denominan ángulos directores del vector v. Entonces, de la figura 3.22, 


Е 


(4) 





Si v es un vector unitario, entonces |v| = 1 y 


COS Q = X, cos В = y, COS Y = л, (5) 


Cosenos Por definición, cada uno de estos tres ángulos cae en el intervalo de [0, л]. Los cosenos de estos 
DIRECTORES ángulos se denominan cosenos directores del vector v. Observe, de la ecuación (4), que 


L 





x 
cos” 0 + cos? B +соѕ y = = =1 (6) 





Si a, В y y son tres números cualesquiera entre cero y л tales que satisfacen la condición (6), 
entonces determinan de manera única un vector unitario dado por и = (cos o, cos В, cos y). 


Números Observación. Si v = (a, b, c) y |у| = 1, entonces los números a, b y c se llaman números directores 
DIRECTORES del vector v. 


= 


| EJEMPLO 4 | Cálculo de los cosenos directores de un vector en R? 


Encuentre los cosenos directores del vector v = (4, —1, 6). 


E Solución  Ladirecciónde v es v/v| - v/ A53 = (4/4/53, - 1/4/53, 6/,/53).Entonces cos OL = AJ 453 22 0.5494, 
cosp =-—1/453 ж —0.1374 y cosy — 6/ A53 ~ 0.8242. Con estos valores se usan tablas o una 
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Figura 3.23 


Los cosenos directores de 
(4, —1, 6) son cos о, cos 
B y cos y 





calculadora para obtener a = 56.7? = 0.989 rad, B « 97.9? = 1.71 rad y y = 34.5? « 0.602 
rad. En la figura 3.23 se presenta un esbozo del vector, junto con los ángulos а, p y y. 


| EJEMPLO 5 | Cálculo de un vector еп R? dados su magnitud y cosenos directores 


Encuentre un vector v de magnitud 7 cuyos cosenos directores son 1/6 Р 1/3 y 1/2 i 


B Solución Seau = (wie А ЛЗ у 1/42 | Entonces и es un vector unitario ya que |ц| = 1. Así, la dirección 
de v está dada por u y v = |v| u = 7u = (7/6, 7/45, 782). 


Nota. Este problema se puede resolver porque (we | + ПЁ | + (1/2 | a]. 


Es interesante observar que si v en IR? es un vector unitario y se puede escribir у = (cos 0)i + 
(sen 0)j, donde 0 es la dirección de v, entonces cos 0 y sen 0 son los cosenos directores de v. En 
este caso, 0 = Ө y se define В como el ángulo que forma v con el eje y (vea la figura 3.24). Por 
lo tanto, B = (1/2) — o, de manera que cos В = cos (1/2 — о) = sen a y v se puede escribir en la 
forma de “cosenos directores" 


v = cos Qi + cos Bj 


En la sección 3.1 se observó que cualquier vector en el plano se puede escribir en términos de 
los vectores base i y j. Para extender esta idea a K? se define 


i= (1, 0,0) і = (0, 1,0) К = (0, 0, 1) (7) 





Aquí, і, j у К son vectores unitarios. El vector i está sobre el eje х, ў sobre el eje y у К sobre el 
eje z. En la figura 3.25 se puede ver un bosquejo. Si v = (x, y, z) es cualquier vector en E, en- 
tonces 


Figura 3.24 y M-1 
9 В=2-0=2-0 


y v es un vector unitario, 
entonces 





v=cos0i  sen0j = 


соз Ой + cospj 
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Figura 3.25 
Los vectores base i, j y k 
en E? 
у = (х, у, 2) = (x, 0, 0) (0, y, 0) + (0,0, z) = xi + yj + zk 
Esto es, cualquier vector v en K? se puede escribir de manera única en términos de los vectores i, 
jyk. 
La definición de producto escalar en K? es la definición que se presentó en la sección 1.6. 
Observe quei:i=1,j-¡=1,k:*k=1,i:¡=0,j-k=0ei:k=0. 
TEOREMA 2| Si ọ denota el ángulo positivo más pequeño entre dos vectores u y v diferentes de cero, 
se tiene 
(8) 
DEMOSTRACIÓN La prueba es casi idéntica a la prueba del teorema 3.2.2 de la página 235 y se deja al 
B———— lector como ejercicio (vea el problema 50). 


| ЕЈЕМРІО 6 | Cálculo del coseno del ángulo entre dos vectores еп R? 


Calcule el coseno del ángulo entre u = 3i — j + 2k y v = 4i + 3j — К. 


u|- V14 y у= J26, por lo que cos o =7/ 40426) = 7/4/364 = 0.3669 у Фф = 68.5° = 


B Solución а-у 7, 
1.2 rad. 





DEFINICIÓN El Vectores paralelos y ortogonales 


Dos vectores и y у diferentes de cero son: 
i. Paralelos si el ángulo entre ellos es cero o m. 


ii. Ortogonales (o perpendiculares) si el ángulo entre ellos es 7/2. 


TEOREMA EJ i. Siu + 0, entonces u y v son paralelos 51 y sólo si v = ош para algún escalar ot = 0. 


ii. Siu y v son diferentes de cero, entonces u y v son ortogonales si y sólo si u - v = 0. 


DEMOSTRACIÓN De nuevo la prueba es sencilla y se deja como ejercicio (vea el problema 51). 
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Ahora se dará la definición de la proyección de un vector sobre otro. Primero se establece el 
teorema análogo al teorema 3.2.5 (y cuya demostración es idéntica). 


TEOREMA Em Sea v un vector diferente de cero, entonces para cualquier otro vector u, 


es ortogonal a v. 


DEFINICIÓN В Ргоуессібп 


Sean u у у dos vectores diferentes de cero. Entonces la proyección de u sobre у, denotada 
por ргоу u está definida por 


(9) 





E : u-v 
La componente de u en la dirección de v está dada por ——— 


(10) 
М 


METIA Cálculo de una proyección en R? 


Sean u = 2i + 3j + k y v =i + 2j — 6k. Encuentre ргоу и. 


у 2 4 12 ; 
E Solución Fn este caso (u . у/м =2/41 y proy, u= —i+-—j-—Ñk. La componente de и en la direc- 


41 4l 41 
ción y es (u . v)/lv| = 2//41. 


Observe que, igual que en el plano, ргоу и es un vector que tiene la misma dirección que v si 
и у > 0 y la dirección opuesta а la de v si u · v < 0. 


Problemas 3.3 SS 
AUTOEVALUACIÓN 


l. Responda si la afirmación siguiente es falsa o verdadera. La práctica común segui- 
da en este libro es desplegar los ejes xyz para R? como un sistema derecho. 


Il. La distancia entre los puntos (1, 2, 3) y (3, 5, -1)es — . 
AMES SED 
2243 +2? 
224344 


AP чь” as De 
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CAPÍTULO 3 


Vectores en IR? y R? 





Ш. El punto (0.3, 0.5, 0.2) está la esfera unitaria. 
a) en la tangente a b) sobre 
c) dentro de d) fuera de 


IV. (x -3? + (y + 5)? + 22 = 81 es la ecuación de la esfera con 
a) centro 81 y radio (—3, 5, 0) 
b) radio 81 y centro (—3, 5, 0) 
с) radio —9 y centro (3, —5, 0) 
d) radio 9 y centro (3, —5,0) 


V. j- (4k — 31) = 
a) (1, —4, —3) b) (1, —4, 3) 
(9) (=3, IL, 4) d) (3,1, —4) 


VI. (1+ 3k — j) . (k 4j + 2i) = 
а) 2+4+3=9 
Б) (1+3- 11 -4+2)=-=3 
с) 1-12-2--13 
d 2-4-3=-=5 


VII. El vector unitario en la misma dirección que i + 3k — j es. 


а) ї-]+К b) 1(21-2ј+ҝ) 
c) 1(2i-2j+k) d) 1(2i+2j+k) 
VIII. El componente de u en la dirección w es 
g ex Bam Быша М e AE. 
iv ivi iw iv ШШ 


De los problemas 1 al 4 encuentre la distancia entre los puntos: 
1. (3, —4, 3); G, 2, 5) 2. 3, —4, 7); (3, —4, 9) 
3. (3, —4, 1); 3, —4, 4) 4. (—2, 1, 3); (4, 1, 3) 


En los problemas 5 al 23 encuentre la magnitud y los cosenos directores del vector dado. 


5. у= 3j 6. у= 2i - 3j 7. у= —5i 
8. v=4i—2+k 9. у= di- j 10. у=і+ 2j 

11. y = —3i — 5j — 3k 12. v-i-j*k 13. v=i+j+k 

14. v =i + 5j + 2k 15. v=-i+j+k 16. v-i-j-k 

17. у= 6i + 7) 18. у= ci j- К 19. y=-i-j¡+k 
20. у= -i- j-k 21. у= 2i + 5] — 7k 22. v = —3i — 3j + 8k 


23. v = —2i — 3j — 4k 


24. Los tres ángulos directores de cierto vector unitario son los mismos y están entre cero y 
T/2. ¿Cuál es el vector? 


25 


26 
27 


28 


29 
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. Encuentre un vector de magnitud 12 que tenga la misma dirección que el vector del proble- 


ma 24. 


. Demuestre que no existe un vector unitario cuyos ángulos directores sean л/6, 1/3 у 7/4. 


. Sea £ = (2, 1,4) y O = (3, —2, 8). Encuentre un vector unitario en la misma dirección 


de PO. 


. Sea Р= (=3, 1,7) y О = (8, 1, 7). Encuentre un vector unitario cuya dirección es opuesta а 


la de PO. 


> > 
. En el problema 28 encuentre todos los puntos R tales que PR L PO. 


*30. Demuestre que el conjunto de puntos que satisfacen la condición del problema 29 y la 


ANS -7 r 
condición [РК | = l forman un círculo. 


. Desigualdad del triángulo Si и y v están en K? demuestre que [и + v| = Ju] + [v]. 


¿Bajo qué circunstancias puede sustituirse la desigualdad en el problema 31 por un signo 


En los problemas 33 a 48 sea u = 2i — 3j +4k, v = —2i— 3j + 5k,w = i— 7j + 3k yt = 3i 


31 
32. 
de igualdad? 

+4} +5k. 

33. Calcule u + v 34. 
35. Calcule 3u — 2у 36. 
37. Calcule 2u + 7w + 5v 38. 
39. Calcule 2v + 7t — w 40. 
41. Calcule (3t — 2u) · (5v + 2w) 42. 
43. Calcule u - w — № · # 44. 
45. Calcule el ángulo entre t y w 46. 
47. Calcule proy, w 48. 
49 


Figura 3.26 


50 
51 
52 


Calcule 2u — 3y 

Calcule t + 3w — v 

Calcule w - (u + v) 

Calcule u · v 

Calcule |w] 

Calcule el ángulo entre u y w 
Calcule proy, v 


Calcule w proy, v 


. Pruebe el teorema 1. [Sugerencia: Utilice el teorema de Pitágoras dos veces en la figura 


3.26.] 


ч 


P(x, Yi» 21) 


X 
. Pruebe el teorema 2. 
. Pruebe el teorema 3. 


. Pruebe el teorema 4. 





RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


L V ll. c) Ш. c) 
М. a) Vil. c) Ми. a) 
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MANEJO DE LA CALCULADORA 





Las instrucciones para calculadora presentadas en las secciones 3.1 y 3.2 para vectores 
en RP? se extienden a R’, con la observación que ahora se tienen coordenadas esféricas 
además que cilíndricas y cartesianas para representar vectores. 


Resuelva los siguientes problemas en una calculadora. 

En los problemas 53 al 56 encuentre la magnitud y dirección de cada vector. 
53. (0.2316, 0.4179, —0.5213) 54. (—2356, —8194, 3299) 

55. (17.3, 78.4, 28.6) 56. (0.0136, —0.0217, —0.0448) 
En los problemas 57 al 60 calcule ргоу и. 

57. u = (—15, 27, 83); v = (-84, —77, 51) 

58. и = (—0.346, —0.517, —0.824); v = (—0.517, 0.811, 0.723) 

59. u — (5241, —3199, 2386); v — (1742, 8233, 9416) 

60. u — (0.24, 0.036, 0.055); v — (0.088, —0.064, 0.037) 


ЕЯ EL PRODUCTO CRUZ DE DOS VECTORES 


Hasta el momento el único producto de vectores que se ha considerado ha sido el producto 
escalar o producto punto. Ahora se define un nuevo producto, llamado producto cruz (o pro- 
ducto vectorial), que está definido sólo en IR”. 


Nota histórica. El producto cruz fue definido por Hamilton en uno de una serie 
de artículos publicados en Philosophical Magazine entre los años 1844 y 1850. 


DEFINICIÓN 1| Producto cruz 


Sean u = aj + bj + cky v = aj + bj + ck. Entonces el producto cruz (cruz vectorial) 
de u y v, denotado por u X v, es un nuevo vector definido por 


ux v= (bc, - C,b, Ji + (ca, — a,c,)j+ (a,b, — b,a, )k (1) 





Note que el resultado del producto cruz es un vector, mientras que el resultado del producto 
escalar es un escalar. 


Aquí el producto cruz parece estar definido de una manera arbitraria. Es evidente que exis- 
ten muchas maneras de definir un producto vectorial. ¿Por qué se escogió esta definición? La 
respuesta a esta pregunta se da en la presente sección demostrando algunas propiedades del 
producto cruz e ilustrando algunas de sus aplicaciones. 


| EJEMPLO 1 | Cálculo del producto cruz de dos vectores 


Sean u =i — j + 2k y v = 2i + 3j — 4k. Calcule w = u X v. 
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B Solución Usando la fórmula (1) se obtiene 


ж = [(—1)(—4) — (2)(3)} + [2)2) — 04 + AG) — C DO)IK 
= —2i + 8j + 5k 


Nota. En este ejemplo u · w =(i — j + 2k) - (-2i + 8j + 5k)= —2 — 8 + 10 = 0. De manera 
similar, v · w = 0. Es decir, u X v es ortogonal tanto a u como a v. Como se verá en breve, el 
producto cruz de u y v es siempre ortogonal a u y v. 


Antes de continuar el estudio de las aplicaciones del producto cruz se observa que existe una 
forma sencilla de calcular u x v usando determinantes. 


TEOREMA E 























і j k 
. b € : a € 1 b 
DEMOSTRACIÓN a b, cj|-i =j +k 
L b b, €; а, € 2 b, 
а, 2 €, 


= (bc, = cb, Ji + (са, = ac, )j + (a,b, — ba,)k 


que es igual a u X v segün la definición 1. 


| EJEMPLO2 | Uso del teorema 1 para calcular un producto cruz 


Calcule u х v, donde u = 2i + 4j — 5k y v = —3i — 2j + k. 





i j k 
B Solución uxv=|2 4 -S-(4-10)i - (2-15)j - (7-4 - 12)k 
-3 -2 1 


=—6i+13j+8k 


El siguiente teorema resume algunas propiedades del producto cruz. Su demostración se deja 
como ejercicio (vea los problemas 38 al 41 de esta sección). 


TEOREMA El Sean u, v у w tres vectores en E? y sea o. un escalar, entonces: 
i ux0=0Xxu=0, 
i. u Xv — —(vXu) (propiedad anticonmutativa para el producto vectorial). 
iii. (ош) X v = 0(u X v). 
iv. u X (v + w) = (u X v) + (и X w) (propiedad distributiva para el producto vectorial). 
у. (uXv)-w—u-(vX ж). (Esto se llama triple producto escalar de u, v y w.) 
vi. u: (uX v)=v-(u Ху) = 0. (Es decir, u X ves ortogonal a u y a v.) 


vii. Si niu ni y son el vector cero, entonces u y v son paralelos si y sólo si u X v = 0. 


* En realidad no se tiene un determinante porque i, j y k no son nümeros. Sin embargo, al usar la notación de determi- 


nantes, el teorema 1 ayuda a recordar cómo calcular un producto cruz. 
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Figura 3.27 


Existen exactamente dos 
vectores, n y —n, ortogo- 
nales a dos vectores no 
paralelos u y v en K? 


Figura 3.28 оху 


La dirección деи X v se 
puede determinar usando 
la regla de la mano derecha 


2 










X 


La parte vi) de este teorema es la que se usa con más frecuencia. Se vuelve a establecer como 
sigue: 


El producto cruz u X ves ortogonal tanto a u como a v. 
Hi 


Se sabe que u X v es un vector ortogonal a u y v, pero siempre habrá dos vectores unitarios 
ortogonales a u y v (vea la figura 3.27). Los vectores n y —n (n por la letra inicial de normal) 
son ambos ortogonales a u y v. ¿Cuál tiene la dirección de u X v? La respuesta está dada por 
la regla de la mano derecha. Si se coloca la mano derecha de manera que el índice apunte en la 
dirección de u y el dedo medio en la dirección de v, entonces el pulgar apuntará en la dirección 
de u X v (vea la figura 3.28). 

Una vez que se ha estudiado la dirección del vector u X v, la atención se dirige a su mag- 





nitud. 
TEOREMA EJ Si Фф es un ángulo entre и y v, entonces 
lu x v| = lu iv] sen Q (2) 
DEMOSTRACIÓN No es difícil demostrar (comparando coordenadas) que Ju х v|? = Jul? |v? — (u · v? (vea el 


problema 37). Entonces, como (и. у)? = Jul? |v? cos? ọ (del teorema 3.3.2, página 255), 
lu x v - luf Mi = ul M cos? p= luf M (1— cos? 9) 
= luf M sen? Фф 


y el teorema queda demostrado después de sacar la raíz cuadrada a ambos lados de la 
ecuación. Observe que sen ф = 0 porque 0 = ф = m. 


Existe una interpretación geométrica interesante del teorema 3. Los vectores u y v están di- 
bujados en la figura 3.29 y se puede pensar que son dos lados adyacentes de un paralelogramo. 
Entonces de la geometría elemental, se ve que 


El área del paralelogramo que tiene lados adyacentes 
u y v es igual a |у |v| sen ọ = |u X v| 6) 
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Figura 3.29 


Фф es el ángulo entre u y v. 
h 
Wi — sen de manera que 
V 


Figura 3.30 


Un paralelogramo en R? 


R(=3, 1, 6) 






h =|v| seng 


QQ, 1,4) 





Е Р(1, 3, -2) 


| EJEMPLO3 | Cálculo del área de un paralelogramo en ЕЗ 


Encuentre el área del paralelogramo con vértices consecutivos en P = (1, 3, —2), Q = (2, 1, 4) 
y R = (—3, 1, 6) (ver figura 3.30). 





E Solución El paralelogramo. 


i > > 
Área = |PÓ х QR| = | — 2j + 6k) x (—5i + 2k)| 


i jk 
=| 1 -2 6= |-4i -32j- 10k|= [1140 unidades cuadradas. 
=з 0 2 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LOS DETERMINANTES DE 2 X 2 
(OTRA VEZ) 


En la sección 2.1 se estudió el significado geométrico de un determinante de 2 X 2 (página 175). 
Ahora se observará el mismo problema. Haciendo uso del producto cruz se obtiene el resulta- 
do de la sección 2.1 en forma más sencilla. Sea 4 una matriz de 2 X 2 y sean u y v dos vectores 


и У 
ае 2 componentes. Sean и | : | yv | : ) Estos vectores están dados en la figura 3.31. 
и, V5 


El área generada por u y v se define como el área del paralelogramo dado en la figura. Se puede 


u Y 
pensar que u y v son vectores еп Ё que están en el plano xy. Entonces uz | u, |, у= | v, |, y 
0 0 
i j k 
área generada por u y v = lu x y] =|4uy и, 0 
v v 0 


1 2 


+ 
= Kuv, = u,v, қ = lv, - uv 


a a а и + au ау, + a,v. 
ТЕ T e) w= tnn Entonces иг Mk Dye a NN | 


а а, ац, + аи, ау, * йу, 


¿Cuál es el área generada por u' y v'? Siguiendo los pasos anteriores se calcula 


и, у 
* Observe que éste es el valor absoluto de det Ё i | 
2 2 
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Figura 3.31 


El área de la región som- 
breada es el área generada 
por u y v 


Vectores en IR? y R? 





Figura 3.32 


Tres vectores и, v y w, que 

no están en el mismo plano 
determinará un paralelepí- 
pedo en E? 

















i j k 


, "nol 
u'xv'|- | a, 4, + 4,4, auta, 0 








Area generada por u' y v' = 


ау, + ау, QV + 47, 0 


Б (аи, + 4и, Xa, v, * а„у,) z (ац, + 4,4, Хау + ау, ) 


La manipulación algebraica verifica que la última expresión es igual a 
[(a,,a,, — аа, uv, — иу) = det A (área generada por u y v) 


Entonces (en este contexto): el determinante tiene el efecto de multiplicar el área. En el problema 
45 se pide al lector que demuestre que de cierta forma un determinante de 3 X 3 tiene el efecto 
de multiplicar el volumen. 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DEL TRIPLE PRODUCTO ESCALAR 


Sean u, v y w tres vectores que no están en el mismo plano. Entonces forman los lados de un 
paralelepípedo en el espacio (vea la figura 3.32). Calculemos su volumen. La base del paralele- 
pípedo es un paralelogramo. Su área, de (3), es igual a | u X v |. 

El vector u X v es ortogonal tanto a u como a v y, por lo tanto, es ortogonal al paralelo- 
gramo determinado por u y v. La altura del paralelepípedo, h, se mide a lo largo del vector 
ortogonal al paralelogramo. 

Del análisis de la proyección en la página 238, se ve que Л es el valor absoluto de la compo- 
nente de w en la dirección (ortogonal) u X v. Así, dela ecuación (10) en la página 251 








mM w-(uxv 
h = componente de w en la dirección ux v = OS 
jux v] 
Entonces 
Volumen del paralelepípedo — área de base X altura 
Iw (ux v) 
-[ux v] — =|w- (u x v)| 
jux v] 
Es decir, 


El volumen del paralelepípedo determinado por los tres 
vectores u, v y w es igual a |(u X v) . w| = valor absoluto (4) 
del triple producto escalar de u, v y w. 


SEMBLANZA DE... 


Josiah Willard Gibbs y los orígenes 
del análisis vectorial (1839-1903) 


Como se ha observado anteriormente, el estudio de los vectores 
se originó con la invención de los cuaterniones de Hamilton. Ha- 
milton y otros desarrollaron los cuaterniones como herramientas 
matemáticas para la exploración del espacio físico. Pero los resul- 
tados fueron decepcionantes porque vieron que los cuaternio- 
nes eran demasiado complicados para entenderlos con rapidez y 
aplicarlos fácilmente. Los científicos se dieron cuenta de que mu- 
chos problemas se podían manejar considerando la parte vecto- 
rial por separado y de este modo comenzó el análisis vectorial. 

Este trabajo se debe principalmente al físico americano 
Josiah Willard Gibbs (1839-1903). Como nativo de New Haven, 
Connecticut, Gibbs estudió matemáticas y física en la Universidad 
de Yale y recibió el grado de doctor en 1863. Posteriormente es- 
tudió matemáticas y física en París, Berlín y Heidelberg. En 1871, 
fue nombrado profesor de física en Yale. Era un físico original 
que realizó muchas publicaciones en el área físico-matemática. 
El libro de Gibbs Vector Analysis apareció en 1881 y de nuevo en 
1884. En 1902 publicó Elementary Principles of Statistical Mecha- 
nics. Los estudiantes de matemáticas aplicadas se encontraron 
con el singular fenómeno de Gibbs en las series de Fourier. 

El libro pionero de Gibbs, Vector Analysis era en realidad un 
panfleto pequeño impreso para la distribución privada—en prin- 
cipio para que sus estudiantes lo usaran—. De cualquier forma, 
creó un gran entusiasmo entre aquellos que veían una alternati- 
va a los cuaterniones, por lo que pronto el libro fue ampliamente 
difundido. Finalmente, el material se convirtió en un libro formal 
escrito por E. B. Wilson. El libro Vector Analysis de Gibbs y Wilson 
se basaba en la cátedra de Gibbs. Se publicó en 1901. 

Todos los estudiantes de física elemental se encuentran con 
el trabajo de Gibbs. En la introducción a la física, un espacio vec- 
torial se ve como un segmento de recta dirigido, o flecha. Gibbs 
dio definiciones de igualdad, suma y multiplicación de vectores; 
éstas son esencialmente las definiciones dadas en este capítulo. 
En particular, la parte vectorial de un cuaternión se escribía como 
ai + bj + ck, y ésta es la forma en que ahora se describen los 
vectores en R. 

Gibbs definió el producto escalar, inicialmente sólo para los 
vectores i, j, k: 











Siguió a esto la definición más general. Gibbs aplicó el producto 
escalar en problemas referentes a la fuerza (recuerde, primero 
era físico). Si F es un vector de fuerza de magnitud |F| que actúa 
en la dirección del segmento 00 (vea la figura 3.33), entonces, 
la efectividad de esta fuerza al empujar un objeto a lo largo del 
segmento ОР (es decir, a lo largo del vector u) está dada por F · u. 





X 


> 
Figura 3.33 La efectividad de F en la dirección de OP es la com- 
ponente de F en la dirección de ОР (= и) siu = 1 


Si |u| = 1, entonces F · u es la componente de F en la dirección de 
u. También el producto cruz tiene un significado físico. Suponga 
que un vector de fuerza F actüa en un punto P en el espacio en la 
dirección de PO. Si u es el vector representado por OP , entonces 
el momento de fuerza ejercido por F alrededor del origen es el 
vector u X F (vea la figura 3.34). 
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г Q 


Tanto el producto escalar como el producto cruz entre vec- 
tores aparecen frecuentemente en las aplicaciones físicas que in- 
volucran el cálculo de varias variables. Éstas incluyen las famosas 
ecuaciones de Maxwell en electromagnetismo. 

Al estudiar matemáticas al final del siglo xx, no debemos 
perder de vista el hecho de que la mayor parte de las matemá- 
ticas modernas se desarrollaron para resolver problemas del 
mundo real. Los vectores fueron desarrollados por Gibbs y otros 
para facilitar el análisis de los fenómenos físicos. En ese sentido 
tuvieron un gran éxito. 





X 


Figura 3.34 El vector u X F es el momento de la fuerza alrede- 
dor del origen 


Problemas 3.4 SSA 


AUTOEVALUACIÓN 
l.ixk-kxi-^ |. 
a) 0 b) j c) 2j d) —2j 
Mid) . 
а) 0 b) 0 c) 1 d)i-j-^k 
Ш. ххк 
а) 0 Ь) 0 c) 1 d) no está definido 


IV. 0+) x (i +k) = 
a) 0 b) 0 o1 Ee ERIS 


V. El seno del ángulo entre los vectores u y w es 











lux w lux w 
b) 
|| ам 
|ui w| 
с) 4) [п x w|- ju - w| 
[п x w] 
Vl. uxu= 


a) | b) 1 c) 0 d) 0 
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En los problemas 1 al 26 encuentre el producto cruz u X v. 


1. 
3. 
5. 
7. 
9. 
11. 
13. 
15. 
17. 
19. 
21. 
23. 
25. 
27. 
28. 
29. 


30. 








u=i-2j v=3k 2. u = 3i – 7j;v=i+k 

u-2i 3j; v= -—9i + 6j 4. u=i-j v=j+k 

u= —7k; у=} + 2к 6. u = 2i — 7k; v = —3i — 4j 

u = —2i + 3j; v= 7i + 4k 8. u=ai+bj; у= сі + dj 
u=di+bk; v= ci + dk 10. u = aj + bk; v= ci + dk 
u=2i—3j+k; v=i+2+k 12. u = 3i — 4j + 2k; v= 6i — 3} + 5k 
u=i+2j+k; у= –і + 6} – К 14. u = —3i 2) + k; v= 6i + 4j – 2k 
u=i+7j— 3k; у= –і – 7} + 3k 16. п = і – 7} – 3k; у= –і + 7} – 3k 
и = 21 – 3} + 58; у= 31 – ј – К 18. п= ai + bj + ck; v=i+j+k 
и = 101+ 7) – 3k; v= —3і +4) -3k 20. и = 21 +4} – 6k; v= –і – | + 3К 
u—--i-2jt5k у= –21 +4) + 80 22. u=2i—j¡+k; у= 4 + 2} + 2k 


u= 31-} +86; у= і+ј – 4k 24. u- аі + aj + ak; v= bi +0} + bk 

u=di+bj+ck; v= аі + 0} – ск 26. u = —4i - 33 + 5k; у = –і – 3] – 3k 
Encuentre dos vectores unitarios ortogonales tanto a u = 2i — 3j como a v = 4j + 3k. 
Encuentre dos vectores unitarios ortogonales tanto a u =i+j+kcomoav=i—j—k. 


Utilice el producto cruz para encontrar el seno del ángulo q entre los vectores u = 2i + j 
= Куу = —3i — 2j + 4k. 


Utilice el producto escalar para calcular el coseno del ángulo q entre los vectores del pro- 
blema 29. Después demuestre que para los valores calculados, sen? ọ + cos? ф = 1. 


En los problemas 31 al 36 encuentre el área del paralelogramo con los vértices adyacentes dados. 


31. 
33. 
35. 
37. 


38. 


39. 
40. 


41. 


42. 


(1, —2, 3); (2, 0, 1); (0, 4, 0) 32. (-2,1,1); (2, 2, 3); (71, -2, 4) 

(22, 1, 0); (1, 4, 2); (73, 1, 5) 34. (7, -2, -35 (-4, 1, 6); (5, —2, 3) 

(a, 0, 0); (0, b, 0); (0, 0, c) 36. (a, b, 0); (a, 0, b); (0, a, b) 

Demuestre que [u X vP = Jul? |v? — (u - v. [Sugerencia: Escríbalo en términos de compo- 


nentes.] 


Utilice las propiedades 1, 4, 2 y 3 (en ese orden) en la sección 2.2 para probar las partes i), 
ii), iii) y iv) del teorema 2. 


Pruebe el teorema 2 parte v) escribiendo las componentes de cada lado de la igualdad. 


Pruebe el teorema 2 parte vi). [Sugerencia: Utilice las partes ii) y v) y el hecho de que el 
producto escalar es conmutativo para demostrar диеп. (u X v) = —u · (u X v).] 


Pruebe el teorema 2 parte vii). [Sugerencia: Use el teorema 3.3.3, pág. 250, la propiedad 6, 
pág. 190 y la ecuación (2).] 


Demuestre que si и = (a, b,, с), v = (a, b, с) y W = (a, b,, с,), entonces 


а, b, € 
u-(vxw)=|a, b, c, 
a, b, c 


3 
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43. Calcule el volumen del paralelepípedo determinado por los vectores i — j, 3i + 2k, —7j-- ЗК. 


> > > 
44. Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores PQ, PR y PS , donde 





P = (2,1, —1), Q = (-3, 1,4), R = (—1, 0, 2) y S = (-3, —1, 5). 


**45. E] volumen generado por tres vectores u, v y w en K? está definido como el volumen del 


paralelepípedo cuyos lados son u, v y w (como en la figura 3.32). Sea A una matriz de 3 X 3 
y sean u, — Au, v, — Av y w, — Aw demuestre que 


Volumen generado роги, v,, w, = (*det A)(volumen generado роги, у, W). 
E 


Esto muestra que el determinante de una matriz de 2 X 2 multiplica el área, el determinante de 
una matriz de 3 X 3 multiplica el volumen. 


2 31 2 1 =1 
46. Sea 4=|4 —1 5|, u=|-1|, v=|0| y w= 
1 06 0 4 2 


47. 


a) Calcule el volumen generado por u, v y w. 

b) Calcule el volumen generado por Au, Av y Aw. 

c) Calcule det A. 

d) Demuestre que [volumen en el inciso b)] = (+det А) X [volumen en el inciso a)]. 


El triple producto cruz de tres vectores en R está definido como el vector u X (v X w). De- 
muestre que 


u X (v X w) = (0 · w)v — (0 · у) 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


l. d) Il. c) Ш. b) = vector cero [Nota: i X j X k está definido 
porque (i Xj) хк= 0 = іх у X k)] 
IV. d) V. a) VI. c) = vector cero 


MANEJO DE LA CALCULADORA 





El producto cruz de dos vectores se puede encontrar directamente utilizando el coman- 
do CROSS, esto es 


Ca) 3 J(sec)( 5 )(ENTER) 

D. 5 )фирна)С гэ )( 6 )С ENTER) 

@LPHA (ALPHA. DO  R( oy s SENTER) 

En los problemas 48 al 51 calcule и X v con calculadora. 

48. u = (—0.346, —0.517, —0.824); v = (0.517, 0.811, 0.723) 
49. u = (—15, 27, 83); v = (—84, —77, 51) 

50. u — (0.024, 0.036, 0.055); v — (0.088, —0.064, 0.037) 

51. u — (5241, —3199, 2386); v — (1742, 8233, 9416) 
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[EH MATLAB 3.4 


1. Utilice MATLAB para calcular el producto cruz de los vectores dados en los problemas 1, 
2, 3, 4 y 10 de esta sección. Verifique sus respuestas calculando los productos escalares de 
los resultados con los vectores individuales (¿qué valor deben tener estos productos escala- 
res?). El producto cruz u X v está definido como un vector de 3 X 1 dado por 


[u(2)*v(3) 7u(3)*v(2); —u(1)*v(3) -u(3)*v(1); u(1)*v(2) -v(1)*u(2)]. 
También puede utilizar el comando cross. Para más información utilice doc cross desde la 


pantalla de comandos de MATLAB. 


2. a) Détres vectores aleatorios de 3 X 1, u, v y w (use 2*rand(3,1) — 1). Calcule п. (v X w), 
el producto escalar de u con v X w (esto es u'*cross(v,w)). Sea B — [u v w]. Encuentre 
det(B). Compare det(B) con el producto escalar. Haga lo mismo para varios juegos de 
u, v y w. Formule una conclusión y después pruébela (lápiz y papel). 


b) Sean u, уу w tres vectores aleatorios de 3 X 1 y sea А una matriz aleatoria de 3 X 3. 
Sea A = round(10* (2*rand(3) — 1)). Calcule |u · (v X w)|, |Au - (Ау X Aw)| y |det(A)]|. (En 
MATLAB, abs(a) dé |а|.) Haga esto para varias matrices А hasta que pueda formular 
una conclusión respecto a las tres cantidades calculadas. Pruebe sus conclusiones para 
otras matrices aleatorias A. 

Según sus conclusiones, ¿qué significado geométrico tiene |det( A)" 


c) (Lápiz y papel) Usando a) demuestre que Au · (Ау X Aw) = det ([4u Av Aw]), donde 
A es una matriz de 3 X 3. Argumente por qué [Au Av Aw] = AB, donde B = [u v w]. 
Ahora pruebe la conclusión obtenida en el inciso b). 


ВЧ Recras v pLanos En EL ESPACIO 


En el plano K? se puede encontrar la ecuación de una recta si se conocen dos puntos sobre la 
recta, o bien, un punto y la pendiente de la misma. En K? la intuición dice que las ideas básicas 
son las mismas. Como dos puntos determinan una recta, debe poderse calcular la ecuación de 
una recta en el espacio si se conocen dos puntos sobre ella. De manera alternativa, si se conoce 
un punto y la dirección de una recta, también debe ser posible encontrar su ecuación. 
Comenzamos con dos puntos P = (Xi Y z)) y О = (X, y, z) sobre una recta L. Un vector 


paralelo a L es aquel con representación PO. Entonces, 
у= (x, — x) + (у, = у) + (z, 7 z)k (1) 


— 
es un vector paralelo a L. Ahora sea R = (x, y, z) otro punto sobre la recta. Entonces PR es 


— 
paralelo a PO, que a su vez es paralelo a v, de manera que por el teorema 3.3.3 en la página 250, 
— 
PR = іу (2) 


рага algún número real t. Ahora vea la figura 3.35. Se tiene (en cada uno de los tres casos po- 
sibles) 


> > > 
OR =0P + PR (3) 


y al combinar (2) y (3) se obtiene 


OR =0P + (4) 
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Figura 3.35 


En los tres casos 
кей cc 
ОЁ =0P + РЁ 


Ecuación 
VECTORIAL DE 
UNA RECTA 


L 


ECUACIONES 
PARAMÉTRICAS DE 
UNA RECTA 


Е 


ECUACIONES 
SIMÉTRICAS DE 
UNA RECTA 


Е 


Vectores en R? y I? 


2 2 R Z 
Q Q 
P, Р 
К ү P R y 
0 0 4 0 
X X X 
a) b) c) 


La ecuación (4) se denomina ecuación vectorial de la recta L. Si R está sobre L, entonces (4) 
se satisface para algún número real /. Inversamente, si (4) se cumple, entonces invirtiendo los 
— 
pasos, se ve que PR es paralelo a v, lo que significa que R está sobre L. 
Si se extienden las componentes de la ecuación (4) se obtiene 
xi + y+zk=x 1+y]+2k= jx, 


= xi + ty, — ypj + 6, — z)k 


x=x +1(x, х) 


о sea у= у tt(y,—- X) (5) 


z-z-tt(z,-z) 





Las ecuaciones (5) se denominan ecuaciones paramétricas de una recta. 
Por último, al despejar ѓеп (5) y definir x, — x, = a, y, — y, =by2, 
que si a, b, c 40, 





т, = c, se encuentra 





(6) 





Las ecuaciones (6) se llaman ecuaciones simétricas de una recta. Aquí a, b y c son nümeros di- 
rectores del vector v. Por supuesto, las ecuaciones (6) son válidas sólo si a, b y c son diferentes 
de cero. 


| EJEMPLO 1 | Determinación de las ecuaciones de una recta 


B Solución 


Encuentre las ecuaciones vectoriales, paramétricas y simétricas de la recta L que pasa por los 
puntos P = (2, —1, 6) y Q = (3, 1, -2). 


Primero se calcula у = (3 — 2)i + [1 — (— Dii - t(-2-6k-i-c ың — 8k. Después, de (4), si 
= (x, y, z) está sobre la recta, se obtiene OR = = xi + yj + zk = ОР + іу = 21 – | + 6к + 


| + 2j — 8k), o sea, 


x=2+t у= -1+ 21 2=6-— 81 


ecuaciones paramétricas 





Por último, como a = 1, b = 2 y c = —8, las ecuaciones simétricas son 
x-2 y*l z-6 
1 2 —8 


ecuaciones simétricas (7) 
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para verificar estas ecuaciones, se comprueba que (2, —1, 6) y (3, 1, —2) estén en realidad en la 
recta. Se tiene [después de insertar estos puntos en (7)] 


2-2 -1+1 6-6 














0 
1 2 E 

352141 256 y 
1o 2 -8 


Se pueden encontrar otros puntos en la recta. Por ejemplo, si £ = 3 se obtiene 


 x-2 y+l z-6 
1. 2 -8 





3 


Lo que lleva al punto (5, 5, — 18). 


| EJEMPLO 2 | Obtención de las ecuaciones simétricas de una recta 


Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los puntos (1, —2, 4) y es paralela 
al vector v =i +j — К. 


B Solución Se usa la fórmula (6) con P = (x,, y, 2) = (1, —2, 4) y v como se dio, de manera que a = 1, 
b=1yc=-—1. Esto lleva a 


x-l y+2 2-4 
|D o d  — 





¿Qué pasa si uno de los números directores a, b y c es cero? 


| EJEMPLO3 | Determinación de las ecuaciones simétricas de una recta 


cuando un número director es cero 





Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta que contiene los puntos P = (3, 4, —1) y Q = 
(—2, 4, 6). 


E Solución Адиу = —5i + 7ky a = —5,b = 0, с = 7. Entonces una representación paramétrica de la recta 
es x = 3 – 5t, у =4yz= —1 + 7t. Despejando t se encuentra que 








La ecuación у = 4 es la ecuación de un plano paralelo al plano xz, así que se obtuvo una ecua- 
ción de una recta en ese plano. 


| EJEMPLO 4 | Determinación de las ecuaciones simétricas de una recta 


cuando dos números directores son cero 





Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta que pasa рог los puntos Р = (2, 3, -2) y O = 
(2, -1, —2). 





B Solución Aquí v = —4j de manera que a = 0, b = —4 y c = 0. Una representación paramétrica de la 
recta es, por la ecuación (5), dada por x = 2, y = 3 — 4t, z = —2. Ahora x = 2 es la ecuación 
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ADVERTENCIA 





VECTOR 
NORMAL 


LE 


DEFINICIÓN Є 


Figura 3.36 

El vector п es ortogonal 
a todos los vectores en el 
plano 


Vectores en IR? y R? 


de un plano paralelo al plano yz, mientras que z = —2 es la ecuación de un plano paralelo al 
plano xy. Su intersección es la recta x = 2, z — —2, que es paralela al eje y y pasa por los puntos 
(2, 0, —2). De hecho, la ecuación y — 3 — 4t dice, en esencia, que y puede tomar cualquier valor 
(mientras que x y z permanecen fijos). 


Las ecuaciones paramétricas o simétricas de una recta no son únicas. Para ver esto, simple- 
mente comience con otros dos puntos arbitrarios sobre la recta. 


Ilustración de la falta de unicidad en las ecuaciones simétricas de una recta 


En el ejemplo 1 la recta cuyas ecuaciones se encontraron contiene al punto (5, 5, — 18). Al elegir 
Р = (5, 5, —18) у О = (3, 1, —2), se encuentra que у = —2i — 4j + 16k de manera que x = 5 

2t, y = 5 — 4t y z = —18 + 161. (Observe que si t = з se obtiene (x, y, z) = (2, —1 , 6).) Las 
ecuaciones simétricas son ahora 





x-5 y-5 z+18 
-2 A 16 








Note que (-2, —4, 16) = —2(1, 2, —8). 


La ecuación de una recta en el espacio se obtiene especificando un punto sobre la recta y un 
vector paralelo a esta recta. Se pueden derivar ecuaciones de un plano en el espacio especifi- 
cando un punto en el plano y un vector ortogonal a todos los vectores en el plano. Este vector 
ortogonal se llama vector normal al plano y se denota por n (vea la figura 3.36). 


Plano 


Sea P un punto en el espacio y sea n un vector dado diferente de cero. Entonces el con- 
junto de todos los puntos O para los que PO · n = 0 constituye un plano en R. 


Notación. Por lo general, un plano se denota por el símbolo т. 


Sea P = (x, Y, 2,) un punto fijo sobre un plano con vector normal n = ai + bj + ck. Si Q = 
(x, y, z) es otro punto en el plano, Entonces РО = (x — xpi + (у— ypj + (z — zk. 
Como РО 1 n, tenemos que PO · п = 0. Pero esto implica que 


ax- X) br у) dz-—2)-—0 (8) 






О(х, у, 2) 


Ps Yo Zo) 
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Una manera más común de escribir la ecuación de un plano se deriva de (8): 


Ecuación cartesiana de un plano 
ax+by+cz=d (9) 


— 
donde d= ax, + by, + ez, = 0P п R 


| EJEMPLO6 | Determinación de la ecuación de un plano que pasa por un punto dado 


y tiene un vector normal dado 


Encuentre un plano л que pasa por el punto (2, 5, 1) y que tiene un vector normal n = i — 2j 
+ 3k. 


B Solución De (8) se obtiene directamente (x — 2) — 2(y — 5) + 3z — 1) = 0, o sea, 


х- 2у + 32 = –5 (10) 


Los tres planos coordenados se representan de la siguiente manera: 


1. 


iii. 


El plano xy pasa por el origen (0, 0, 0) y cualquier vector a lo largo del eje z es normal a él. 
El vector más simple es k. Así, de (8) se obtiene O(x — 0) + O(y — 0)  1(z — 0) = 0, lo que 
lleva a 

z-0 (11) 


como la ecuación del plano xy. (Este resultado no debe sorprender.) 


. El plano xz tiene la ecuación 


y-9 (12) 
El plano yz tiene la ecuación 


x=0 (13) 


EL DIBUJO DE UN PLANO 


No es difícil dibujar un plano. 


Caso 1. El plano es paralelo a un plano coordenado. Si el plano es paralelo a uno de los planos 
coordenados, entonces la ecuación del plano es una de las siguientes: 


x=a (paralelo al plano yz) 
y=b (paralelo al plano xz) 


z-—c (paralelo al plano xy) 


Cada plano se dibuja como un rectángulo con lados paralelos a los otros dos ejes coordenados. 
La figura 3.37 presenta un bosquejo de estos tres planos. 


Caso 2. El plano interseca a cada eje coordenado. Suponga que una ecuación del plano es 


ax + Бу + сс = а con abc % 0. 


: d . d 
El cruce con el eje x es el punto (s. 0, Ji el cruce con el eje y es el punto [o p o) y el cruce 


А а 
con el eje z es el punto [o 0, 2) 
C 
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Figura 3.37 


Tres planos paralelos a y 
algún plano coordenado 


ч 


а) b) c) 


Paso 1. Grafique los tres puntos de cruce. 
Paso 2. Una los tres puntos de cruce para formar un triángulo. 


Paso 3. Dibujando dos lineas paralelas, dibuje un paralelogramo cuya diagonal es el tercer 
lado del triángulo. 


Paso 4. Extienda el paralelogramo dibujando cuatro líneas paralelas. 


Este proceso se ilustra con la gráfica del plano x + 2y + 3z = 6 en la figura 3.38. Los cruces 
son (6, 0, 0), (0, 3, 0) y (0, 0, 2). 

Tres puntos no colineales determinan un plano ya que determinan dos vectores no para- 
lelos que se intersecan en un punto (vea la figura 3.39). 





Determinación de la ecuación de un plano que pasa por tres puntos dados 





Encuentre la ecuación del plano que pasa por los puntos Р = (1, 2, 1), О = (—2, 3, —1)y R= 
(1, 0, 4). 


* 4 — . . ES . . r 
E Solución Los vectores РО = —3i + | — 2k y QR = 3i — 3j + 5k están en el plano y por lo tanto son 
ortogonales al vector normal de manera que 





i до 
n=PÓXOR=-3 1 -2|=-1+9]+6К 
E 






Figura 3.38 


Dibujo del plano x + 2y + 
3z = 6 en cuatro pasos 
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Figura 3.39 2 Figura 3.40 
Los puntos P, Q y A deter- El plano 
minan un plano siempre —x + 9y + 6z = 23 


que no sean colineales 


P 





X 


y se obtiene, usando el punto P en la ecuación (8), 
л: c(x 1) -9(y -2 + 62-1) = 0 
es decir, 
—x + 9у + 6z = 23 


Observe que si se escoge otro punto, digamos O, se obtiene la ecuación —(x + 2) + 9(y — 3) + 
6(z + 1) = 0, que se reduce a —x + 9y + 6z — 23. La figura 3.40 presenta un bosquejo de este 
plano. 


DEFINICIÓN EI Planos paralelos 


Dos planos son paralelos! si sus vectores normales son paralelos, es decir, si el producto 
cruz de sus vectores normales es cero. 
En la figura 3.41 se dibujaron dos planos paralelos. 


ES 


Figura 3.41 р> ml 


Se dibujaron dos planos 


paralelos 
mA 


0 


| ЕЈЕМРІО 8 8 Dos planos paralelos 


Los planos 7,:2x + 3y — z = 3 y m; —4x — бу + 2z = 8 son paralelos ya que n, = 2i + 3j — k, 
n, = —4i — 6j + 2k = —2n, (yn, X n, = 0). 
Si dos planos no son paralelos, entonces se intersecan en una línea recta. 


п 
* Observe que dos planos paralelos pueden ser coincidentes. Por ejemplo, los planos x + y +2 = 1 y 2x + 2y + 2z = 
2 son coincidentes (son el mismo). 
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| EJEMPLO9 | Puntos de intersección de planos 


Encuentre todos los puntos de intersección de los planos 2x — y ^ z = Зух + 2y + 32 = 7. 


E Solución Las coordenadas de cualquier punto (x, y, 2) sobre la recta de intersección de estos dos planos 
deben satisfacer las ecuaciones x + 2y + 3z = 7 y 2x — y — z = 3. Resolviendo este sistema 
de dos ecuaciones con tres incógnitas mediante reducción por renglones se obtiene sucesiva- 


mente, 


i 2 9). [1 Ж Xd 7 
=’ 
2 -1 -1 | 3 0 -5 -7 | -11 


RR, 12 3] 7 RR, - 2R, 1 0 
AS ES 
21.2 E 0 1 


5 


ula uje 
ala ala 
O 2 


Por lo tanto, y 2 – (2): ух= 3 – (1)z. Por último, con z = t se obtiene una representación 


=u 


paramétrica de la recta de intersección: х= 2 – 17, y 1 —Ityzct. 
A partir del teorema 2 inciso vi), en la página 255, se puede derivar un hecho interesante. 
Si w está en el plano de u y v, entonces w es perpendicular a u X v, lo que significa que 
W > (и X v) = 0. Inversamente, si (и X у) · w = 0, entonces w es perpendicular a (u X v) de 
manera que w se encuentra en el plano determinado por u y v. Se concluye que 


Tres vectores u, v y w son coplanares si y 
sólo si su producto triple escalar es cero. 


Problemas 3.5 


AUTOEVALUACIÓN 


La recta que pasa por los puntos (1, 2, 4) y (5, 10, 15) satisface la ecuación 
sil $2 z-l 

4 ET 
N—9 Ww 2=15 


, y, 2)=(5,10,15) + s(4,8,11 = 
c) G5 y,z)-( )+5( ) л 7 m 





а) (х, y, z) 2 (,2, 4) - (4,8,11) b) 





. La recta que pasa por el punto (7, 3, —4) y es paralela al vector i + 5j + 2k satisface 


la ecuación 


= PoI sd 








b = (1,5, 2) +1(7,3,-4 
д 1 5 2 ) CVA) (1, ) ( ) 
c) tS d) (х, у,2)= (7,3,4) + s(8,8, 2) 


La ecuación vectorial (х, у, 2) — (3, 5, —7) = 1—1, 4, 8) describe 

а) la recta que pasa рог (—1, 4, 8) y es paralela a 3i + 5j — 7k 

b) la recta que pasa por (—3, —5, 7) y es paralela a —i + 4j + 8k 

c) la recta que pasa por (3, 5, —7) y es perpendicular a —i + 4j + 8k 
d) la recta que pasa por (3, 5, —7) y es paralela a —i + 4j + 8k 
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IV. El plano que pasa por (5, —4, 3) que es ortogonal a j satisface 
a) y=-4 B) (x-5)* (2-3) =0 
с) xtyctz-4 d) 5x — Ay + 3z = —4 


V. El plano que pasa por (5, —4, 3) que es ortogonal ai + j + k satisface 


a) у= —4 b) (х= 5)/1 = (y + 4/1 = (z — 3)/1 
еа d) 5x – 4y + 3z = —4 
МІ. Elvector______ esortogonal al plano que satisface 2(x — 3) — 3(y + 2) + 5(z — 5) 
= 0. 
()) —8 sr 2] = Ak b) 2i — 3j + 5k 
@) (== d) (2)(-3)i + (—-3)2)j + (S)(-5)k 
VII. El plano que satisface 6x + 18y — 122 = 17 es al plano —5x —15y + 
10z — 29. 
a) idéntico b) paralelo 
c) ortogonal d) ni paralelo ni ortogonal 


En los problemas 1 al 18 encuentre una ecuación vectorial, las ecuaciones paramétricas y las 
simétricas de la recta indicada. 


© 0 A A л Aà QU N m 


к ке mom ше ше шш pd 
La A A Un Aà QU N m c 


. Contiene a (2, 1,3) y (1,2, —1) 

. Contiene a (1, —1, 1) y (-1, 1, —1) 

. Contiene a (1, 1, 1) y (1, —1, 1) 

. Contiene a (—4, 1, 3) y (2, 0, —4) 

. Contiene a (2, 3, 4) y (3, 2, 1) 

. Contiene a (1, 2, 3) y (3, 2, 1) 

. Contiene a (7, 1,3) y (C1, —2, 3) 

. Contiene a (1, 2, 3) y (— 1, 2, -2) 

. Contiene a (2, 2, 1) y es paralela a 2i — | — k 

. Contiene a (—1, —6, 2) y es paralela a 4i + j — 3k 

. Contiene a (—1, —2, 5) y es paralela a —3j + 7k 

. Contiene a (—2, 3, —2) y es paralela a 4k 

. Contiene a (—2, 3, 7) y es paralela a 3j 

. Contiene a (a, b, c) y es paralela a di + ej 

. Contiene a (a, b, c) y es paralela a dk 

. Contiene a (—2, 3, 7) y es ortogonal a 3j 

. Contiene a (4, 1, —6) y es paralela a (x — 2)/3 = (y + 1)/6 = (z — 52 
. Contiene a (3, 1, —2) y es paralela a (x + 1)/3 = (y + 3)/2 = (z — 2-4) 
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19. Sea L, la recta dada por 








y sea L, la recta dada por 





XX y-X 2-2 


a b 


2 2 2 





Demuestre que L, es ortogonal a L, si y sólo si аа, + b,b, + сс, = 0. 


20. Demuestre que las rectas 








x-3 +1 2-2 x-3 y+1 2-3 
L: =” е у L: = т 
2 4 -1 5 2 2 


son ortogonales. 


21. Demuestre que las rectas 








¡A A y AAA 
1 2 3 3 6 9 


son paralelas. 


La rectas en E?que no tienen la misma dirección no necesitan tener un punto en común. 


22. Demuestre que las rectas L; x = 1 + £y = —3 + 2t, z = —2 — ty L; x = 17 + 35, у = 4 
+ s,z = —8 — s tienen el punto (2, — 1, —3) en común. 


23. Demuestre que las rectas L; x -2— t, y =1 +t z= -—2LyL:x=1+s8s,y= —25,2 = 
3 + 2s no tienen un punto en común. 


> > > 
24. Sea L dada en forma vectorial OR = OP + tv. Encuentre un número tal que OR sea per- 
pendicular a y. 


25. Utilice el resultado del problema 24 para encontrar la distancia entre la recta L (que con- 
tiene a P y es paralela a v) y el origen cuando 


a) P=(2,1,-4v=i+j+k 
bP=(1,2,-3)v=3i-j-k 
e) P-(-1,4,2; v=-i+j+2k 





De los problemas 26 al 30 encuentre una recta L ortogonal a las dos rectas dadas y que pase 
por el punto dado. 


x+2 y-l 2 x-3 y+2_z-8 














26. М ;(L-3,2 
$ -3 4 -5 7 -2 3 ( ) 
27. LES NE EA A O NT 
2 4 -3 -2 5 6 
Е 1 2 B 
28. Xx 2 yt3 zt GER Y ы 4,7,3) 





-4 —7 3 3 -4 -2 
29. х=3- 21, у= 4+ 31, 2=-7+ 5; х= 2 + 45, y=3-25,2=3+s8;(2, 3, 4) 


30. х=4+10/, у= – 4-81, 2= 3+7; х= - 21, у= 1+4, 2=-7 — 31; (4, 6, 0) 
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*31. Calcule la distancia entre las rectas 


taa SS £l quoa. de eee 


Ex оу у Ou up E 








[Sugerencia: La distancia se mide a lo largo del vector v que es perpendicular a L, y a L, Sea P 


— 
un punto еп L, y Q un punto еп L, Entonces la longitud de la proyección de PO sobre v 
es la distancia entre las rectas, medida a lo largo del vector que es perpendicular a ambas.] 


*32. Encuentre la distancia entre las rectas 


.Xt2 y-7T 2-2 à L.Xcloyt2,.z*l 


L 
AÑ -4 4 Tw 4 1 








De los problemas 33 al 50 encuentre la ecuación del plano. 


33. P = (0,0,0); n=i 34. Р=(0,0,0); n=j 

35. Р = (0,0,0); n=k 36. P=(1,2,3) n=i+j 

37. Р = (1,2,3); n=i+k 38. Р= (1,2,3); п= 21 + 3j 

39. Р = (1,2,3); п=ј + к 40. Р = (2, –1, 6); n= 31 – | + 26 
41. Р= (4, —7, 50); n=-3i-4+k 42. Р= (-3,11,2); п= 41+} – 7k 
43. Р = (0, 1, 2); п = 4j – 3k 44. Р = (3, –2, 5); в = 21 – 7j – 8k 





45. Contiene a (1, 2, —4), (2, 3, 7) у (4, — 1, 3) 

46. Contiene a (1, —2, —4), (3, 3, 3) y (0, 0, —1) 

47. Contiene a (—7, 1, 0), 2, —1, 3) y (4, 1, 6) 

48. Contiene a (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1) 

49. Contiene a (1, 0, —4), (3, 4, 0) y (0, —2, 1) 

50. Contiene a (2, 3, 2), (4, -1, —1)yG, 1, 2) 

Dos planos son ortogonales si sus vectores normales son ortogonales. De los problemas 51 al 


57 determine si los planos dados son paralelos, ortogonales, coincidentes (es decir, el mismo) o 
ninguno de los anteriores. 


51. n: x tyctz-2; п: 2x + 2y +22=4 
52. п: х+2у+32= 1; T; 2x +4y +67 =2 
53. n: х-у+2= 3; T; —3х+3у—32=—9 
54. n: 2x -y cz - 3; Л жу 77 

55. п: 2x -y tz - 3; TL: 


AENA 


56. л: 3x — 2y + 7z = 4; п; —2x + 4у + 22 = 16 





57. т: 3x — 2y + 52 = 0; T; х +4у — 62 = 0 

De los problemas 58 al 61 encuentre la ecuación del conjunto de todos los puntos de intersec- 
ción de los dos planos. 

58. n: х-у+7=2; п; 2x — 3y + 4z = 


59. т: 3x— y + 4z = 3; п; —4х—-2у+72=8 


2 
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60. л: 3х – 2y + 52 = 4; т. 
61. 
*62. 


Figura 3.42 


x+4y=6z=1 


Ж 
т: —2х-—у+172=4; т ж=уехт=—=7/ 
Sea л un plano, P un punto sobre el plano, n un vector normal al plano y O un punto fuera 


del plano (vea la figura 3.42). Demuestre que la distancia perpendicular D de Q al plano 
está dada por 
|Р 


i 


n 





D= роу, РО|= 


n 





De los problemas 63 al 66 encuentre la distancia del punto dado al plano dado. 


63. 
64. 
65. 
66. 
67. 


68. 
70. 
*71. 


*72. 


(4, 0, 1); 2x — y + 82 = 3 
(+7, -2, -15; -2x + 82 = —5 





(=3, 5, 1); -3x + 6z = —5 

(-3,0,2); -3x+y+5z=0 

Pruebe que la distancia entre el plano ax + by + cz = d y el punto (xy, Yọ 2,) está dado por 
2 lax, + by, + Cz, - dl 


va? +0 vc 


El ángulo entre dos planos está definido como el ángulo agudo! entre sus vectores normales. 
De los problemas 68 al 70 encuentre el ángulo entre los dos planos 





Los dos planos del problema 58 69. Los dos planos del problema 59 
Los dos planos del problema 61 


Sean u y у dos vectores no paralelos diferentes de cero en un plano л. Demuestre que si w 
es cualquier otro vector en m, entonces existen escalares o y D tales que w = ош + Bv. Esto 
se denomina representación paramétrica del plano т. [Sugerencia: Dibuje un paralelogramo 
en el que au y Bv formen lados adyacentes y el vector diagonal sea w.] 


Tres vectores п, v y w se llaman coplanares si están todos en el mismo plano т. Demuestre 
que si u, v y w pasan todos a través del origen, entonces son coplanares si y sólo si el triple 
producto escalar es igual а cero: и · (v X w) = 0. 


* Recuerde que un ángulo agudo a es un ángulo entre O y 90°; es decir, œ e (0, 1/2). 
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De los problemas 73 al 78 determine si los tres vectores de posición dados (es decir, con punto 
inicial en el origen) son coplanares. Si lo son, encuentre la ecuación del plano que los contiene. 


73. u=2i-3j+4k; v=7i- - 2j - 3k; w=9i- 5j+7k 
74. u- 31+ jt 8k; v - -2i - 3j 5k; w = 2i - 14j — 4k 
75. u-2i« j-2k;v-2i- j-2k; w-2i- ј+ 2k 

76. u=5i+4j+7k; v=-2i+2j-3k; w--i-j-k 
77. u-3i-2j* k;iv- i j- 5; w-- i 5j- 16k 

78. u-2i- j- k;v - 4i 3j 2k; w = 61+7ј+ 5k 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


L a), D), о, d) ll. a) ш. d) IV. a) 
V. o) VI. b) м. b) 


ES RESUMEN 


> 
El segmento de recta dirigido que se extiende de Ра Q en E? o R? denotado por PO es el segmen- 
to de recta que va de P a Q. 


Dos segmentos de recta dirigidos en R? o R? son equivalentes si tienen la misma magnitud (lon- 
gitud) y dirección. 


Definición geométrica de un vector 


Un vector en RR) es el conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos en (87?) equiva- 
lentes a un segmento de recta dirigido dado. Una representación de un vector tiene su punto 


inicial en el origen y se denota por 0А. 
Definición algebraica de un vector 


Un vector v en el plano xy (IR?) es un par ordenado de números reales (a, b). Los números a y b 
se llaman componentes del vector v. El vector cero es el vector (0, 0). En E», un vector v es una 
terna ordenada de números reales (a, b, c). El vector cero en R? es el vector (0, 0, 0). 


Las definiciones geométrica y algebraica de un vector en R? [IP] se relacionan de la siguien- 


— 
te manera: si v = (a, b) [(a, b, c)], entonces una representación de v es OR , donde R = (a, b) 
[К = (a, b, c)]. 


Si v = (a, Б), entonces la magnitud de v, denotada por |v], está dada por |у = Va? +2. Si v = 
(а, b, c), entonces |v| = Ja? +b? + c?. 


Si v es un vector en EJ, entonces la dirección de v es el ángulo en [0, 2л] que forma cualquier 
representación de v con el lado positivo del eje x. 


Desigualdad del triángulo 
En P? o R’ 
ju + v| < Jul + |v] 


En E? sean i = (1, 0) y j = (0, 1); entonces v = (a, b) se puede escribir como v = ai + bj. 


(pp. 220, 246) 


(pp. 221, 246) 


(pp. 221, 246) 


(pp. 222, 246) 


(р. 222) 


(рр. 222, 246) 


(p. 223) 


(p. 225) 
(p. 226) 
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En E? sean i = (1, 0, 0), į = (0, 1,0) y k = (0, 0, 1); entonces у = (a, b, с) se puede escribir como 
V = di + bj + ck (p. 250) 


Un vector unitario u en R? o R es un vector que satisface ju] = 1. En R? un vector unitario se 
puede escribir como 


u = (cos Ө)ї + (sen 0)j (рр. 226, 227) 
donde 6 es la dirección de u. 


Sean u = (a,, bj) уу = (a, b,); entonces el producto escalar o producto punto de u y v, denotado 
por u · v, está dado por (p. 234) 


u:v—ag, t bib, 
Siu = (a, b, c) уу = (a,, b,, с,), entonces 
и-у=аа,+ ЬЬ,+ сүс, 
El ángulo q entre dos vectores u y v en E? o Pes el único número en [0, л] que satisface (pp. 234, 235) 


u-v 
cos Y = == 
ЫМ 


Dos vectores en R? o E?son paralelos si el ángulo entre ellos es 0 ол. Son paralelos si uno es un 





múltiplo escalar del otro (pp. 236, 250) 
Dos vectores K? o E? son ortogonales si el ángulo entre ellos es 1/2. Son ortogonales si y sólo si 
su producto escalar es cero (pp. 237, 250) 
Sean u y v dos vectores diferentes de cero en R? o KJ. La proyección de u sobre v es un vector, 
denotado por proy, u, que está definido por (pp. 238, 251) 
u-v 
proy, п=—-у 
v 
El escalar W se llama la componente de u en la dirección de v. 
v 
proy, u es paralelo a v y u — ргоу и es ortogonal a v. (pp. 239, 251) 
La dirección de un vector v K? es el vector unitario (p. 247) 
v 
u== 
M 
Si v = (a, b, c), entonces coso = М cos В = M y cos y = М se llaman cosenos directores de y. (p. 248) 
у у у 





Sea u = a + bj + cky v = aj + bjj + ck. Entonces el producto cruz o producto vectorial de 


и уу, denotado por u X y, está dado por (pp. 254, 255) 
i j k 
uxv-ja b c, 
a, b, с, 

Propiedades del producto cruz (p. 255) 


i. ux0=0xu=0. 
i. uxv--vxu. 


iii. (Qu) x v 2 a(u x v). 
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iv. Ux(v+w)=(ux v) + (ux w). 
v. (uxv:w)=u-; (v x уу) (el triple producto escalar). 
vi. uX ves ortogonal tanto a u como a v. 
vii. Si niu ni v son el vector cero, entonces u y v son paralelos si y sólo si u X v = 0. 


• Si ф es el ángulo entre u y v, entonces |и X v| = [u||v| sen q = área del paralelogramo con 

lados u y v. (p. 256) 
• Sean P = (x, у, z) y О = (X, y, z,) dos puntos sobre una recta L en E. Sea v = (x, — x,)i + 

O, — ypj + (z, = z)k y sea a = x, Xp b = у= Y Y 0=Z,7 2. 


> > 
Ecuación vectorial de una recta: OR = ОР + tv. (p. 264) 





Ecuaciones paramétricas de una recta: х = x, + at 





y= y tbt 
z=z tet 
1 TEE CERO х= х yO у 2—2, . А 
Ecuaciones simétricas de una recta: x ÓN ‚ si a, b y c son diferentes de cero. (p. 265) 
с 


+ беа Рип punto en R? y sea n un vector dado diferentes de cero; entonces el conjunto de todos 


> 
los puntos O para los que РО · n = 0 constituye un plano en KJ. El vector n se llama vector 
normal al plano. (p. 266) 


* Sin — ái + bj + ck y P = (x, y, Z) entonces la ecuación del plano se puede escribir (p. 267) 
ах +by+cz=d 
donde 
— 
d = ах, + by, + cz —0P-*n 


* Е]рапо xy tiene la ecuación z = 0; el plano xz tiene la ecuación у = 0; el plano yz tiene la ecua- 
ción x = 0. (p. 277) 


* Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos. Si los dos planos no son para- 
lelos, entonces se intersectan en una línea recta. (p. 280) 


=J EJERCICIOS DE REPASO 


En los ejercicios 1 al 8 encuentre la magnitud y dirección del vector dado. 


1. v=(3,3) 2. у= —31+3] 3. у=21+3] 
4. v=(2,-243) 5. v=(43,1) 6. v=(3,-/5) 
7. v=-12i-12j 8. v=i+4j 


> 
En los ejercicios 9 al 13 escriba el vector у, representado por PO, en la forma ai + bj. Bosqueje 


PO y y. 
9. P=(2,3)% O=(4,5) 10. P=(1,-2) Q= (7, 12) 
11. P = (-3, –2); 0 = (4, 1) 12. P=(-1,-6); О = (3, –4) 





13. Р= (1,3); О = (3, –1) 
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Vectores en R? y R? 


14. Sea u = (2, 1) y v = (—3, 4). Encuentre a) 5u; b) u — v; c) —8u + 5v. 
15. Sea u = —4i + j y v = —3i — 4j. Encuentre a) —3v; b) u + v; с) Зи — бу. 


En los ejercicios 16 al 24 encuentre un vector unitario que tenga la misma dirección que el 
vector dado. 


16. v=i+j 17. v=-i+j 18. у= —2i + 3j 
19. у= 2i + 5j 20. у= —7i + 3j 21. у= 3i + 4j 
22. v= —2i 2] 23. v= —2i — 4j 24. у= аі — ај 


25. Siv = 4i — 7j encuentre sen Ө у cos Ө, donde Ө es la dirección de у. 
26. Encuentre un vector unitario con la dirección opuesta ау = 51 + 2]. 
27. Encuentre dos vectores unitarios ortogonales a v — i — j. 


28. Encuentre un vector unitario con la dirección opuesta a la de v = 10i — 7j. 


En los ejercicios 29 al 33 encuentre un vector v que tenga la magnitud y dirección dadas. 

29. | 22; Ө = n3 30. |у = 6; 0 = 27/3 

31. | = 1; 022 32. || 4; Ө = т 

33. | = 7; Ө = 57/6 

En los ejercicios 34 al 38 calcule el producto escalar de los dos vectores y el coseno del ángulo 
entre ellos. 

34. u-i-j v=i+Qj 35. u=-4i Уу = 11} 

36. u = 41 – 7j; v — 5i + 6j 37. 0= 21 - 4; у= —3i + 5j 

38. u= -i-2j у= 4 + 5] 


En los ejercicios 39 al 46 determine si los vectores dados son ortogonales, paralelos о ninguno 
de los dos. Después bosqueje cada par. 











39. u=2i—6j v=-i+3j 40. u-2i-4j v=-3i+ 5j 
41. u=4i- 5; у=51—4] 42. u- di - 5; у=—51+4] 
4.u--7i-7j у=і+ј 44. u= -ci- 7j v=-i+ j 
45. u= 5i— 5; v--i-j 46. u= 71-7; у=—1—] 


47. Sean и = 2i + 3j y v = 4i + oj. Determine a tal que 
a) u y v sean ortogonales. 
b) uy v sean paralelos. 
c) El ángulo entre u y v sea 7/4. 


d) El ángulo entre u y v sea л/6. 


En los ejercicios 48 al 55 calcule proy u 

48. u = ld; v=i+j 49. u= 14; v=i-j 

50. u= і — 2j; v= –3і + 2] 51. u= 3і – 2j; v=3i+2j 
52. u= 3i + 2}; у=1—3] 53. u = 2i — 5j; у=—31—7] 
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54. u= 4i- 5}; у=—31—] 55. u= 41 – j; v=-3i+ 6j 

56. Sean P = (3, —2), О = (4,7), R = (—1, 3) y S = (2, — 1). Calcule proy э RS y Proy c РО. 
En los ejercicios 57 al 60 encuentre la distancia entre los dos puntos dados. 

57. (4, -1, 7); (75, 1, 3) 58. (-2, 4, —8); (0, 0, 6) 

59. (2, —7, 0); (0, 5, —8) 60. (—1,0, —4); (3, -2, 6) 

En los ejercicios 61 al 64 encuentre la magnitud y los cosenos directores del vector dado. 
61. v = 3j + 11k 62. у= і – 2j – 3k 

63. у = 2i + 3} — 6k 64. v = —4i + j + 6k 





> 
65. Encuentre un vector unitario en la dirección de PO, donde Р = (3, —1,2) y O = (-4, 1, 7). 


— 
66. Encuentre un vector unitario cuya dirección sea opuesta a la de PO, donde Р = (1, —3, 0) y 
О=(—7,1,—4). 


En los ejercicios 67 al 76 sean u = i — 2j + 3k, v = —3i + 2j + 5k y w = 2i — 4j + k. Calcule 


67. u-v 68. 3v + 5w 69. proy, w 
70. proy, (proy u) 71. ргоу u 72. 2u — 4v + 7w 
73. 2u + 6v + 3 proy, v 74. uw Уу 75. El ángulo entre u y v 


76. El ángulo entre v y w 

En los ejercicios 77 al 80 encuentre el producto cruz u X v. 

77. u=3i-j, v=2i+4k 78. u- 7; v=i-k 

79.u—4i-j-t 7k; v=-—Ti+j-2k 80. u = —2i + 3j – 4k; v= —3i+ j – 10k 
81. Encuentre dos vectores unitarios ortogonales a u = i — j + 3k y v = —2i — 3j + 4k. 

82. Calcule el área del paralelogramo con vértices adyacentes (1, 4, —2), (—3, 1, 6) y (1, —2, 3). 


En los ejercicios 83 al 88 encuentre una ecuación vectorial, las ecuaciones paramétricas y las 
simétricas de la recta dada. 


83. Contiene a (3, —1, 4) y (— 1, 6, 2) 

84. Contiene a (—1,2, —3) y (—6, 4, 0) 

85. Contiene a (—4, 1, 0) y (3, 0, 7) 

86. Contiene a (3, 1, 2) y es paralela a 3i — j — k 


87. Contiene a (1, 1, 1) y es perpendicular a 3i — į + k 





88. Contiene a (1, —2, —3) y es paralela a (x + 1)/5 = (y — 2)(—3) = (z — 412 








89. Demuestre que las rectas L: x = 3 – 2, у =4+t z= -2 + 7ty ш х= —3 + 5, 
y =2-— 45,2 = | + 6s no tienen puntos en común. 


90. Encuentre la distancia del origen a la recta que pasa por el punto (3, 1, 5) y que tiene la 
dirección de v = 2i — j + k. 


91. Encuentre la ecuación de la recta que pasa por (—1, 2, 4) y es ortogonal a Г: (x — 1)/4 = 
(y 0/3 = 2/(—2) y L; (x + 3/5 = (y — M1 = (z + 394. 
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En los ejercicios 92 al 94 encuentre la ecuación del plano que contiene al punto dado y es orto- 
gonal al vector normal dado. 


92. 
93. 
94. 
95. 


96. 
97. 


98. 


99. 


100. 


101. 
102. 
103. 
104. 


P=(1,3,-2) n=i+k 
P=(1,-4,6); n-2j—3k 
P=(-4,1,6) n=2i-3j+5k 


Encuentre la ecuación del plano que contiene a los puntos (—2, 4, 1), (3, —7, 5) y 
(1, -2, -1). 


Encuentre la ecuación del plano que contiene a los puntos (— 1, 3, 2), (6, 1, 0) y (0, 0, 3). 


Encuentre todos los puntos de intersección de los planos zt: —x + y + 2 = 3 y m —4x 
+ 2у — 72 = 5. 


Encuentre todos los puntos de intersección de los planos лу: —4х + 6y + 82 = 12 ул,: 2х 
— 3у – 42 = 5. 


Encuentre todos los puntos de intersección de los planos л: —2х + 3y = 6 y t —2x + 
Зу +2 = 3. 


Encuentre todos los puntos de intersección de los planos t: 3x — y + 42 = 8 ул, —3x — 
у= 112=0. 


Encuentre la distancia desde (1, —2, 3) al plano 2x — y — z = 6. 
Encuentre la distancia desde (3, 4, 8) al plano —x + 3y = 6. 


Encuentre el ángulo entre los planos del ejercicio 97. 





Demuestre que los vectores de posición u = i — 2j + k, v = 3i + 2j —3k y w = 9i — 2j 
3k son coplanares y encuentre la ecuación del plano que los contiene. 


—  — TIT 








ESPACIOS VECTORIALES 


EX] Inrrooucción 


Como se observó en el capítulo anterior, los conjuntos R? (vectores en el plano) y K? (vectores 
en el espacio) cuentan con diversas propiedades peculiares. Se puede sumar dos vectores en E? 
y obtener otro vector en KJ. En la suma, los vectores en R? obedecen las leyes conmutativa y 
asociativa. Six e Ё, entonces x + 0 = xy x + (~x) = 0. Se puede multiplicar vectores en E? 
por escalares y obtener las leyes distributivas. En K? se cumplen las mismas propiedades. 

Los conjuntos R? y Ё junto con las operaciones de suma de vectores y multiplicación por 
un escalar se denominan espacios vectoriales. Se puede decir, de forma intuitiva, que un espacio 
vectorial es un conjunto de objetos con dos operaciones que obedecen las reglas que acaban 
de escribirse. 

En el presente capítulo habrá un cambio, en apariencia grande, del mundo concreto de la 
solución de ecuaciones y del manejo sencillo de los vectores que se visualizan, al mundo abs- 
tracto de los espacios vectoriales arbitrarios. Existe una ventaja en este cambio. Una vez que, 
en términos generales, se establecen los hechos sobre los espacios vectoriales se pueden aplicar 
estos hechos a todos los espacios de esta naturaleza. De otro modo, tendría que probarse cada 
hecho una y otra vez para cada nuevo espacio vectorial que nos encontráramos (y existe un sin 
fin de ellos). Pero como se verá más adelante, muchos de los teoremas abstractos que se demos- 
trarán, en términos reales no son más difíciles que los que ya se han estudiado. 


ЕЯ DEFINICIÓN Y PROPIEDADES BÁSICAS 


DEFINICIÓN Є 


Espacio vectorial real 


Un espacio vectorial real Y es un conjunto de objetos, denominados vectores, junto con 
dos operaciones binarias llamadas suma y multiplicación por un escalar y que satisfacen 
los diez axiomas enumerados a continuación. 
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Notación. Si x y y están en V y si а es un número real, entonces la suma se escribe como x + y 
y el producto escalar de œ y x como ox. 

Antes de presentar la lista de las propiedades que satisfacen los vectores en un espacio 
vectorial deben mencionarse dos asuntos de importancia. En primer lugar, mientras que puede 
ser útil pensar en R? o Ё? al manejar un espacio vectorial, con frecuencia ocurre que el espacio 
vectorial parece ser muy diferente a estos cómodos espacios (en breve tocaremos este tema). En 
segunda instancia, la definición 1 ofrece una definición de un espacio vectorial real. La palabra 
"real" significa que los escalares que se usan son nümeros reales. Sería igualmente sencillo de- 
finir un espacio vectorial complejo utilizando nümeros complejos en lugar de reales. Este libro 
está dedicado principalmente a espacios vectoriales reales, pero las generalizaciones a otros 
conjuntos de escalares presentan muy poca dificultad. 


Axiomas de un espacio vectorial 


i. Six e Ууу e V, entonces x + y є V (cerradura bajo la suma). 


ii. Para todo x, y y zen V, (x + y) - z ^ x + (y + 2) 
(ley asociativa de la suma de vectores). 








iii. Existe un vector 0 e V tal que para todo x e V,x+0=0+x=x 
(el 0 se llama vector cero o idéntico aditivo). 


iv. Six є V, existe un vector -xen e V tal que x + (-x) = 0 
(—x se llama inverso aditivo de x). 
v Six y y están en V, entonces x + y = y + x 
(ley conmutativa de la suma de vectores). 
vi. Six e Vy a es un escalar, entonces ax є Y 
(cerradura bajo la multiplicación por un escalar). 
vii. Six y y están en V y a es un escalar, entonces a(x + y) = ax + оу 
(primera ley distributiva). 
viii. Six є V y a y B son escalares, entonces (a + В) x = ах + Вх 
(segunda ley distributiva). 
ix. Six € V y a y В son escalares, entonces o(Bx) = (a)x 
(ley asociativa de la multiplicación por escalares). 


х. Para cada vector x e V, Іх ^ x 


Nota. En los problemas 23 y 24 se estudian la propiedad de unicidad sobre el elemento neutro 
aditivo y el elemento inverso aditivo en un espacio vectorial. 


| EJEMPLO 1 | El espacio E^ 


+ 


X. 
Sea V = @ = ? :x € R parai=1,2,...,n 


Xx 


n 


Cada vector en R es una matriz de n X 1. Según la definición de suma de matrices dada en la 
0 


página 48, x + y es una matriz de n X 1 si x y y son matrices de n X 1. Haciendo 0 = 0 y 
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—x-—| .” |, se observa que los axiomas ii) a x) se obtienen de la definición de suma de vecto- 


—X. 
n 


res (matrices) y el teorema 1.5.1 en la página 50. 


Nota. Los vectores en K" se pueden escribir indistintamente como vectores renglón o vectores 
columna. 


E EJI J 7 | » 02 | Espacio vectorial trivial 


Sea V = {0}. Es decir, V consiste sólo en el número 0. Сото0 + 0 = 1: 0 = 0 + (0 + 0) = 
(0 + 0) + 0 = 0, se ve que V es un espacio vectorial. Con frecuencia se le otorga el nombre de 
espacio vectorial trivial. 


| EJEMPLO3 | Conjunto que no es un espacio vectorial 


Sea V = (1). Es decir, V consiste únicamente del número 1. Éste no es un espacio vectorial ya 
que viola el axioma i) —el axioma de cerradura—. Para verlo con más claridad, basta соп ob- 
servar que 1 + 1 = 2 € V. También viola otros axiomas, sin embargo, con tan sólo demostrar 
que viola al menos uno de los diez axiomas queda probado que V no es un espacio vectorial. 


Nota. Verificar los diez axiomas puede ser laborioso. En adelante se verificarán ünicamente 
aquellos axiomas que no son obvios. 


| EJEMPLO 4 | El conjunto de puntos еп ЕЁ? que se encuentran en una recta 


que pasa por el origen constituye un espacio vectorial 
Sea V = {(х, y): y = mx, donde m es un número real fijo y x es un número real arbitrario}. 


Es decir, V consiste en todos los puntos que están sobre la recta y = mx que pasa por el origen 
y tiene pendiente m. Para demostrar que V es un espacio vectorial, se puede verificar que se 
cumple cada uno de los axiomas. Observe que los vectores en IR? se han escrito como renglones 
en lugar de columnas, lo que en esencia es lo mismo. 


i. Suponga que x = (ху, у) y y = (х,, yj) están en V. Entonces у, = mx, y, = MX), y 
Xx + y = (х, y) + (5, у,) = (х, mx) + (x,, mx,) = (х, + x,, mx, + mx,) 


= (х + x,, т(х + x,) eV 


Por lo tanto se cumple el axioma i). 





ii. Suponga que (x, y) є V. Entonces у = mx y —(x, y) = —(x, mx) = (—x, m(—x)), de manera 
que —(x, y) también pertenece a V y (x, mx) + (—x, m(—x)) = (x — x, m(x — x)) = (0, 0). 


Todo vector en V es un vector en Ё, y K?es un espacio vectorial, como se muestra en el ejemplo 
1. Como (0, 0) = 0 está en V (explique por qué) todas las demás propiedades se deducen del 
ejemplo 1. Entonces V es un espacio vectorial. 


| EJEMPLO 5 | El conjunto de puntos en Ё? que se encuentran sobre una recta 


que no pasa por el origen constituye un espacio vectorial 


Sea V = ((x, y): y = 2x + 1, x e R}. Es decir, V es el conjunto de puntos que están sobre 
la recta y = 2x + 1. V no es un espacio vectorial porque no se cumple la cerradura bajo la 
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suma, como sucede en el ejemplo 3. Para ver esto, suponga que (x, у) y (х,, y,) están en V. 
Entonces, 


(хь y) + (0, y) = 6G + xs y t y) 
Si el vector del lado derecho estuviera en V, se tendría 
y, +y,= 2(х + xp) +1=2x,+2x, +1 
Pero y, = 2x, + 1 y y, = 2x, + 1 de manera que 
y), +), = (2х + 1) + Qx, + 1) = 2x, + 2x, + 2 
Por lo tanto, se concluye que 
(х, tx, y, * y)€V si(x,»)eY y (%,, y,) eV 


Por ejemplo, (0,1) y (3, 7) están en V, pero (0, 1) + (3, 7) = (3, 8) no está en V porque 8 +2 · 3 
+ 1. Una forma más sencilla de comprobar que V no es un espacio vectorial es observar que 
0 = (0, 0) no se encuentra en V porque 0 #2 · 0 + 1. No es difícil demostrar que el conjunto 
de puntos en K? que está sobre cualquier recta que no pasa por (0, 0) no constituye un espacio 
vectorial. 


| EJEMPLO6 | El conjunto de puntos еп F? que se encuentran en un plano 


que pasa por el origen constituye un espacio vectorial 


Sea V = ((x, y, 2): ax + by + cz = 0}. Esto es, V es el conjunto de puntos еп K? que está еп 
el plano con vector normal (a, b, c) y que pasa por el origen. Al igual que en el ejemplo 4, los 
vectores se escriben como renglones en lugar de columnas. 

Suponga que (x,, Yp Z) y G5, y, 2,) están en V. Entonces (ху, у, 2) + (x, Y, 2,) = (х + 
Xp Y, t Yy 2, + z) e V porque 


a(x * x,) * b(y, + y,) + c(z, + z,) = (ax, + by, + cz) + (ax, + by, + с2,) = 0+0=0 


Por lo tanto, el axioma i) se cumple. Los otros axiomas se verifican fácilmente. De este modo, 
el conjunto de puntos que se encuentra en un plano en K? que pasa por el origen, constituye un 
espacio vectorial. 


MEU El espacio vectorial P, 


Sea V = Р, el conjunto de polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual a n.t Si 
p e P, entonces 


СЖ п n-1 
p(x)=a," +а ух" +... +ах+а, 


donde cada a, es real. La suma de р(х) + q(x) está definida de la manera usual: si q(x) = Бх" + 
DA + bx + by entonces 


n— 


р(х) + а(х) = (a, + b, )х" (a, , b, )х" +...+ (a, +b,)x + (ay + b,) 


Es obvio que la suma de dos polinomios de grado menor o igual a nes otro polinomio de grado 
menor o igual a n, por lo que se cumple el axioma i). Las propiedades ii) y v) a x) son claras. Si 
se define el polinomio 0 = 0х" + 0x"! + --- + 0x + 0, entonces 0 e P, y el axioma iii) se cumple. 
Por último, sea —p(x) = —a,x"— a, jx"! ++. — ax — a, se ve que el axioma iv) se cumple, con 
lo que P, es un espacio vectorial real. 


ГЕ - 
* Se dice que las funciones constantes (incluyendo la función f(x) = 0) son polinomios de grado cero. 
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| EJEMPLO 8 | 8 Los espacios vectoriales С[0, 1] y Cla, b] 


T Sea V — C[0, 1] = el conjunto de funciones continuas de valores reales definidas en el intervalo 
[0, 1]. Se define 


(7+ g)x = feo + а(х) y (ap) = of G)] 


Como la suma de funciones continuas es continua, el axioma i) se cumple y los otros axiomas 


se verifican fácilmente con 0 = la función cero y (—/)(x) = —f (x). Del mismo modo, Cla, b], 
el conjunto de funciones de valores reales definidas y continuas en [a, Б], constituye un espacio 
vectorial. 


| EJEMPLO9 | El espacio vectorial М, 


Si V = M, denota el conjunto de matrices de m X n con componentes reales, entonces con 
la suma de matrices y multiplicación por un escalar usuales, se puede verificar que М, es un 
espacio vectorial cuyo neutro aditivo es la matriz de ceros de dimensiones m X n. 


| EJEMPLO 10 | Un conjunto de matrices invertibles puede no formar un espacio vectorial 


Sea S, el conjunto de matrices invertibles de 3 X 3. Se define la “suma” A B por АФ В = AB: 
Si A y B son invertibles, entonces AB es invertible (por el teorema 1.8.3, página 96) de manera 
que el axioma ;) se cumple. El axioma ii) es sencillamente la ley asociativa para la multiplica- 
ción de matrices (teorema 1.6.2, página 63); los axiomas iii) y iv) se satisfacen con 0 = I, y — 4 
= A”! Sin embargo, AB + BA en general (vea la página 61), entonces el axioma v) no se cumple 
y por lo tanto S, no es un espacio vectorial. 


| ЕЈЕМРІО 11 | Un conjunto de puntos en un semiplano puede no formar un espacio vectorial 


Sea V — {(х, y): y = 0). V consiste en los puntos en K? en el semiplano superior (los primeros 
dos cuadrantes). Si y, = 0 y у, 2 0, entonces y, + y, 2 0; así, si (x, у) e Vy (x, y,) є V, en- 
tonces (x, + x, y, + y) e V. Sin embargo, V no es un espacio vectorial ya que el vector (1, 1), 
por ejemplo, no tiene un inverso en V porque (—1, —1) є V. Más aún, el axioma vi) falla, ya 
que si (x, y) & V, entonces a (x, y) à V si a < 0. 


| EJEMPLO 12 | El espacio €^ 


Sea V = €" = ((c,, с,,..., с): c; es un número complejo para i = 1, 2,..., n} y el conjunto 
de escalares es el conjunto de números complejos. No es difícil verificar que €", también es un 
espacio vectorial. 

Como lo sugieren estos ejemplos, existen diferentes tipos de espacios vectoriales y muchas 
clases de conjuntos que no son espacios vectoriales. Antes de terminar esta sección, se demos- 
trarán algunos resultados sobre los espacios vectoriales. 


BE o 


т САгсшо] Este símbolo se usa en todo el libro para indicar que el problema o ejemplo utiliza conceptos de cálculo. 
# Se usa un signo más encirculado para evitar confusión con el signo más normal que denota la suma de matrices. 
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TEOREMA Sea V un espacio vectorial. Entonces 
i. 00 — 0 para todo escalar a. 
li. 0-x=0para todo x e V. 


iii. Si ох = 0, entonces а = Оох = 0 (o ambos). 


iv. (—l)x = –х para todo x e V. 
E DEMOSTRACIÓN i. Por el axioma iii), 0 + 0 = 0; y del axioma vii), 
al = a(0 + 0) = a0 + a0 (1) 


Sumando —«0 en los dos lados de (1) y usando la ley asociativa (axioma ii), se 
obtiene 
00 + (00) = [00 + 00] + (00) 
0= 00 + [00 + (—0:0)] 
0=00 +0 
0= o0 
ii. Se usa, esencialmente, la misma prueba que en la parte i). Se comienza con 0 + 0 = 


0 y se usa el axioma vii) para ver que 0x = (0 + 0)x = 0x + 0x o Ox + (—0x) = Ox 
+ [0x + (—0x)] o 0 = 0x + 0 = Ox. 


iii. Sea ox = 0. 510 +0, se multiplican ambos lados de la ecuación por l/æ para obtener 
(l/a)(ax)- (Va) 0 = 0 [por la parte ¿)].Pero (l/o)(ax) = 1x = х (por el axioma ix), de 
manera que x = 0. 


iv. Primero se usa el hecho de que 1 + (—1) = 0. Después, usando la parte ii), se ob- 
tiene 


0 =0x = [1 + (|х = Ix + (-Dx = x + (-Dx (2) 
Se suma —x en ambos lados de (2) para obtener 
—х=0+(—х)=х+(—1)х+(—х)=х + (—х)+(—1)х 


= 0+(—1)х = (-Dx 


De este modo, —х = (—1)х. observe que el orden de la suma en la ecuación anterior 
se pudo invertir utilizando la ley conmutativa (axioma v). 


Observación. La parte iii) del teorema 1 no es tan obvia como parece. Existen situaciones cono- 
cidas en las que xy = 0 no implica que x o y sean cero. Como ejemplo, se tiene la multiplicación 


0 0 
puede verificar, АВ = 0, el resultado del producto de estas matrices es la matriz cero. 


0 1 0 -2 | : 
de matrices de 2 х 2. Si A= f | у s | en donde ni 4 ni B son cero y, como se 


Problemas 4.2 
AUTOEVALUACIÓN 


De las siguientes afirmaciones, indique si son falsas o verdaderas: 


X 
l. El conjunto de vectores | | en K?con у = —3х es un espacio vectorial real. 
y 
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X o A 
Il. El conjunto de vectores | | en K? con y = —3х + 1 ез un espacio vectorial real. 
y 


Ш. El conjunto de matrices invertibles de 5 X 5 forma un espacio vectorial (con “+” 
definido como en la suma matrices ordinaria). 


IV. El conjunto de mültiplos constantes de la matriz idéntica de 2 X 2 es un espacio 
vectorial (con “+” definido como en III). 


V. El conjunto de matrices idénticas de n X n para n = 2, 3, 4, . . . es un espacio vecto- 
rial (con “+” definido como en III). 
X 


VI. El conjunto de vectores | y | en K? con 2x — y — 12z = 0 es un espacio vectorial 
real. z 


VII. El conjunto de vectores | y | en K? con 2x — y — 12z = 1 es un espacio vectorial 
real. z 


VIII. El conjunto de polinomios de grado 3 es un espacio vectorial real (con “+” definido 
como la suma de polinomios ordinaria). 


De los problemas 1 al 22 determine si el conjunto dado es un espacio vectorial. De no ser asi 
proporcione una lista de los axiomas que no se cumplen. 


1. 


ем Aa ROC ы 


10. 


11. 


12. 
13. 
14. 


El conjunto de matrices diagonales de n X n bajo la suma de matrices y multiplicación por 
un escalar usuales. 


El conjunto de matrices diagonales de n X n bajo la multiplicación (es decir, А Ө B = AB). 
(Gx, y): y = 0; x, y reales] con la suma de vectores y multiplicación por un escalar usuales. 
Los vectores en el plano que está en el primer cuadrante. 

El conjunto de vectores en K? de la forma (x, x, x). 

El conjunto de polinomios de grado 4 bajo las operaciones del ejemplo 7. 

El conjunto de polinomios de grado 5 bajo las operaciones del ejemplo 7. 


El conjunto de matrices simétricas de n X n (vea la sección 1.9) bajo la suma y multiplica- 
ción por un escalar usuales. 


0 cT 
El conjunto de matrices de 2 X 2 que tienen la forma b 4 bajo la suma y multiplicación 
por un escalar usuales. 


| ; la | | 
El conjunto de matrices de la forma | i con las operaciones de matrices de suma y 
multiplicación por un escalar. 


El conjunto que consiste en un solo vector (0, 0) bajo las operaciones usuales en símbolo 
E. 


El conjunto de polinomios de grado < п con término constante cero. 
El conjunto de polinomios de grado = n con término constante a, positivo. 


El conjunto de polinomios de grado = п con término constante a, negativo. 
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15. 


16. 
17. 
18. 


19. 


20. 


121. 


*22. 


23. 
24. 
25. 


26. 


27. 


El conjunto de funciones continuas de valores reales definidas en [0, 1] con f (0) = 0 y (1) 
= 0 bajo las operaciones del ejemplo 8. 


El conjunto de puntos en K? que se encuentran sobre una recta que pasa por el origen. 
El conjunto de puntos en K? que se encuentran sobre la recta x =1+1,y=2t,2=1=1l. 


F con la suma definida por (ху, у) + (х„ y) = (x, + x, + 1, y, + y, + 1) y la multiplicación 
por un escalar ordinaria. 


El conjunto del problema 18 con la multiplicación por un escalar definida por a(x, y) = 
(а + ax —l a + ay — 1). 


El conjunto que consiste en un objeto con la suma definida por objeto + objeto — objeto y 
la multiplicación por un escalar definida por a (objeto) = objeto. 


El conjunto de funciones diferenciables definidas en [0, 1] con las operaciones del ejemplo 8. 


El conjunto de números reales de la forma a + ь\/2 ‚ donde a y b son números racionales, 
bajo la suma de números reales usual y la multiplicación por un escalar definida sólo para 
escalares racionales. 


Demuestre que en un espacio vectorial el elemento idéntico aditivo es único. 
Demuestre que en un espacio vectorial todo vector tiene un inverso aditivo único. 


Si x y y son vectores en un espacio vectorial V, demuestre que existe un vector único z e V 
tal que x + z = y. 


Demuestre que el conjunto de números reales positivos forma un espacio vectorial bajo las 
Operaciones x + y = xy y ax = x*. 


Considere la ecuación diferencial homogénea de segundo orden 
yx) + абх)у'(х) + b(x)y(x) = 0 


donde a(x) y b(x) son funciones continuas. Demuestre que el conjunto de soluciones de la 
ecuación es un espacio vectorial bajo las reglas usuales para la suma de funciones y multi- 
plicación por un escalar. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 
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1. 


El archivo vctrsp.m es una demostración sobre la geometría de algunas propiedades de los 
espacios vectoriales de vectores en R. 
A continuación se presenta el código de la función vctrsp.m 


function vctrsp(x,y,z,a) 
VCTRSP funcion que ilustra las propiedades geometricas 
de conmutatividad y asociatividad de la suma de 


о 
5 
о 

5 


vectores. 

$ Tambien la propiedad de distributiva de la 
multiplicacion 

$ por un escalar de la suma de vectores 


t Este símbolo se usa para indicar que el problema o ejemplo usa conceptos de cálculo. 
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vector 2x1 
vector 2x1 
vector 2x1 
escalar 


o? o9 оо со oe 
NK X 


oe 


Inicializacion de datos usados en la funcion 
origen=[0;0]; 

Ox- [origen,x]; 
Оу= [origen,yl; 
Oz- [origen,z]; 
ху= [х,у+х]; 

ух= [у,х+у]; 

у2= [у,у+2]; 
Oyz=[origen,y+Zz]; 
Оху= [origen, x+y] ; 
хуМж=[х+у,х+у+2]; 








yzMx= [у+х, х+у+х]; 
Oxyz- [огідеп, х+у+=]; 


Borrar ventana de comandos y cerrar todas las ventanas 
de figuras abiertas 

cla; 

disp('Funcion VCTRSP') 

dispí(' `) 

close all; 

$ Conmutatividad 

figure (1) 

hold off 

subplot (121) 

h=plot (0x(1,:),0x(2,:),'"b--*",0y(1,:),0y(2,:),'b--*'); 
set (h, 'LineWidth',2) 

text (x(1)/2,x(2)/2,'Nbf ж”); 

text(y(1)/2,y(2)/2,'Xb£ y'): 

grid 

axis square 

axis tight 

aa-axis; 
axis([min(aa([1,3]))-1,max(aa([2,4]1))+1,min(aa([1,31))- 
1,max (aa([2,4]))+11) 

title('Vectores originales') 

subplot (122) 


оо oe 


hold off 

h-plot (Ox(1,:),0x(2,:),'b--*',0y (1,:),0y (2, :) ,'b--*?); 

set (h, 'LineWidth',2) 

hold on 
heplot(Ox(1;:),0x(2,:),"r:",Xy(1,:),xy(2,:),'r:',Oxy(1,:),OxXy 
(25:95 -m*"); 


set (h,'LineWidth',2) 
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h=plot (Oy (1, :),0y (2, :0,'9g:' , yx (1, :)9), Yx(2, :),'9g:' ,Oxy (1, :), 
Oxy(2,:),'-m*'); 

set (h,'LineWidth',2) 

text (x(1)/2,x(2)/2,'Nbf x'); 

text (у (1) /2,у(2) /2,'\Ь# у”); 

text (ху (1,2) /2, ху (2,2) /2,'\ЬЁЕ х+у=у+х’) 

grid 

axis square 

axis tight 

aa-axis; 
axis([min(aa([1,31))-1,max(aa([2,41))+1,min(aa([1,3]))-1, 
пах (aa([2,4]))+1]) 

title('Suma de vectores, conmutatividad') 

hold off 

disp('Oprima alguna tecla para continuar figura 2'); 
pause; 

$ Asociatividad 

figure (2) 

hold off 

subplot (131) 

h=plot (0x(1,:),0x(2,:),'b--*",0y(1,:),0y(2,:),'b--**,0z(1,:), 
Oz(2,:),'b--*'); 

set (h,'LineWidth',2) 

text (x(1)/2,x(2)/2,'Nbf х’); 

text (у (1) /2,у (2) /2,'Nbf у’); 

text (7 (1) /2,2 (2) /2,' Nbf z’); 

grid 

axis square 

axis tight 

aa-axis; 
axis([min(aa([1,3]))-1,max(aa([2,4]))-«1,min(aa([1,3]))-1, 
max (aa([2,41))+11) 

title('Vectores originales') 

subplot (132) 

hold off 

h=plot (Ox(1,:),0x(2,:),'b--*',Oy(1,:),0y (2,:), 
'b--*',0z(1,:),0z(2,:),'b--*'); 

set (h,'LineWidth',2) 

hold on 
heplot(Ox(1,35);0xXx(2,:),'r:',xy(l;:);XY(2;:),'E:';OXy(ls;i); 
Oxy(2,:),'-m*'); 

set (h,'LineWidth',2) 

h=plot (Oxy(1,:),O0xy(2,:),':g*', xyMz (1,:) , xyMz (2,:) ,' :m*') ; 
set (h,'LineWidth',2) 

h=plot (Oxyz (1,:) ,Oxyz (2,:) ,' --c*'); 

set (h,'LineWidth',2) 

text (x(1)/2,x(2)/2,'Nbf х’); 

text (y (1) /2,y (2)72,' Xb£ y'); 

text (z(1)/2,z(2) /2,' Nbf£ z'); 

text (xy (1,2)/2,xy (2,2) /2,'Nbof£ x«y') 
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text (xyMz (1,2) /2, xyMz (2,2) /2,' Nb£. (х+у) +х') 

grid 

axis square 

axis tight 

aa-axis; 
axis([min(aa([1,3]))-1,max(aa([2,41))+1,min(aa([1,31))-1, 
max (aa([2,41)) «11) 

title('Suma de vectores, (x+y)+z') 

hold off 

subplot (133) 

hold off 

h=plot (0x(1,:),0x(2,:),'b--**,0y(1,:),0y(2,:),'b--*', 
Oz(1,:),0zZ(2,:),'b--*'); 

set (h,'LineWidth',2) 

hold on 

Вертов (Oy (1e) Oy (220) "Lo yazlli)y) yal, 2) Eet Oyz eyy 
Oyz(2,:),'-m*'); 

set (h,'LineWidth',2) 

h=plot (Oyz (1,:) ,Oyz (2,:) , ' :g*' , yzMx (1,:) , yzMx(2,:) , ' :m*") ; 
set (h,'LineWidth',2) 

h=plot (Oxyz (1,:) ,Oxyz (2,:) ,' --c*') ; 

set (h,'LineWidth',2) 








text (x(1)/2,x(2)/2,'Nbf х’); 
text(y(1)/2,y(2)/2, 'Xbf y); 
text(z(1)/2,z(2)/2,'Nb£ z'); 

text (yz (1,2) /2,ух (2,2) /2,' Nbf£ y«z') 

text (yzMx(1,2)/2,yzMx(2,2) /2,' Nbof£ x«(y«z) ') 
grid 

axis square 

axis tight 

aa-axis; 


axis([min(aa([1,31))-1,max(aa([2,4]))*1,min(aa([1,31))-1, 

тах (аа ([2,41))+1]) 

title('Suma de vectores, X+(y+Z)') 

hold off 

disp('Oprima alguna tecla para continuar figura 3'); 

pause; 

$ Distributibidad de multiplicacion por escalar sobre suma de 
vectores 

figure (3) 

hold off 

subplot (131) 

h=plot (Ох (1,:),0x(2,:),'"b--*",0y(1,:),0y(2,:),'b--*'); 

set (h, 'LineWidth',2) 

text (x(1)/2,x(2)/2,'Nbf х’); 

text (y(1)/2,y(2)/2,'Xbf у’); 

grid 

axis square 

axis tight 

аа=ах1в; 
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axis([min(aa([1,3]))-1,max(aa([2,41))+1,min(aa([1,3]))- 
1,maxX (аа ([2,4])) +11) 

title('Vectores originales’) 

subplot (132) 

hold off 

h=plot (Ox(1,:),0x(2,:),'b--*',0y (1,:) ,0y (2,:) ,'b--*') ; 

set (h,'LineWidth',2) 

hold on 
heplot(Ox(l,s),Ox(2,:);'t:"jXy(l,:),.xy(2;:);'X£:^',OXy(1l,:)*a,Oxy 
(2,:)*a,-m**); 

set (h,'LineWidth',2) 

text (x(1)/2,x(2)/2,'Nbf х’); 

text(y(1)/2,y(2)/2,'Nbf y'); 

text (xy (1,2) /2*a,xy (2,2) /2*a,'Nbf a(x+y)') 

grid 

axis square 

axis tight 

aa-axis; 
axis([min(aa([1,3]))-1,max(aa([2,4]))-«1,min(aa([1,31]))- 
1,max (aa([2,4]))+1]) 

title('Suma de vectores, a(x+y)') 

hold off 

subplot (133) 

hold off 

h-plot(Ox(1,:)*a,0Ox(2,:) *a,'b--*',Oy(1,:) *a,Oy (2,:) *a,'b--*'); 
set (h,'LineWidth',2) 

hold on 

h=plot (Ox(1,:),0x(2,:)*a,'r:',xy(1,:) *a,xy(2,:) *a,'r:' ,Oxy (1, :) 
*a,Oxy(2,:)*a,'-m*'); 

set (h, 'LineWidth',2) 

text (x(1)/2,x(2)/2*a,'Nbf ж”); 

text (y(1)/2,y(2)/2*a,'Xb£ у’); 

text (xy (1,2) /2*a,xy (2,2) /2*a,'Nbf a(x+y)') 

grid 

axis square 

axis tight 

aa-axis; 
axis([min(aa([1,31))-1,max(aa([2,4]))-«1,min(aa([1,3]))- 
1,max (aa([2,4]))+1]) 

title('Suma de vectores, ax+ay') 

hold off 


Después de escribir еп un archivo con nombre vetrsp.m, dé doc vetrsp para ver una descrip- 
ción del uso de la función. 

Introduzca los vectores x, y y z, y el escalar a dados enseguida y después dé el comando 
vetrsp(x,y,z,a). La demostración ilustrará la geometría de las propiedades conmutativa y 
asociativa de la suma de vectores y de la propiedad distributiva de la multiplicación por 
un escalar sobre la suma de vectores. Puede resultar útil para la mejor visualización de las 
figuras maximizar la ventana de interés. 


а) х = [3;0], y = [2;2], z = [-2;4]. Оѕеа = 2, а = Фуа = -2, 
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b x = [-5;5], y = [0;-4], z = [4:4]. Usea=2,a=' y a = ^h. 





c) Su propia elección de x, y, z y/o a. 


2. a) Elija algunos valores para n y m y genere tres matrices aleatorias de n X m, llamadas X, 
Y y Z. Genere dos escalares aleatorios a y b (por ejemplo, a = 2*rand(1)-1). Verifique 
todas las propiedades del espacio vectorial para estas matrices y escalares. Para demos- 
trar 4 — B, demuestre que А — В = 0; para la propiedad iii) decida cómo generar el 
idéntico aditivo para matrices de n X m. Repita para otros tres juegos de X, Y, Z, ayb 
(para las mismas n y т). 


b) (Lápiz y papel) Pruebe las propiedades del espacio vectorial para M „las matrices de 
n Xm. 


c) (Lápiz y papel) ¿Cuál es la diferencia entre los incisos a) y b)? 


EEJ Susespacios 


DEFINICIÓN 


TEOREMA 


DEMOSTRACIÓN 


Del ejemplo 4.2.1 de la página 282, se sabe que Ё? = ((x, у): x e Ry y e R} es un espacio 
vectorial. En el ejemplo 4.2.4 de la página 283, se vio que V = ((x, y): y = mx} también es un 
espacio vectorial. Adicionalmente, es evidente que V C R. Esto es, K? tiene un subconjunto 
que también es un espacio vectorial. De hecho, todos los espacios vectoriales tienen subcon- 
juntos que también son espacios vectoriales. En esta sección se examinarán estos importantes 
subconjuntos. 


Subespacio 


Sea H un subconjunto no vacío de un espacio vectorial V y suponga que H es en sí un 
espacio vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicación por un escalar definidas 
en V. Entonces se dice que Н es un subespacio de V. 


Se puede decir que el subespacio H hereda las operaciones del espacio vectorial “padre” V. 

Existen múltiples ejemplos de subespacios en este capítulo; sin embargo, en primer lugar, 
se demostrará un resultado que hace relativamente sencillo determinar si un subconjunto de Y 
es en realidad un subespacio de V 


Subespacio 


Un subconjunto no vacío Н de un espacio vectorial V es un subespacio de V si se cum- 
plen las dos reglas de cerradura: 


Reglas de cerradura para ver si un subconjunto no vacío es un subespacio 


i. Six e Нуу e H, entonces x + y e H. 


ii. Six e H, entonces ax e H para todo escalar a. 





Es obvio que si H es un espacio vectorial, entonces las dos reglas de cerradura deben 
cumplirse. De lo contrario, para demostrar que Н es un espacio vectorial, debe de- 
mostrarse que los axiomas i) a x) en la página 282 se cumplen bajo las operaciones de 
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suma de vectores y multiplicación por un escalar definidas en V. Las dos operaciones de 
cerradura [axiomas i) y iv)] se cumplen por hipótesis. Como los vectores еп Н son tam- 
bién vectores en V, las identidades asociativa, conmutativa, distributiva y multiplicativa 
[axiomas ii), v), vil), viii), ix) y x)] se cumplen. Sea x e Н. Entonces 0х e H por hipótesis 
ii). Pero por el teorema 4.2.1 de la página 286, (parte ii), Ox = 0. De este modo, 0 e H 
y se cumple el axioma iii). Por último, por la parte ii), (—1)x e H para todo x є Н. Por 
el teorema 4.2.1 (parte iv), —х =(—1)x e Н de manera que se cumple el axioma iv) y la 
prueba queda completa. 


Este teorema demuestra que para probar si Н es o no es un subespacio de V, es suficiente 
verificar que 


x + y y ax están en H cuando x y y están еп Ну a es un escalar. 


La prueba anterior contiene un hecho que por su importancia merece ser mencionado de 
forma explicita: 


Todo subespacio de un espacio vectorial V contiene al 0. (1) 


Este hecho con frecuencia facilitará la averiguación de si un subconjunto de V en particular 
no es un subespacio de Y Es decir, si un subconjunto no contiene al 0, entonces no es un subespa- 
cio. Note que el vector cero en Н, un subespacio de V, es el mismo que el vector cero en Y 

A continuación se mostrarán algunos ejemplos de subespacios. 


| EJEMPLO1 | El subespacio trivial 


Para cualquier espacio vectorial V, el subconjunto {0} que consiste en el vector cero es única- 
mente un subespacio ya que 0 + 0 = 0 y a0 = 0 para todo número real o [parte i) del teorema 
4.2.1]. Esto se denomina el subespacio trivial. 


| EJEMPLO 2 | Un espacio vectorial es un subespacio en sí mismo 


Para cada espacio vectorial V, V es un subespacio de sí mismo. 
SUBESPACIOS Los primeros dos ejemplos muestran que todo espacio vectorial V contiene dos subespa- 
L Propios cios, {0} y V (que coinciden si V = {0}). Es más interesante encontrar otros subespacios. Los 
subespacios distintos a {0} y V se denominan subespacios propios. 


| EJEMPLO3 | Un subespacio propio de R? 


Sea H = {(x, y): y = mx} (vea el ejemplo 4.2.4 de la página 283). Entonces, como ya se dijo, H 
es un subespacio de KJ. En la sección 4.6 (problema 15, página 339) se verá que si H es cual- 
quier subespacio propio de R?, entonces Н consiste en el conjunto de puntos que se encuentran 
sobre una recta que pasa por el origen; es decir, un conjunto de puntos que se encuentra sobre 
una recta que pasa por el origen es el único tipo de subespacio propio de E. 


| EJEMPLO 4 | Un subespacio propio de ЕЗ 


Sea Н = {(x, у, 2): x = at, y = bt y z = ct; a, b, с, t reales}. Entonces Н consiste en los vectores 
en K? que se encuentran sobre una recta que pasa por el origen. Para ver que H es un subespa- 
cio de K?, sea x = (аг, bt, ct) e Hy y = (at, bt,, ct,) e H. Entonces 
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x+y=(alt +t) b tt) ce +1) eE 


«х= (a(at), b(at,), c(at.)) e Н. 


Así, H es un subespacio de R. 


| EJEMPLO 5 | Otro subespacio propio de R? 


Sea n = {(x, y, 2): ax + by + cz = 0; a, b, c reales}. Entonces, como se vio en el ejemplo 4.2.6 
de la página 284, л es un espacio vectorial; así, n es un subespacio de R. 


En la sección 4.6 se demostrará que los conjuntos de vectores que se encuentran sobre rectas y 
planos que pasan por el origen son los únicos subespacios propios de R. 

Antes de analizar más ejemplos, es importante observar que no todo espacio vectorial tiene 
subespacios propios. 


| EJEMPLO6 | ЮР no tiene subespacios propios 


Sea H un subespacio de R.' Si H + (0), entonces Н contiene un número real о diferente de cero. 
Por el axioma vi), 1— (1/ а) a e Ну Bl = B e H para todo número real В. Así, si H no es el 
subespacio trivial, entonces Н = IR. Es decir, R no tiene subespacios propios. 


METIA Algunos subespacios propios de P, 


Si P, denota el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a n (ejemplo 4.2.7, 
página 284), y si 0 = m < n, entonces Р es un subespacio propio de P, como se verifica fácil- 
mente. 


| EJEMPLO 8 | 8 Un subespacio propio de M, , 


Sea M, „(ejemplo 4.2.10, página 285) el espacio vectorial de matrices de m X n con componen- 
tes reales y sea H = {А e М :а = 0j. Por la definición de suma de matrices y multiplicación 


por un escalar, es obvio que los dos axiomas de cerradura se cumplen de manera que H es un 
subespacio. 


| EJEMPLO9 | Un subconjunto que no es un subespacio propio de М,, 


Sea V = M, (las matrices de n X n) y sea Н = {А e M,,: A es invertible}. Entonces H no es un 
subespacio ya que la matriz cero de n X n no está en Н. 


| EJEMPLO 10 | Un subespacio propio de С[0, 1] 


P [0, 1] * C С[0, 1] (vea el ejemplo 4.2.8 de la página 285) porque todo polinomio es continuo 
y P, es un espacio vectorial para todo entero n de manera que cada P,[0, 1] es un subespacio 
de C[O, 1]. 


W-— — 

t Observe que IR es un espacio vectorial real; es decir, IR es un espacio vectorial en donde los escalares se toman como 
los números reales. Éste es el ejemplo 4.2.1, página 282, con п = 1. 

+ P[0, 1] denota el conjunto de polinomios de grado menor o igual a n, definidos en el intervalo [0, 1]. 
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| EJEMPLO 11 | С'[0, 1] es un subespacio propio de C[O, 1] 


Sea С![0, 1] el conjunto de funciones con primeras derivadas continuas definidas en [0, 1]. 
Como toda función diferenciable es continua, se tiene C'[0, 1] € C[O, 1]. Puesto que la suma de 
dos funciones diferenciables es diferenciable y un múltiplo constante de una función diferen- 
ciable es diferenciable, se ve que C'[0, 1] es un subespacio de С[0, 1]. Se trata de un subespacio 
propio porque no toda función continua es diferenciable. 


| EJEMPLO 12 | Otro subespacio propio de C[O, 1] 


Si f € C[0, 1], entonces || f(x) dx existe. Sea H = (f € CIO, п: Л) dx -0.Si fe H yg e H. 


entonces | [/(х)+ go] dx- | fœ dx f go) d=0+0=0y ало) dx a, f(x) dx - 0. 
Asif + g y afestán en H para todo número real а. Esto muestra que H es un subespacio propio 
de C[0, 1]. 


Como lo ilustran los últimos tres ejemplos, un espacio vectorial puede tener un número 
grande y variado de subespacios propios. Antes de terminar esta sección, se demostrará un 
hecho interesante sobre subespacios. 


TEOREMA 2| Sea H, y H, dos subespacios de un espacio vectorial V. Entonces H, A H, es un subes- 
pacio de V. 

DEMOSTRACIÓN Observe que H, A H, es no vacío porque contiene al 0. Sea x, A, NH, y x, e Hu Н, 

L Entonces como H, y H, son subespacios, x, + X, e Н, y x, + X, e H, Esto significa 


que x, + x, e H, ^ H,. De manera similar ax, e H, с\ H,. Por lo tanto, se cumplen los 
dos axiomas de cerradura y H, ^ H, es un subespacio. 


| EJEMPLO 13 | La intersección de dos subespacios de K? es un subespacio 


En R sea H, = {(x, y, 2): 2x — y — z = 0} y H, = {(x, y, 2): x + 2y + 3z = 0]. Entonces Н, y 
H, consisten en vectores que se encuentran sobre planos que pasan por el origen y son, según el 
ejemplo 5, subespacios de K*. A, N Н, es la intersección de los dos planos que se calculan como 
en el ejemplo 9 de la sección 3.5: 

х + 2у + 32 = 0 


2x—-y-z-0 
reduciendo renglones, se tiene 
1 2 з | 0 1 | 0 
— >» 

2 -1 -1 | 0 o -5 -7 | о 

123 [0 i3 s | 0 

7 5 
9.43 | o 0 1 Z |0 


: | i : 1 7 
De este modo, todas las soluciones al sistema homogéneo están dadas por (3s - 25 г) 


: А А T 1 7 
Haciendo z = t, se obtienen las ecuaciones paramétricas de la recta L en Ё: x = — с t, y=- Е t, 


z — t. Como se observó en el ejemplo 4, el conjunto de vectores sobre L constituye un subes- 
pacio de R. 


4.3 Subespacios 297 


Observación. No es necesariamente cierto que si H, y H, son subespacios de V, H, U H, es un 
subespacio de V (puede o no serlo). Por ejemplo, Н, = ((x, y): y = 2x} y {(x, y): y = 3x} son 


subespacios de E?, pero H, U Н, по es un subespacio. Para ver esto, observe que (1, 2) e Н 


1 


y (1, 3) e H, de manera que tanto (1, 2) como (1, 3) están en H, U Н, Pero (1, 2) + (1, 3) = 
(2, 5) ё Н UH, porque (2, 5) є H, y (2, 5) e H, Así, H, U H, no es cerrado bajo la suma y 
por lo tanto no es un subespacio. 


Problemas 4.3 o 


AUTOEVALUACIÓN 


De las siguientes aseveraciones, evalúe si son falsas o verdaderas. 
X 
1. Conjunto de vectores de la forma | y | es un subespacio de R. 
1 
X 
Il. El conjunto de vectores de la forma | 0 | es un subespacio de R’. 
Z 


Ill. El conjunto de matrices diagonales de 3 X 3 es un subespacio de M,.. 


IV. El conjunto de matrices triangulares superiores de 3 X 3 es un subespacio de M... 


V. El conjunto de matrices triangulares de 3 X 3 es un subespacio de M... 
0 0 
VI. Sea H un subespacio de M,,. Entonces f | debe estar еп Н. 


EN 5% 
МІ. Sea Z-24| y |:2x+3y=z=07 y K= 
2 Z 


es un subespacio de R. 


y |:x=2y+5z=0p, entonces HU K 


VIII. Si A y K son los subconjuntos del problema VII, entonces H A К es un subespacio 


de E. 


IX. El conjunto de polinomios de grado 2 es un subespacio de Р,. 


De los problemas 1 al 26 determine si el subconjunto dado H del espacio vectorial V es un 


subespacio de V 
1. V=; Н = (o, у); y 2 0} 
3. V=; H = {(x, y); y = 2x} 
5. у= 0; Н = {(x, у); x? + у = 1} 
7. V- M ; H—- {ре М; Des diagonal; 
8 
9 


2. V=; Н = (х, у); х = у) 
4. V = 0°; Н = el plano xy 


тп? тп? 


. V=M m Н = {Тє M, Tes triangular superior; 


. V=M ;Н= {T: Tes triangular inferior; 


10. V= M; H= {S e M: S es simétrica; 
П. V= M; H= (A e M,,; a, = 0) 


mn mn ^i 


b 
12: у= Ms aetas o J 
= С 


6. V=; Н = {(х, у): х + y? < 1} 
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Espacios vectoriales 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


*35. 
*36. 


a 1+а 
= м.н |аем,за-[6 б J 


0 a 
V= M;;H-4A4€M,:A- 50 


VPF H=+p € Р: grado p = 4} 

Y=PH=¿peP:p(0)=0y p'(0) —0) 

V=P,H= fp e P, p(0) = 0) 

V=P,H= fp e P,;: p(0) = 0) 

VF-—PIH-ipeP:p0)-1) 

V = C[0, Ц; H = {f e C[0, 1]: /(0) = 01) = 0) 

V = C[0, Ц; H = {f e C[O, 1]: /(0) = 2} 

V = C![0, Ц; H = {f e C'[0, 1]: /'(0) = 0} 

V = Cla, b]; donde a y b son números reales y a < b; H = {f e Cla, b]: Гло dx = 0} 
V= Cla, b]; H = {f e Cla, b]: [| feo dx = 1} 


V = C[a, b]; H = | f € C[a, b] f года) 


-b a 
Sea V = M,,; sean Н = {А e M,,: a, = o] yH,- ja eM, A= | al 
a 


a) Demuestre que Н, y H, son subespacios. 

b) Describa el subconjunto de H = Н, A H, y muestre que es un subespacio. 

Si V = CIO, 1], sea H, el subespacio del ejemplo 10 y H, el subespacio del ejemplo 11. Des- 
criba el conjunto H, A H, y demuestre que es un subespacio. 

Sea A una matriz de n X m y sea H = (x є R”: Ax = 0}. Demuestre que H es un subespacio 
de R”. H se llama espacio nulo de la matriz A. 

En el problema 29 sea Н = (x є R”: Ах = 0j. Demuestre que Н no es un subespacio de R”. 
Sea Н = {(х, y, т, м): ax + by + cz + dw = 0), donde a, b, c y d son números reales, no 
todos cero. Demuestre que Н es un subespacio propio de E. H se llama un hiperplano en 
RP que pasa por el origen. 

Sea Н = ((%, X,...,x ax, + a,x, da x, = 0}, donde a,, a, ..., a, son números 
reales no todos cero. Demuestre que Н es un subespacio propio de R. Al igual que en el 
problema 31, H se llama un hiperplano en R”. 

Sean H, y H, subespacios de un espacio vectorial V. Sea Н, + H, = (v: v = v, + v, con v, e 
Н, y v, e H,j. Demuestre que Н, y H, es un subespacio de И 

Sean v, y v, dos vectores еп R. Demuestre que H = (v: v = av, + bv, a, b reales; es un 
subespacio de R. 


En el problema 34 demuestre que si v, y v, son no colineales, entonces Н = R. 
Sean v,, ү,,... , v, Vectores arbitrarios en un espacio vectorial V Sea H = {v e V: v = ау, 


+ a,v, +++ + а Y, donde а, a,...,a,sonescalares;. Demuestre que H es un subespacio 
de V. H se llama el subespacio generado por los vectores v,, v, . . . , У. 


n 
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RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


l. F ll. V Ш. V IV. V V. F VI. V 
VII. F м. V IX. F 


И] MATLAB 4.3 


1. a) Genere una matriz aleatoria А de 4 X 4 y sea S = triu(A) + triu(A)'. Verifique que S es 
simétrica. 


b) Usando el inciso a), genere dos matrices aleatorias de 4 X 4 reales simétricas, S y T, y 
un escalar aleatorio, a. Verifique que aS y S + T también son simétricas. Repita para 
otros cuatro juegos de S, T y a. 


c) ¿Por qué se puede decir que se ha reunido evidencia de que el subconjunto de matrices 
simétricas de 4 X 4 es un subespacio de М? 


d) (Lápiz y papel) Pruebe que el subconjunto de matrices simétricas de n X n es un sub- 
espacio de M, . 


EY] Comeinación LINEAL Y ESPACIO GENERADO 
Se ha visto que todo vector v = (a, b, c) en Ё? se puede escribir en la forma 
v — di + bj + ck 


En cuyo caso se dice que v es una combinación lineal de los tres vectores i, j y k. De manera más 
general, se tiene la siguiente definición. 


DEFINICIÓN Combinación lineal 
Sean v,, V, - - - , V, Vectores en un espacio vectorial V. Entonces cualquier vector de la 
forma 
AA (1) 
donde, а, а„... , a, son escalares se denomina una combinación lineal de v,, у,,..., Уу. 


| EJEMPLO 1 | Una combinación lineal en R? 


-7 -1 5 -7 -1 5 
Еп ЕЁ? | 7 | еѕ una combinación linealde| 2|y|-3|yaque| 7|=2| 2|-|3|. 
7 4 І 7 4 1 
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| EJEMPLO 2 | Una combinación lineal en M,, 


-3 2 8 -] 0 4 0 1 -2 = 
En Ma, =} +2 lo que muestra que Ak $ 
-1 9 3 ]. D. -S -2 3 -6 -19 3 


NS -1 0 4 0 1 -2 
es una combinación lineal de y І 
1 1 5 -2 3 -6 


EZZ Combinaciones lineales en P, 


En P, todo polinomio se puede escribir como una combinación lineal de los “monomios” 1, x, 


Ц 0 


DEFINICIÓN 2| Conjunto generador 


Se dice que los vectores у, V, . - - , v, de un espacio vectorial V generan a V si todo vector 
en V se puede escribir como una combinación lineal de los mismos. Es decir, para todo 
v e V, existen escalares а, a,, ..., a, tales que 

EN EL аР oec ar CAVA (2) 


| EJEMPLO 4 | Conjunto de vectores que generan E? у R? 


Я | 1 0 А 
En la sección 3.1 se мо que los vectores if ) i | | generan KJ. En la sección 3.3 se 


1 0 0 
vio дое і= | 0 |, ј= | 1 {ук = |0 | generan ЁЁ. 
0 0 1 


Ahora se verá brevemente la generación de algunos otros espacios vectoriales. 


| EJEMPLOS | n + 1 vectores que generan a P, 


Del ejemplo 3 se deduce que los monomios 1, x, x?,... , x" generan a Р. 
| EJEMPLO 6 | Cuatro vectores que generan a М,, 
a b 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0\{[0 1 
Como =a +b +c +d , Vemos que : ; 
c d 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0/10 0 
0 0 0 0 
eneran a M,,. 
|" j y | 8 2 


| ЕЈЕМРІО 7 | Ningún conjunto finito de polinomios generan а Р 


Sea P el espacio vectorial de polinomios. Entonces ningún conjunto finito de polinomios genera 
a P. Para ver esto, suponga que р, p, - . - , р, son polinomios. Sea p, el polinomio de mayor 
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grado en este conjunto y sea N = grado(p,). Entonces el polinomio р(х) = х^“! no se puede 

escribir como una combinación lineal de р, p,, . . . , р„ Por ejemplo si № = 3, entonces x*% c, 
2 3 1 

+ cx + сух? + сух para cualesquiera escalares c, су, c, y c, 


Ahora se analizará otra forma de encontrar subespacios de un espacio vectorial V. 





DEFINICIÓN Ej Espacio generado por un conjunto de vectores 
Sea у, Vp - - - , Y k vectores de un espacio vectorial V. El espacio generado por (v,, у,, 
. » - , Vy es el conjunto de combinaciones lineales у,, v,, . . . , у. Es decir 
gen (y, Уз» v lv: М ау ШОУ аа a,v,] (3) 
donde а, à,, . . . , a, son escalares arbitrarios. 
TEOREMA E Si v,, У... , Y, SON vectores en un espacio vectorial V, entonces gen (v,, V, . - . , v,) es 


un subespacio de V. 


DEMOSTRACIÓN La prueba es sencilla y se deja como ejercicio (vea el problema 16). 


| ЕЈЕМРІО 8 | 8 El espacio generado рог dos vectores еп K? 


Sea v, = (2, —1, 4) y v, = (4, 1, 6). Entonces Н = genfy,, v} = (v: v=a,Q, —1, 4) + a,(4, 1, 6)}. 

¿Cuál es la apariencia de H? Si v = (x, у, z) e H, entonces se tiene x = 2a, + 4a,, y = —4, 
+ a, у= = Aa, + 6a, Si se piensa que (x, у, Z) está fijo, entonces estas ecuaciones se pueden 
ver como un sistema de tres ecuaciones con dos incógnitas а, а,. Este sistema se resuelve en la 
forma usual: 


СИЕ: Lb | ваков |11] эў 
24 [|28 2 4 | | 5440 6 | x+2y 
4 6 |z 4 6 | z 0 10 | z+4y 

1 -1 | -у\ R>R +R, (10 | х/6—2у/3 

R 35, о 1 | (+26 | LEE Lo | | х/6+ у/3 

0 10 | 2+4у 0 0 | -Sx/3+2y/3+z 


Desde el capítulo 1 se observa que el sistema tiene una solución únicamente si —5x/3 + 2y/3 + 
z = 0; o multiplicando por —3, si 


5х – 2у – 32 = 0 (4) 
La ecuación (4) es la ecuación de un plano ер K? que pasa por el origen. 


Este último ejemplo se puede generalizar para probar el siguiente hecho interesante: 


El espacio generado por dos vectores diferentes de cero en K? que no son paralelos es un 
plano que pasa por el origen. 


En los problemas 22 y 23 se encuentra la sugerencia de una demostración. 
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Figura 4.1 


u + v se obtiene de la 
regla del paralelogramo. 


Figura 4.2 


En cada caso w = qu + 
Bw para valores adecuados 


dea y B. 


Espacios vectoriales 





ГИГ 


а) b) c) 


Se puede dar una interpretación geométrica de este resultado. Vea los vectores de la figura 
4.1. Se conoce (de la sección 3.1) la interpretación geométrica de los vectores 2u, —u y u + v, 
por ejemplo. Haciendo uso de éstos, se observa que cualquier otro vector en el plano de u y v se 
puede obtener como una combinación lineal de u y v. La figura 4.2 muestra cuatro situaciones 
diferentes en las que un tercer vector w en el plano de u y v se puede escribir como ou + Ву para 
valores adecuados de a y В. 


Observación. En las definiciones 2 y 3 se uilizaron dos términos diferentes: “genera” y “espacio 
y y 


generado”. Se hace hincapié en que un conjunto de vectores ү, V, . . . , v, genera a V si todo 
vector en V se puede escribir como una combinación lineal de v,, v,, . . . , v; pero 
El espacio generado por los n vectores v,, у,,..., v, es el conjunto de combinaciones lineales de 


estos vectores. 
Estos dos conceptos son diferentes —aun cuando los términos se parezcan—. 


Se cierra esta sección con la mención de un resultado ütil. Su demostración no es difícil y se 
deja como ejercicio (vea el problema 24). 





TEOREMA В 


Problemas 4.4 
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Sean у V, ..., V, V,, 2 + 1 vectores que están en un espacio vectorial V. Si y,, 


V, - . ., V, genera a V, entonces v,, v, . . ., v, Y, también genera a V. Es decir, si se agre- 


gan uno o más vectores a un conjunto я se obtiene otro conjunto generador. 


AUTOEVALUACIÓN 


l. ¿Cuáles de los siguientes pares de vectores no pueden generar a #2? 


ME »06) +00) »QC) 06 


Il. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de polinomios generan a Р,? 


a) Lx? b) 3E x c) bso, 2:4- 2e. se d) l,1+x,1 +x? 


Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos 


3 N (22 
Ш. Н está en el espacio generado рог || | 


2 —1 
IV. E está en el espacio generado por 4| 0 |,| 0 


4 3 
V. 41, х, х2, х TM 
1 0 | OOOO 
VI. ; genera a M, 
ORON NUI 
8 
2 1 А 
VII. gen EE es un subespacio de R. 
3) 14 
TANTES 
2 1 0 В 
VIII. gen TRUE es un subespacio de E. 
3) 14 


х 


PEST f : С genera а Ё, entonces | Я 2 | 3 también genera Ё. 
2 3 2 3з) \—3 


De los problemas 1 al 16 determine si el conjunto dado de vectores genera el espacio vectorial 
dado. 


МТ ТОЕ 
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—1 5 0 0 =] 

. En R: 21,12 6. En È: | 5 |1 -1],| -1 
3 3 1 3 5 

7 

3 

5 


5 
0 21 (3) (1 
7. En R: TRE 8. EnR*|0|[ 11/11 
1 2 1 
9. En E*: (1, —1, 2), (1, 1, 2), (0, 0, 1) 10. En E*: (1, —1, 2), (- 1, 1, 2), (0, 0, 1) 
IL EnP:1—3,3— 12. En P: 1- x,3- Xxx 
13. En P: x? +1;х°—1;х +6 


14. 


15. 


16. 


17. 


*18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


**23, 


24. 


25. 
26. 


Оо 3 -1\ (0 0 

n M. > > > 

2lo oPl2 1 lo 0/13 I 

sie [+ 4 —1\(—2 5 
?4r oflo оз olio 0 

ее 89 o 1 0Y(0 о 1| (о o о\(о o 01(0 o o 
“to o oflo o 0/100 0/11. o oflo 1 0/10 o 1 


Demuestre que dos polinomios de grado menor o igual a dos, no pueden generar Р. 


Sip, р... P„ genera P , demuestre que m =n + 1. 


Demuestre que si u y v están en gen {v}, v, . . . , v,j, entonces u + v y au están en gen 
{Vo Vo- - -> VS [Sugerencia: Utilizando la definición de espacio generado escriba u + v y 
ou como combinaciones lineales de у, v, . . . , v,.] 


Demuestre que el conjunto infinito (1l, x, х2, x°, . . .} genera Р, el espacio vectorial de poli- 
nomios. 


Sea H un subespacio de V que contiene a ү, v, . . . , у. Demuestre que gen (v, V, ..., V, j 
© Н. Es decir, gen (v, v, ..., v, es el subespacio más pequeño de V que contiene a у, 
ү ‚У. 


о. » 


E = р” 3 1 = 
Sean v, = (X, Yp 2) y V, = (X, y, 2,) en E". Demuestre que si v, = су, entonces gen (y,, v,) 
es una recta que pasa por el origen. 


En el problema 22 suponga que v, y v, no son paralelos. Demuestre que Н = gen (v,, v,j es 
un plano que pasa por el origen. ¿Cuál es la ecuación del plano? [Sugerencia: Si (x, y, z) € 
H, escriba v = ау, + а,у, y encuentre una condición respecto a x, y y z tal que el sistema 
de 3 X 2 resultante tenga una solución.] 


Pruebe el teorema 2. [Sugerencia: Si y e V, escriba v como una combinación lineal de v,, 
Y , V, У.) con el coeficiente de v, |, igual a cero.] 


2** n п+1 


Demuestre que M,, se puede generar con matrices invertibles. 


Sean (u, u, ....,U,) y {Yp V, ... , Y, y dos n-vectores en un espacio vectorial V. Suponga 
que 
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У 54,4, + 4,0, +:-+а и, 


У, = 4,4, + 4,4, spese а, 4, 


У, = ЧЧ +4,4, ея йа u 


Demuestre que si 


11 12 ln 
a a 
a 22 2n + 0 
As аһ аһ 
Entonces gen (uu, ...,u) = gen (v, Vp ..., VJ 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


lb ed) П. b, d Ш. V IV. F V. V VI. V 
VII. F VIII. V IX. V 


ial MATLAB 4.4 





M] 


l. 


Visualización de las combinaciones lineales 
a) Vuelva a trabajar con los problemas 2 y 3 de MATLAB 3.1 
b) (Use el archivo combo.m) El archivo combo.m ilustra la combinación lineal a * ul + b * 


u2 + c * u3. A continuación se presenta el código de la función combo.m: 


function combo (х,у, 2,а,р, с) 
COMBO funcion que grafica la combinacion lineal 
w- ax + by + cz 


2 

5 

9. 

5 

9. 

5 

% x: vector de 2x1 
$ y: vector de 2x1 
% z: vector de 2х1 
% а: escalar 

$ b: escalar 

% с: евса1аг 


origen=[0;0]; 

Ох= [origen,x] ; 

Оу= [origen, у]; 
Oz-[origen,z]; 

ху= [a*x,a*x«b*y]; 
yx-[b*y,a*x4b*y]; 
OxMy= [origen,a*x+b*y] ; 
T=a*x+b*y; 

OTMz= [origen, T+c*z]; 


ele; 
disp ('COMBO') 
figure (1) 


clf 
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h-plot(Ox(1,:),0x(2,:),'b--*',Oy(1,:),0y(2,:),'"b-- 
*',Oz(1,:),0z(2,:),'b--*'); 
set (h,'LineWidth',2) 
text (x(1)/2,x(2)/2,'Nbf x'); 
text (у (1) /2,у(2) /2,'\Ь# у”); 
text (z (1) /2,5 (2) /2,'\ЬЁ z'); 
axis square 
hold on 
disp('Vectores originales') 
disp('Oprima alguna tecla para continuar') 
disp(' `) 
pause 
plot(Ox(1,:)*a,Ox(2,:)*a,'r:',Oy(1,:) *b,Oy(2,:)*b,'r:',... 
xyv(l,t).xy(2,;2),»'f:'yxil,9).y2025:), £2"); 
h=plot (OxMy (1,:) , OxMy (2, :) ,'8-*') ; 
set (h,'LineWidth',2) 
text (x(1)/2*a,x(2)/2*a,'Nbf ах’); 
text (y (1)/2*b,y(2)/2*b,'Xbf by'); 
text (ОхМу (1,2) /2, OxMy (2,2) /2,' Nb£. Т’) 
Tz-[T,T«c*z]; 
zT-[z*c,T-«c*z]; 
pot tiTzih;s)uTE4X3,.:),.':z«',0*0z1í(157:»)gc6*02z(273:3)34' 3 
k^ zTUL, :),zT(2,:)4"u9k*) 
h-plot (OTMz (1,:) , OTMz (2,:) ,' -m*') ; 
set (h,'LineWidth',2) 
text (z(1)/2*c,z(2)/2*c,' Nb£ cz") 
text (OTMz (1,2) /2,0TMz (2,2) /2, ' Nb£ м’) 
title('T=za x + b y `) 
xlabel('w-T-cz-ax-«byccz') 
disp('Combinacion lineal de vectores originales") 
Con doc combo se obtiene una descripción. Dados tres vectores u,, u,, u, y tres escalares 
a, b y c, combo(ul,u2,u3,a,b,c) ilustra la geometría de la combinación lineal anterior. Hay 
pausas durante el despliegue de pantallas; para continuar, oprima cualquier tecla. 
i. ul = [12], u2 = [-2;3], u3 = [554] a 2,4a=2,b=2,c 1 
ii. ul = [1;1], u2 = [—1;1], u3 = [3;0], a = 2, b = —-1,c = .5 
iii. Vectores de su elección 








2. a) (Lápiz y papel) Decir que w está en gen (u, v} significa que existen escalares c, y c, 
tales que w = cu + c,v. Para los conjuntos de vectores dados, escriba w = си + с,у, 
interprete esto como un sistema de ecuaciones para las incógnitas c, y c,, verifique que 
la matriz aumentada para el sistema sea [и v|w], y resuelva el sistema. 


4 

H 
М 
= N 
A 

2 

II 

wilu w| 





b) 


3. a) 


b) 


c) 
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(Utilice el archivo lincomb.m) Verifique los resultados (y observe la geometría) intro- 
duciendo primero los vectores и, у y w y después dando lincomb(u,v,w) para cada uno 
de los conjuntos de vectores en el inciso a). 


(Lápiz y papel) Decir que w está en gen (v,, v,, у,} significa que existen escalares c,, с, 
y c, tales que w = су, + cv, + c,v,. Para cada conjunto de vectores dado, escriba w = 


Суу, + cv, + c.v, interprételo como un sistema de ecuaciones para las incógnitas с, 


c, у с„ verifique que la matriz aumentada para el sistema sea [v, у, уу] y resuelva el 
sistema. Observe que habrá un nümero infinito de soluciones. 


A 9) x) 
TON CENE = 


(Lápiz y papel) Este inciso y el inciso c) exploran el “significado” de tener un número 
infinito de soluciones. Para cada conjunto de vectores en el inciso a): 


i. Haga c, — 0 y despeje c, y c,. Escriba w como combinación lineal de v, y v,. 
ii. Haga c, = 0 y despeje c, y c,. Escriba w como combinación lineal de v, y v}. 


iii. Haga c, = 0 y despeje c, y c,. Escriba w como combinación lineal de v, y v,. 


(Utilice el archivo combine2.m) A continuación se presenta el código de la función 
combine2.m: 


function combine2(v1,v2,v3,w); 


о 
5 


oe 


o? o9 оо оо oe oe 


COMBINE2 funcion que grafica las combinaciones lineales de 
pares de 


vectores (v1,v2), (v2,v3), (vi1,v3) para producir al 
vector w 
los pares de vectores no debe ser paralelos 


vl: vector 2x1 
v2: vector 2x1 
v3: vector 2x1 
w: vector 2x1 


origen-[0;0]; 
Оу1= [огідеп,у1]; 
Ov2=[origen,v2]; 
Ov3= [origen, v3]; 
Ow- [origen,w]; 


wvlv2=[v1,v2]Ww; 


wv2v3=[v2,v3]Ww; 


wvlv3=[v1,v3]Ww; 


Ov1Mv2w- 


origen, wvlv2 (1) *v1,wvlv2 (2) *v2, [v1,v2] *wvlv2] ; 





Ov2Mv3w- [origen,wv2v3 (1) *v2,wv2v3 (2) *v3, [v2,v3] *wv2v3] ; 


Ov1Mv3w- 


origen,wv1v3 (1) *v1,wvlv3 (2) *v3, [v1,v3]*wv1v3]; 
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clc; 
close all 
figure (1) 


subplot (221) 

plot vectores originales (Ov1,0Ov2,0v3,0w); 
title('Vectores Originales') 

axis square 

subplot (222) 

plot vectores originales (Ov1,0v2,0v3,0w); 


hold on 

plot vectores comb (Оу1Му2м) 

texto-['w = (',convierte(wv1v2(1)),')v 1 + (' convierte (wvlv2 
(2)),')v 2']; 


title (texto) 
axis square 
subplot (223) 
plot vectores originales (Ov1,0Ov2,0v3,0w); 


hold on 

plot vectores comb (Ov2Mv3w) 

texto-['w = (',convierte(wv2v3(1)),')v 2 + (',convierte (wv2v3 
(2)),')v 3']; 


title (texto) 
axis square 
subplot (224) 
plot vectores originales (Ov1,0Ov2,0v3,0w); 


hold on 

plot vectores сотр (Ov1Mv3w) 

texto-['w = (',convierte(wv1v3(1)),')v 1 + (' convierte (wvlv3 
(2)),')v 3']; 


title (texto) 
axis square 


function plot vectores originales (v1,v2,v3,w) 
$ PLOT VECTORES ORIGINALES función auxiliar que grafica 
vectores 


оо oe 


V1,v2,v3,2: matrices de 2x2, primera columna coordenadas 
del punto de partida 
Segunda columna coordenadas de punto final 


оо 


h-plot(v1(1,:),v1(2,:),'b--*',v2(1,:),v2(2,:),'b--*',... 
v3(1,:),v3(2,:),'b--*',w(1,:),w(2,:),'b--*'); 

set(h,'LineWidth',2) 

text (у1 (1,2) /2,у1 (2,2) /2,'\ЬҒғ vi); 

text (v2(1,2)/2,v2(2,2) /2, ' Nb£ v 2'); 

text (v3(1,2)/2,v3(2,2) /2,' Nb£ v 3'); 

text (w(1,2)/2,w(2,2) /2,' Nb£ м’); 


function plot vectores comb (АА) 
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oe 


PLOT VECTORES COMB funcion que grafica un cuadrado a partir 
de las 
columnas de la matriz AA 


AA: matriz de 2x4, donde las columnas son las 
coordenadas de los vertices 


o? AN оо oe 


plot(AA(1,1:2),AA(2,1:2) ,' r:^ , AA (1, I1,31) , AA (2, [1,31) , ^ Et" 
АА (1, [2,4]),2A(2, [2,4]) , ' r:' , AA (1, [3,4]) , AA (2, [3,4]) ;' e") ; 


function str-convierte (num) 

$ CONVIERTE dado un numero regresa la representacion racional 
como una 

cadena de caracteres 


num: escalar 
Str: cadena de caracters con la representacion 
racional de num 


o? o9 o9 oe 


[temp1N,temp1D]-rat (num); 
if templD--1 
str= [num2str (temp1N),'/” num2str (temp1D)]; 
else 
str=num2str (templN) ; 
end 


Dando help combine2 se obtiene una descripción. Para cada conjunto de vectores en el 
inciso a), introduzca los vectores ү, у,, v, y w y después dé combine2(v, ,v,,V¿,W). Con esto se 
demuestra la geometría de las observaciones del inciso b). 


Nota. Es importante observar que los vectores v,, v,, v, tomados por pares no son para- 
lelos. 


. a) (Lápiz y papel) Para el conjunto de vectores (v,, v,, v,j y el vector w en i) del inciso c), 
escriba la ecuación expresando w = суу, + cv, + c,v,, como un sistema de ecuaciones 
соп c,, C, y c, como incógnitas. Escriba la matriz aumentada para este sistema de ecua- 
ciones y verifique que sea [v, v, v,|w]. Explique por qué w es una combinación lineal de 


ү, V Y V, 51 y sólo si el sistema tiene solución. 


b) Para cada conjunto de vectores (v, . . . , v} y w en el inciso c), encuentre la matriz 
aumentada [v,, v, . . . , v,|w] y resuelva el sistema correspondiente usando el comando 
€ 
rref. Formec = | : |, una solución al sistema de ecuaciones si existe la solución. 
C 


k 


c) Para cada caso trabajado en el inciso b), escriba una conclusión diciendo si w es o 
no es una combinación lineal de (v, . . . , v,) y por qué. De ser así, verifique que w = 
cV, +++ + ev, donde c... , c, sean las componentes del vector solución c en el 
inciso b). 
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AA т\( з 3 
i 2L a w-|-3 
9) 1-8) (4 25 
а (7 (3 3 
ii. 412 |,| 0.|-2 w-|-3 
9] (13) (4 25 
8) (5) (10 10.5 
51-3 | |-3 2 
iii Р E w= 
-5 P| 3['|—5 -14 
-9 10 Е 


A 
[m 
CA 
| 
(09) 
| 
UR 
© 


8 2||-7 -9 
ү. „ E > ү = 
3j |[=5 11 0 —46 
-9] 1-1) (717 8 74 
1 


vi. en el mismo conjunto que en 0); у= | 1 


TOTEM 


5. a) Para (v, ..., vj dados, sea А = [v,, v, . . - , v,] y encuentre rref(A). Argumente por 
qué habrá una solución al sistema [4|w] para cualquier w en el R” indicado. Explique 
por qué se puede concluir que el conjunto genera a todo ese R”. 


AA 7)( з 
i. E? 42L| 1 
9)\—8)\ 4 


b) Para {v,, ... , v} dados, sea А = [v,, v,.... , у] y encuentre rref(A). Argumente por qué 
habrá alguna w en el IP" indicado para el que no hay una solución al sistema [A|w]. 
Experimente usando MATLAB para encontrar dicha w. Explique por qué puede con- 
cluir que el conjunto no genera todo E. 


10) ( 9| (4 
i. R | , I Я : 
-S"op 1 
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ш. E? 4| -9 |17 1,1-2 1,116 


6. Considere las matrices en el problema 2 de MATLAB 1.8. Pruebe la invertibilidad de cada 
matriz. Para cada matriz, decida si las columnas de А generarían o no todo R” (el tamaño 
de la matriz es n X n). Escriba una conclusión respecto a la relación entre la invertibilidad 
de una matriz de n X n y si las columnas de la matriz generan todo R”. 


7. Recuerde de problemas anteriores que w = су, +--+- + су; es decir, w está en gen (v,,..., VJ 
€ 

siempre que с = | : | es una solución al sistema de ecuaciones cuya matriz aumentada es 
[35:53 И]. б, 


a) Para el siguiente conjunto de vectores, muestre que cualquier w еп IR* estará en el es- 
pacio generado por el conjunto de vectores pero habrá un número infinito de maneras 
de escribir w como una combinación lineal del conjunto de vectores; es decir, habrá un 


número infinito de maneras de elegir los coeficientes C,,..., c. 
3 —2 7 14 1 
-7 0||2| |-5| 1-5 
4P[7[P 927 0 
-2 2 1 —5 -1 


b) Para cada w dada: 


i. Resuelva el sistema para encontrar los coeficientes necesarios para escribir w 
como una combinación lineal del conjunto de vectores y escriba la soluciones en 
términos de variables arbitrarias naturales (es decir, las variables correspondientes 
a las columnas en la rref sin pivotes). 


ii. Establezca variables arbitrarias iguales a cero y escriba w como una combinación 
lineal de los vectores en el conjunto. 


iii. Verifique que w es igual a la combinación lineal que encontró: 


23 -13 
-15 18 
w- w- 
33 —45 
-5 18 


c) A partir de los resultados del inciso b), ¿qué vectores del conjunto original no fueron 
necesarios al escribir w como combinación lineal del conjunto de vectores? ¿Por qué? 
¿Cómo pueden reconocerse en la forma escalonada por renglones reducidos de la ma- 
triz cuyas columnas son el conjunto de vectores? 


d) Considere el subconjunto de los vectores originales obtenido eliminando los vectores 
no necesarios. Demuestre que cada vector no necesario está en el espacio generado 
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e) 


por este subconjunto de vectores. Argumente la razón por la que cualquier vector w 
en IP! estará en el espacio generado por este subconjunto de vectores y por la que los 
coeficientes de la combinación lineal son únicos. 


Repita los incisos a) a d) para el siguiente conjunto de vectores y los vectores w dados 
en ЄЎ. 


10| [0] [—-10| [26] [ 32 26 2 
81,121, 41|,| 7 [,[ 32 w=|31 w-|20 
=5) (7 19 1) (-5 17 52 


Aplicación Una compañía de concreto almacena las tres mezclas básicas, que se presentan 


a continuación. Las cantidades se miden en gramos y cada “unidad” de mezcla pesa 60 
gramos. Puede formular mezclas especiales revolviendo combinaciones de las tres mezclas 
básicas; entonces las mezclas especiales posibles pertenecen al espacio generado por los 
tres vectores que representan las tres mezclas básicas. 



































A B С 

Cemento 20 18 12 

Agua 10 10 10 

Arena 20 25 15 

Стауа 10 5 15 

Tobas 0 2 8 
а) ¿Se puede hacer una mezcla que consiste en 1 000 g de cemento, 200 g de agua, 1000 g 


b) 


de arena 500 g de grava y 300 g de tobas? ;Por qué sí o por qué no? De ser posible, 
¿Cuántas unidades de cada una de las mezclas 4, B y C se necesitan para formular la 
mezcla especial? 


Suponga que desea preparar 5000 g de concreto con una razón de agua a cemento 
de 2 a 3, con 1250 g de cemento. Si debe incluir 1500 g de arena y 1000 g de grava en 
las especificaciones, encuentre la cantidad de tobas para hacer 5000 g de concreto. ¿Se 
puede formular ésta como una mezcla especial? De ser así, ¿cuántas unidades de cada 
mezcla se necesitan para formular la mezcla especial? 


Nota. Este problema fue tomado de “Teaching Elementary Linear Algebra with MATLAB 
to Engineering Students” de Deborah P. Levinson, en Proceedings of the Fifth International 
Conference on Technology in Collegiate Mathematics, 1992. 


9. Si nos fijamos únicamente en los coeficientes, es posible representar polinomios como vec- 


tores. Sea р(х) = 5x? + 4x? + 3x + 1. p(x) se puede representar como el vector v = 


hh w н 


5 


En esta representación, la primera componente es el término constante, la segunda compo- 
nente es el coeficiente del término x, la tercera el coeficiente de x? y la cuarta el de x°. 


a) 


=з 


(Lápiz y papel) Explique por qué u = representa el polinomio q(x) = x? + 3x — 5. 


10. 


b) 


c) 


e) 
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Encuentre el polinomio r(x) = 2p(x) — 3q(x). Encuentre el vector w = 2v — 3u y expli- 
que por qué w representa a r(x). 

Para los incisos с) a e), primero represente cada polinomio por un vector como se 
describió. Después conteste las preguntas sobre el espacio generado como si se tratara 
de un conjunto de vectores. 





En Р,, ¿está р(х) = 2x — 1 en el espacio generado por (—5x? — 2, —6x? — 9x + 8, 
=x? — 7x + 9}? Si así es, escriba р(х) como una combinación de los polinomios en el 
conjunto. ¿Genera el conjunto de polinomios a todo P,? ¿Por qué? 


En P, ¿está р(х) = x? + 3x? + 29x — 17 en el espacio generado por (—2x* — 7x? + 8x 
— 8, 7x7 + 9x? + 3x + 5, — T) + 6x? — x — 3? Si así es, escriba р(х) como una com- 
binación lineal de los polinomios del conjunto. ¿Genera el conjunto de polinomios a 
todo P,? ¿Por qué? 


¿Genera a P, el siguiente conjunto de polinomios? ¿Por qué? 


{03-х +2, +0 + 3х +1, 20 +020 2х +1, 0 +1) 


Suponga que 4= (7 ^ «у ale E | 
b d f, b, d, f, 


1 2 


а, а, 
b b, 
€ С. à è 
Sean v= Е y w= E . Observe que v representa a la matriz A en el sentido de que 
pl 2 
€ е, 
Л f, 


está construido a partir de 4, comenzando con el elemento (1, 1) de 4, enumerando los 
elementos de la primera columna en orden, continuando la lista con los elementos de la 
segunda columna y terminando con los de la tercera. Observe también que w representa a 
B dela misma manera. 


a) 


b) 


c) 


(Lápiz y papel) Escriba la matriz C — A — 2B. Escriba el vector que representa a C en 
la forma descrita y verifique que este vector sea igual a v — 2w. 

Para los incisos 5) y d), primero represente cada matriz por un vector como el que 
se describió. Después conteste las preguntas relativas al espacio generado como si se 
refirieran a vectores. 


1 3 . 2 А . 
¿Está E a) en el espacio generado por el siguiente conjunto de matrices? De ser 


así, escríbala como una combinación lineal: 
2 -11(7 9 (7 6 
B RU Sl -3 

¿Genera este conjunto a todo M,,? ¿Por qué? 


[4 T —10 
¿Está 
| 2 —6 1 


De ser así, escríbala como una combinación lineal. 


65 (6 4 41(-4 1 о\ (8 -1 5\(4 5 -101(-9 4 0 
g * iio. 9 7 Mes 2 2317. 4 8J18 0 -—1/1 3 4 = 


¿Genera este conjunto a todo M,,? ¿Por qué? 


| en el espacio generado por el siguiente conjunto de matrices? 
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d) ¿Genera el siguiente conjunto de matrices todo M,,? ¿Por qué? 


i 36 A 


ES] Inoerenoencia Lineal 


DEFINICIÓN 


En el estudio del álgebra lineal, una de las ideas centrales es la de dependencia o independencia 
lineal de los vectores. En esta sección se define el significado de independencia lineal y se mues- 
tra su relación con la teoría de sistemas homogéneos de ecuaciones y determinantes. 


А . f 1 2 
¿Existe una relación especial entre los vectores v, = ў у У, = F ? Por supuesto, se 
puede apreciar que v, = 2v,; о si se escribe esta ecuación de otra manera, 
2v, – У, = 0 (1) 


En otras palabras, el vector сего se puede escribir como una combinación no trivial de v, y v, 
(es decir, donde los coeficientes en la combinación lineal no son ambos cero). ¿Qué tienen de 


1 4 =$ 
especial los vectores v, =|2 |, v,=| 1| y v,=| 8|? La respuesta a esta pregunta es 
3 5 19 


más difícil a simple vista. Sin embargo, es sencillo verificar que v, = Зу, + 2v,; rescribiendo 
esto se obtiene 


Jy, +27, — v. =0 (2) 


Se ha escrito el vector cero como una combinación lineal de v,, v, y v,. Parece que los dos vec- 
tores en la ecuación (1) y los tres vectores en la ecuación (2) tienen una relación más cercana 
que un par arbitrario de 2-vectores o una terna arbitraria de 3-vectores. En cada caso, se dice 
que los vectores son /inealmente dependientes. En términos generales, se tiene la importante 
definición que a continuación se presenta. 


Dependencia e independencia lineal 


Sean v,, V» ... , V, п Vectores en un espacio vectorial V. Entonces se dice que los vectores 
son linealmente dependientes si existen п escalares с, C,, . . . , с, no todos cero tales que 


Ov ccv CV 0 (3) 


Si los vectores no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente indepen- 
dientes. 


Para decirlo de otra forma, v,, v,, ... , v, son linealmente independientes si la ecuación c,v, 
+ суу, occ + су, = 0 ве cumple únicamente рага c, = c, = · ·· = c, = 0. Son linealmente 
dependientes si el vector cero en V se puede expresar como una combinación lineal de у,, v,, 


. , V, соп coeficientes no todos iguales a cero. 








Nota. Se dice que los vectores v,, v,, . . . , v, son linealmente independientes (o dependientes), о 
que el conjunto de vectores (v, V,, . . . , У} es linealmente independiente (o dependiente). Esto 
es, se usan las dos frases indistintamente. 
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¿Cómo se determina si un conjunto de vectores es linealmente dependiente o independiente? El 
caso de 2-vectores es sencillo. 


TEOREMA Dependencia e independencia lineal 


Dos vectores en un espacio vectorial son linealmente dependientes si y sólo si uno de 
ellos es un múltiplo escalar del otro. 


DEMOSTRACIÓN Primero suponga que у, = cv, para algún escalar с + 0. Entonces cv, — v, = 0 y y, y v, son 
E - linealmente dependientes. Por otro parte, suponga que v, y v, son linealmente depen- 
dientes. Entonces existen constantes c, y c, al menos uno distinto de cero, tales que суу, 

+ суу, = 0. Si c, £ 0, entonces dividiendo entre c, se obtiene v, + (c,/c,)v, = 0, o sea, 


Es decir, v, es un múltiplo escalar de у, Si c, = 0, entonces c, # 0 y, por lo tanto, у, = 0 
= 0y.. 
1 


| EJEMPLO 1 | Dos vectores linealmente dependientes en E^ 


2 =6 


3 : А 
Los vectores v, = y У, = 0 son linealmente dependientes ya que v, = —3v,. 


3 -9 


| EJEMPLO2 | Dos vectores linealmente dependientes en R? 


1 2 
Los vectores | 2 | y | 5| son linealmente independientes; si по lo fueran, se tendría | 5 |= 
1 с\\4 -3 -3 
c| 2 |=| 2c |. Entonces 2 = с, 5 = 2с y —3 = 4c, lo cual es evidentemente imposible para cual- 
4 4c 
quier nümero c. 


| EJEMPLO3 | Determinación de la dependencia o independencia lineal de tres vectores en R? 





1 2 0 
Determine si los vectores | -2 |,| -2| y | 1 | son linealmente dependientes o independientes. 
3 0 7 
1 2 0 0 
E Solución Suponga que c |2|+c,| 2 |+c,|1|=0=|0 |. Entonces multiplicando y sumando se ob- 
3 0 7 0 
e, +20, 0 


tiene | -2c, -2c, + с, |=| 0 |. Esto lleva al sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres 
3c + 7с, 0 


1 
incógnitas с, C, y Cy: 
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с, + 2c, =0 
—2с,+2с,‚, + с,=0 (4) 
3с, +7c,=0 


De este modo, los vectores serán linealmente dependientes si y sólo si el sistema (4) tiene solu- 
ciones no triviales. Se escribe el sistema (4) usando una matriz aumentada y después se reduce 
por renglones. La forma escalonada reducida por renglones de 


1.2.0 | 0 100| 0 
22 1 | ojejo 1 0] 0 
з от | o) [oo 1 o 


Este último sistema de ecuaciones se lee c, = 0, c, = 0, c, = 0. Por lo tanto, (4) no tiene solucio- 
nes no triviales y los vectores dados son linealmente independientes. 


| EJEMPLO 4 | Determinación de la dependencia lineal de tres vectores en R 


1 3 11 
Determine si los vectores | —3 |,| 0 | y | —6 | son linealmente dependientes o independientes. 
0) 14 12 
1 3 11 0 
B Solución La ecuación ci 3|+c,|0|+c,| -6 [= | 0 | conduce al sistema homogéneo 
0 4 12 0 


c, +3c, * llc, =0 


=3c, = 6c,=0 (5) 
4c, +12c, =0 
Escribiendo el sistema (5) en la forma de matriz aumentada y reduciendo por renglones, se 
obtiene 
Е |0 зп |0 
-3 0 -6 | 0| — |0 9 27 | 0 | ——— 
0.4 12 |0 оар [0 
1.3 11 |0 1 о 2 |0 
— |o ı 3 | o| — lo 1 3 |0 
0 4 р | о ооо |0 


Nos podemos detener aquí ya que la teoría de la sección ІА muestra que el sistema (5) tiene un 
número infinito de soluciones. Por ejemplo, la última matriz aumentada se lee 


eq + 2с, =0 
с, H3c,=0 
Si se hace c, = 1, se tiene с, = —3 y c, = —2, de manera que, como puede verificarse, 
1 3 11 0 
-2 | -3 |- 3| 0 |+| —6 |= [0 | y los vectores son linealmente dependientes. 


0 4 12 0 


Figura 4.3 


Dos conjuntos de tres 
vectores. 
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INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DEPENDENCIA LINEAL EN R?’ 


En el ejemplo 3 se encontraron tres vectores en K? que eran linealmente independientes. En 
el ejemplo 4 se encontraron tres vectores que eran linealmente dependientes. ¿Qué significado 
geométrico tiene esto? 

Suponga que u, v у w son tres vectores linealmente dependientes en KJ. Se pueden tratar 
los vectores como si tuvieran un punto terminal en el origen. Entonces existen constantes с, c 
y с,, no todas cero, tales que 


2 


cju + су + cow = 0 (6) 


Suponga que c, + 0 (un resultado similar se cumple si c, 40 o с, #0). Entonces se pueden dividir 
ambos lados de (6) entre c, y reacomodar los términos para obtener 


с, C, 
w=-—u- —v= Au + Bv 
€ € 
donde А = —c,/c, y B = —c,/c, Ahora se demostrará que u, v y w son coplanares. Se calcula 


w (их v) = (Au X Ву) = · (u X v) = A[u: (u X v)] + Biv: (и X v)] 
= 4:0+8:0=0 


porque иу v son ambos ortogonales а и X v (vea la página 255). Sea n = u X v. Si n = 0, en- 
tonces por el teorema 3.4.2 parte vii) uy v son paralelos (y colineales). Así u, v y w están en 
cualquier plano que contiene tanto a u como a v y por consiguiente son coplanares. Si n z 0, 
entonces u y v están en el plano que consiste en aquellos vectores que pasan por el origen que 
son ortogonales a n. Pero w está en el mismo plano porque w · n = w (и X v) = 0. Esto muestra 
que u, v y w son coplanares. 

En el problema 66 se pide al lector que demuestre que si u, v y w son coplanares, son lineal- 
mente dependientes. Se concluye que 


Tres vectores en K? son linealmente dependientes si y sólo si son coplanares. 


La figura 4.3 ilustra este hecho utilizando los vectores en los ejemplos 3 y 4. 


(11, —6, 12) 





a) b) 
Estos tres vectores Estos tres vectores 
son independientes son independientes 


y no coplanares y coplanares 


318 CarírTULO 4 X Espacios vectoriales 


La teoría de sistemas homogéneos nos habla acerca de la dependencia o independencia lineal 
de los vectores. 


TEOREMA El Un conjunto de л vectores en R” es siempre linealmente dependiente si n > m. 
Sean v,, v, ..., v, n vectores en E" e intentemos encontrar constantes c, с,,..., с, no 
todos cero tales que 
Cin лк @М чк ев зр v ка) (7) 
ЦИ 12 1п 

а, а» а,, „к B 
Seav,=| * | v,=| ~ |,...,у =] -' |. Entonces la ecuación (7) se convierte en 

ал а 2 Or 


(ue, T G6, ЛЕ ooo PL C. =0 
LE. PALO, Sp ooo =p aL О 
PA i DRM 2n n 

я : à (8) 


GL (e SE. e, озо чей (e. mm) 
ml m2 2 mn n 


Pero el sistema (8) es el sistema (1.4.1) de la página 38 y, según el teorema 1.4.1, tiene un 
número infinito de soluciones si n > т. De esta forma, existen escalares C,, C,, . . . , c, no 
todos cero, que satisfacen (8) y, por lo tanto, los vectores v, v, . . . , v, son linealmente 
dependientes. 


| EJEMPLOS | Cuatro vectores en E? que son linealmente dependientes 


2 + 18 2 
Los vectores | -3|,| 7ļ,| -11| y | —7 | son linealmente dependientes ya que constituyen un 
4) |-6 4 3 


conjunto de cuatro vectores de 3 elementos. 


Existe un corolario importante (y obvio) del teorema 2. 


COROLARIO Un conjunto de vectores linealmente independientes en R” contiene a lo más n vectores. 


Е 


Nota. El corolario se puede expresar de otra forma. Si se tienen n vectores de dimensión и li- 
nealmente independientes, no se pueden incluir más vectores sin convertir el conjunto en uno 
linealmente dependiente. 

Del sistema (8) se puede hacer otra observación importante cuya prueba se deja como 
ejercicio (refiérase al problema 32 de la presente sección). 


TEOREMA EJ 
a 
Sea A=| ? 


ml 
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Entonces las columnas de А consideradas como vectores, son linealmente dependientes 
si y sólo si el sistema (8), que se puede escribir como Ac = 0, tiene soluciones no triviales. 


| 
©» 


Aquí c= 


| EJEMPLO6 | Soluciones a un sistema homogéneo escritas como combinaciones 


B Solución 


lineales de vectores solución linealmente independientes 


Considere el sistema homogéneo 


x t2x,—x,-2x,-20 
1 2 3 4 (9) 


3x, +7x,+x,+4x,=0 


Haciendo una reducción de renglones: 


El ültimo sistema es 
X —9х, + 6x, =0 


x, H4x,-2x,=0 


Se ve que este sistema tiene un número infinito de soluciones, que se escriben como una combi- 
nación lineal de los vectores columna: 


x, 9x, — 6x, 9 —6 
X; - 4x, * 2x, —4 2 

= =x. Tx 10 
X x : 1 а 0 ao 


w 
ч 


> 
x 

E 

o 


4 


9 —6 
+ 2 . А . А А 
Observe que 1 y 0 son soluciones linealmente independientes para (9) porque ningu- 
0 1 


no de los dos es múltiplo del otro (el lector debe verificar que sean soluciones). Сото x, y x, 
son números reales arbitrarios, se ve de (10) que el conjunto de soluciones al sistema (9) es un 
subespacio de IR* generado por estos dos vectores solución linealmente independientes. 


Los siguientes dos teoremas se deducen directamente del teorema 3. 
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TEOREMA a | Sean v,, Y, - - . , у, п vectores en E" y sea А una matriz de n X n cuyas columnas son y,, 
V» ss, V, Entonces, v,, V... , v, SON linealmente independientes si y sólo si la única 
solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial x = 0. 


DEMOSTRACIÓN Éste es el teorema 3 para el caso m = n. 
TEOREMA E Sea A una matriz de n X n. Entonces det А + 0 si y sólo si las columnas de A son lineal- 
mente independientes. 
DEMOSTRACIÓN Del teorema 4 y del teorema de resumen (página 208), las columnas de А son linealmen- 
te independientes €» 0 es la única solución a Ax = 0 о det A + 0. Aquí, > significa “si 
y sólo si”. 


El teorema 5 nos lleva a extender nuestro teorema de resumen. 


TEOREMA E Teorema de resumen (punto de vista 5) 


Sea A una matriz de n X n. Entonces las ocho afirmaciones siguientes son equivalentes; 
es decir, cada una implica a las otras siete (de manera que si una es cierta, todas son 
ciertas). 
i. A es invertible. 
ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial (x — 0). 
iii. El sistema Ax — b tiene una solución única para cada n-vector b. 
iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad de n X n, Г. 
v. A es el producto de matrices elementales. 
vi. La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes. 
vii. det A z 0. 
viii. Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes. 
DEMOSTRACIÓN La única parte que no se ha demostrado hasta el momento es que los renglones de 4 
L son linealmente independientes S det А z 0. Las columnas son independientes < det 
A £z 0 €» det 4' = det A + 0 (vea el teorema 2.2.4 de la página 185) = las columnas de 
А! son linealmente independientes. Pero las columnas de 4' son los renglones de А. Esto 
completa la prueba. 


El siguiente teorema combina las ideas de independencia lineal y conjuntos generadores en R”. 


TEOREMA EA Cualquier conjunto de n vectores linealmente independiente en R” genera а R”. 
а а а, 
А 4, а, 0, ; ; : 
L DEMOSTRACIÓN Seanv,-| 2 | v,=| Z h.v, =| 7 |, vectores linealmente independientes y sea 
* 
a а can 
у= |> |, un vector en E". Debemos demostrar que existen escalares En Ca Таіса 


X V EG, 7 CN ar eod OM. 
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Es decir 
Xy i 12) 1п 
х а а а 
а ЕС E une as (11) 
*, а а a 


En (11) se multiplican componentes, se igualan y se suman para obtener un sistema de 


n ecuaciones соп и incógnitas c, Cy- ->C 
auc, аг aC, AP Een aC, = X, 
(ME + 0,6, позаг AE = Y (12) 


Atl 
[Mn + а C» stes sess а „С. Xn 


Se puede escribir (12) сото 4e = у, donde 


ftl 12 1п с, 
а. а a (e 
а Im 8| y о 
ал ао aT: E 


Pero det А = 0 ya que las columnas de А son linealmente independientes. De manera 
que el sistema (12) tiene una solución única e por el teorema 6 y el teorema queda de- 
mostrado. 


Observación. Esta demostración no sólo muestra que v se puede escribir como una combina- 
ción lineal de los vectores independientes v,, V,, . . . , у, Sino también que esto se puede lograr 
de una sola manera (ya que el vector solución c es único). 


| EJEMPLO7 | Tres vectores en E? generan ЁЗ si su determinante es diferente de cero 


2.1 3 
Los vectores (2, —1, 4), (1, 0, 2) y (3, —1, 5) generan E? porque |-1 0 -1| = —1 #0 y, por lo 
tanto, son independientes. 42 5 


Todos los ejemplos que se han dado hasta ahora han sido en el espacio R”. Esto no repre- 
senta una restricción tan grande como parece. En la sección 5.4 (teorema 6) se demostrará que 
diferentes espacios vectoriales de apariencia muy distinta tienen, en esencia, las mismas propie- 
dades. Por ejemplo, se verá que el espacio P, es fundamentalmente el mismo que R”*!. Se dirá 
que dos espacios vectoriales con esta forma son isomórficos. 

Este importante resultado tendrá que esperar hasta el capítulo 5. Mientras tanto, se darán 
algunos ejemplos en espacios diferentes a IP”. 


| ЕЈЕМРІО 8 8 Tres matrices linealmente independientes en М,, 


En M,,, sean А = LO Е add. [^3 9. 4 Determine si А, А, y A 
23? 3 3 «1 s gl y ual p 45 Y A, 


son linealmente dependientes o independientes. 
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E Solución ^ Suponga quec,A, + c,A, + c,A, = 0. Entonces 


ооо 10 2 -] 1 4 -1 0 1 
= с + с, + с, 

ооо 3 1 -I 230 ] 2. 1 
| €,—0€,— С, с, pcd) 


Зс *2c,*c, c *t3c, + 2с, =0 +6, 


Esto nos proporciona un sistema homogéneo de seis ecuaciones con tres incógnitas, су, с, y с, 
en el cual resulta bastante sencillo verificar que la única solución es c, = c, = c, = 0. De este 
modo, las tres matrices son linealmente independientes. 


| EJEMPLO 9 | Cuatro polinomios linealmente independientes en P, 


En P, determine si los polinomios 1, x, x? y x? son linealmente dependientes o independientes. 


Ш Solución Suponga que €, + €x + cx? + c, X = 0. Esto debe cumplirse para todo número real x. En par- 
ticular, si x — 0, se obtiene c, — 0. Entonces, haciendo x — 1, —1, 2 se obtiene, sucesivamente, 


Cc, + c+ c-0 
=C, + c&- c,-0 


2c, + 4c, + 8с, = 0 


El determinante de este sistema homogéneo es 


111 
-] 1 -1[=12%0 
2.4 8 


De manera que el sistema tiene una solución única c, = c, = c, = c, = 0 y los cuatro polinomios 
son linealmente independientes. Esto se puede ver de otra forma. Se sabe que cualquier polino- 
mio de grado 3 tiene a lo más tres raíces reales. Pero si c, + c,x + cx? + сох = 0 para algunas 
constantes diferentes de cero с, с„ с,, y c, y para todo número real x, entonces se ha construido 
un polinomio cübico para el que todo nümero real es una raíz, lo cual es imposible. 


| EJEMPLO 10 | Tres polinomios linealmente independientes en P, 


En P,, determine si los polinomios x — 2x?, x? —4x y —7x + 8x? son linealmente dependientes 
o independientes. 


B Solución Sea с(х — 2x?) + cx? —4x) + с(—7х + 8x?) = 0. Reacomodando los términos se obtiene 
(c, – 4c, – 7e,)x 2 0 
(-2€ + с, + 8c,)x =0 
Estas ecuaciones se cumplen para todo x si y sólo si 


c, – 4с, – 7с, = 0 


=2E, +8 +88, 20 


Pero para el teorema 1.4.1 de la página 38, este sistema de dos ecuaciones con tres incógnitas 
tiene un número infinito de soluciones. Lo que muestra que los polinomios son linealmente 
dependientes. 
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Si se resuelve este sistema homogéneo, se obtiene, sucesivamente 


1 47 | 0 1-4-7 | 0 
—— 
-2 1 8 | 0 07 -6 | 0 


1-4-7 | 0 ї Фф = 4 
бзш бї © Jo 
7 7 


; E 25 6 . : 
Así, se puede dar un valor arbitrario a c,, c, = —c, y c, = — = с,. Si, por ejemplo, c, = 7, en- 
Ё 7 7 
tonces c, = 25, с, = —бу se tiene 


25(х — 2x?) — 6(x? — 4x) + 7(—7х + 8х2) = 0 


Problemas 4.5 
AUTOEVALUACIÓN 


l. ¿Cuáles de los siguientes pares de vectores son linealmente independientes? 


Шы) OG 090 
AO 


. ¿Cuál de los siguientes pares de vectores es un conjunto generador de E? 


QU) — *06 — OG 
GM) G 


¿Cuál de los siguientes conjuntos de vectores debe ser linealmente dependiente? 


e) e eam 
a) |b|.| e b) CREE o lb], el, |h 
ells л eN i 
a d ENS 
d |bllel|l|hj||k 
f i [| 


Aquí a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, y [son números reales. 


Indique si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas 


IV. Si v, v, . . - , v, son linealmente independientes, entonces у, v, - . . , Y,» v, también 
son linealmente independientes. 
V. Si v, у,,..., v, son linealmente dependientes, entonces у, v, - . - , V» v,,, también 


son linealmente dependientes. 


VI. Si А es una matriz de 3 X 3 y det А = 0, entonces los renglones de А son vectores 
linealmente dependientes en KJ. 
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VII. Los polinomios 3, 2x, —x* y 3x* son linealmente independientes en P,. 


Н 1 eo un (o. 1 2 3 А ; \ 
VIII. Las matrices ў : y son linealmente independientes 
0 0/10 0/11 O0 -5 0 
en M,,. 


De los problemas 1 al 27 determine si el conjunto de vectores dado es linealmente dependiente 
o independiente. 


— 
CEA, 
N Ra 
i 
| 
LUN 
—— 
N 
| 
hh =. 
| 
- N 


Ld 2 4 
4 8 
-2 4 І 
5. 6. 101,11 
3) (7 
0 1 
i 1 0 1 
1 0 
3 1 
9. И ! 10. | 4|; 312 
2 8 
3 1 
11. 12. 4|;|—1|;|1 
2 3) 18 
1 3 0 5 1 3 0 5 
—2 0 |; 4 0 —2 
13. ; 14. 0 ; 3 : 0 
1 2 —1 3 1 2 —1 3 
1 —2 —1 —1 1 —2 1 -1 
7 —2 
15. И Д1 16. 4 |, 
2 0 
17. ЕЕР:1—х,х 18; En Pi =x, X —24 25€ 
19. En P-1-— x D xx 20. En P X, =. 





21. En Pix - (x — D(x — 2), (x — D(x — 2)(x — 3), x^ 
22. En P: 2x, 3, + х— 4x, x? 18x =D 


2 -1)[0 3][(4 1 
sss) LN 


24. 


25. 


*26. 
*27. 
28. 


*29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


*36. 


37. 
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Sea M,,: pos i Еби Р 
0 6 3 1)|- 
Seas] 1 S LI? AE кк рез 
1 2 7 AJ|7 6)\2 3)|-1 4 
En C[0, 1]: sen x, cos x 


En C[0, 1]: x, Lx, if x 


è -— x a C 
Determine una condición sobre los números a, b, c y d tal que los vectores H y Wl sean 
linealmente dependientes. 

а, а аз 
Encuentre una condición sobre los números a, tal que los vectores | а, |. | a,, |у|а,, 
sean linealmente dependientes. 05,7 3 95 
1 2 3 
¿Para qué valor(es) de o serán linealmente dependientes los vectores | 2 |,| —1 |,| о |? 
3114) (4 
211-4} [о 
¿Para qué valor(es) de о serán linealmente dependientes los vectores | 3 |,| 6|,| 11? 
[Sugerencia: observe con atención.] 1} (72) (2 
Pruebe el teorema 3. [Sugerencia: observe con atención el sistema (8).] 
Demuestre que si los vectores v,, У„... , v, son linealmente dependientes en R”, con m < 
n, y si y, , es cualquier otro vector en R”, entonces el conjunto у, у,,..., У, v, ,, es lineal- 
mente dependiente. 
Demuestre que si v, У,,..., v, (n = 2) son linealmente independientes, entonces también 
lo son v,, Y, - - - , v, donde k < n. 
Demuestre que si los vectores v, y v, diferentes de cero en K" son ortogonales (vea la página 


75), entonces el conjunto (v,, у,} es linealmente independiente. 


Suponga que v, es ortogonal a v, y v, y que v, es ortogonal a v,. Si v,, v, y v, son diferentes 
de cero, demuestre que el conjunto (v,, у,, у,} es linealmente independiente. 


Sea A una matriz cuadrada (de n X n) cuyas columnas son los vectores, v,, v, . . . , ү. De- 
muestre que v,, V, . . . , v, son linealmente independientes si y sólo si la forma escalonada 
por renglones de А no contiene un renglón de ceros. 


De los problemas 38 al 44 escriba las soluciones a los sistemas homogéneos dados en términos 
de uno o más vectores linealmente independientes. 


38. 
39. 


40. 


41. 


+ == 

х= xXx +7x,-x,=0 
2x, + 3х, – 8х, + х, = 0 
XQ Tx 
Xx —3 00 

Xr AX, — 3 0 
2x, + 5х, + 4х, = 0 
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42. 


43. 


44. 
45. 


X cbe o = х= x,=0 
—2х, + 3x, — x, + 4x, — 6x, —U 





Xx, tx, tx,- 
x,—x,—0 

x, + 2х, – 3x, + 5х, = 0 

Ѕеа и = (1, 2, 3). 


а) Sea Н = (v e I: u · у = 0). Demuestre que Н es un subespacio de E. 

b) Encuentre dos vectores linealmente independientes еп Н. Denomínelos x y у. 
c) Calcule w = x X y. 

d) Demuestre que u y w son linealmente dependientes. 


e) Dé una interpretación geométrica de los incisos a) y c) y explique por qué d) debe ser 
cierto. 


Observación. Si V = (v e K*: v = ou para algún número real aj entonces V es un subespacio de 
E? y H se llama complemento ortogonal de V. 


46. 


47. 
48. 
*49. 
50. 


51. 
52. 
53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


Elija un vector u + 0 en E. Repita los pasos del problema 45 comenzando con el vector que 
eligió. 

Demuestre que cualesquiera cuatro polinomios en P, son linealmente dependientes. 
Demuestre que dos polinomios no pueden generar a P,. 

Demuestre que cualesquiera n + 2 polinomios en P, son linealmente dependientes. 


Demuestre que cualquier subconjunto de un conjunto de vectores linealmente indepen- 
dientes es linealmente independiente [nota: esto generaliza el problema 34]. 


Demuestre que cualesquiera siete matrices en M,, son linealmente dependientes. 
Pruebe que cualesquiera mn + 1 matrices en М, ѕоп linealmente dependientes. 


Sean S, y S, dos conjuntos finitos linealmente independientes en un espacio vectorial V. 
Demuestre que S, r^ S, es un conjunto linealmente independiente. 


Demuestre que en P, los polinomios 1, x, x?, .. . x", son linealmente independientes [suge- 
rencia: por supuesto, esto es cierto si n = 1. Suponga que 1, x, x2, . . . x"! son linealmente 
independientes y demuestre que esto implica que 1, x, x2, . . . x" también son linealmente 
independientes. Esto completa la prueba por inducción matemática). 


Sea (v, v, ..., у} Un conjunto linealmente independiente. Demuestre que los vectores v,, 
Үү, YS VE V + Vs... Y, + Ү, to v, son linealmente independientes. 
Sea S = (v,, V, ..., Уу} un conjunto linealmente independiente de vectores diferentes de 


cero en un espacio vectorial V. Demuestre que al menos uno de los vectores en S se puede 
escribir como una combinación lineal de los vectores que le preceden. Es decir, demues- 


tre que existe un entero k = n y escalares œ, œ, ..., o, , tales que v, = ov, ov, ..., 
D esee 
Sea (v,, V, ..., Y,) un conjunto de vectores que tiene la propiedad de que el conjunto 1v, 


vj es linealmente dependiente cuando ¡+ j. Demuestre que cada vector del conjunto es un 
múltiplo de un solo vector de ese conjunto. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


4.5 Independencia lineal 327 


. Sean f y g en C'[0, 1]. Entonces el wronskiano! de fy g está definido por 


f(x) gx) 
Р(х) gx) 
Demuestre que si f y g son linealmente dependientes, entonces W( f, g(x) = 0 para todo 
x e [0,1]. 


W(f, вх) = 








Determine una definición adecuada para el wronskiano de las funciones f, fj, . . . 
Се) [0, 1].* 


J, E 


Suponga que u, v y w, son linealmente independientes. Pruebe o desapruebe: u + v, u + w 
yu + w son linealmente independientes. 


¿Para qué valores reales de c son linealmente independientes los vectores (1 —c, 1 + c) y 
(1 +<c1-cy 

Demuestre que los vectores (1, а, a?), (1, b, b?) y (1, c, ?) son linealmente independientes si 
а+ Б, ат суђ + с. 


Sea (Y, Ya .. 


Va > + -> VJ. Demuestre que fv, V, 


. , v, y un conjunto linealmente independiente y suponga que v e gen {у,, 
. » V, es un conjunto linealmente independiente. 


Encuentre un conjunto de tres vectores linealmente independientes en K? que contenga a 


2| [= үү] 
los vectores | 1 |y| 3| | sugerencia: encuentre un vector у ёреп+| 1 |,| 3 
2 4 2 4 


Encuentre un conjunto linealmente independiente de vectores en P, que contenga a los 
polinomios 1 — x?y 1 + x. 
uu Yi Wi 


Suponga que u-|u, |, v=| v, | y у= | w, |, son coplanares. 


u V Ww 


3 3 3. 

a) Demuestre que existen constantes a, b y c no todas cero tales que 
au, + bu, + cu, —0 
av, + bv, + cv, —0 

aw, + bw, +cw, =0 


b) Explique por qué 


det=|v v, у, |=0 
w w w 


c) Use el teorema 3 para demostrar que u, v y w son linealmente dependientes. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


1. Todos Il. Todos Ill. b, d IV. F 
VI. V VII. V VIII. F 


V. V 


t Así denominado por el matemático polaco Jozef María Hoene-Wronski (1778-1853). Hoene-Wronski pasó la mayor 
parte de su vida adulta en Francia. Trabajó en la teoría de determinantes y fue conocido también por sus escritos críticos 
sobre filosofía de las matemáticas. 

+ C^? [0, 1] es el conjunto de funciones cuyas (n — 1)-ésimas derivadas están definidas y son continuas en [0, 1]. 
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КЫ МАТГАВ 4.5 


1. 


Utilice rref para verificar la independencia o dependencia de los conjuntos de vectores de 
los problemas 1 al 16 de esta sección. Explique sus conclusiones. 


. 4) Para los problemas 9 y 12 argumente por qué los vectores no son coplanares. 


b) Explique las razones por las cuales los conjuntos de vectores dados son coplanares. 


. Elija my nconm> n y sea А = 2*rand(n,m)-1. Determine la dependencia o independencia 


de las columnas de А. Repita para otros cuatro valores de m y n. Escriba una conclusión 
sobre la independencia lineal de las columnas de una matriz que tiene más columnas que 
renglones. Pruebe su conclusión. 


. Considere las matrices del problema 2 en MATLAB 1.8. Pruebe la invertibilidad de cada 


A, la independencia lineal de las columnas de 4 y la independencia lineal de los renglones 
de A (considere 4”). Escriba una conclusión relacionando Іа invertibilidad de 4' con la in- 
dependencia lineal de las columnas de 4 y con la independencia lineal de los renglones de 
A. Pruebe su conclusión en términos de las propiedades de la forma escalonada reducida 
por renglones. 


. а) (Lápiz y papel) Si А es den X т y z es de m X 1, explique por qué w = Az está en el 


espacio generado por las columnas de 4. 


b) Para cada conjunto de vectores 1v, v, . . . , V,) dado, genere un vector aleatorio w que 
se encuentre en el espacio generado por ese conjunto [use el inciso a)]. Pruebe la depen- 
dencia o independencia lineal del conjunto de vectores {v}, V, . . . , v, wj. Repita para 
Otros tres vectores w. 

1 -1 2 
8 14 (10 0 alla 
i 7 1-7 1,1—6 П 1] asbl 0 
КАГАМ 1) 1JV 4 
4 10 61 [3 
3 2 2\|2 
iii 2|,| 85| 8]/,/ 1 
0 1 2||2 
2 4) (10) (6 
c) Escriba una conclusión a lo siguiente: si w está en gen {у,,..., у}, entonces... 


6. a) Recuerde los conjuntos de vectores en los problemas 3 y 7 de MATLAB 4.4. Para w en 


el espacio generado por esos conjuntos de vectores, había un número infinito de mane- 
ras de escribir w como una combinación lineal de los vectores. Verifique que cada uno 
de esos conjuntos de vectores es linealmente dependiente. 


b) (Lápiz y papel) Pruebe la siguiente afirmación: para los vectores en R” tales que w = 

CV, +++ + суу, tiene una solución, existe un número infinito de soluciones para c,, с„ 

. , C, si y sólo si (v, V, - . . , ү} es linealmente independiente [sugerencia: piense en la 
forma escalonada reducida por renglones]. 


7. a) 


b) 
c) 


d) 


e) 


f) 
8. a) 


b 
9. a) 


Xx 


b) 
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Elija n y m con m = n y sea A = 2*rand(n,m)-1. Verifique que las columnas de A sean 
linealmente independientes. Cambie А de manera que alguna(s) columna(s) sea(n) com- 
binaciones lineales de otras columnas de А (por ejemplo, В = A; B(:,3) = 3*В(:,1)- 
2*B(:,2)). Verifique que las columnas de B sean dependientes. Repita para otras combi- 
naciones lineales. ¿Qué columnas de rref(B) no tienen pivotes? ¿Cómo se relaciona esto 
con su combinación lineal? 


Repita el inciso a) para otros cuatro juegos de n, m y A. 


Escriba una conclusión a lo siguiente: si una columna А es una combinación lineal de 
otras columnas entonces . . . 


Vuelva a hacer el problema 5 de MATLAB 1.7. Verifique que para cada matriz A en ese 
problema que las columnas son dependientes. 


Escriba una conclusión a lo siguiente: si las columnas de A son linealmente dependien- 
tes, entonces... 


(Lápiz y papel) Pruebe su conclusión. 


Del problema 7 de esta sección y del problema 5 de MATLAB 1.7, se puede concluir que 
si las columnas de А son dependientes, entonces las columnas de A correspondientes a 
las columnas sin pivotes en rref(A) se pueden escribir como combinaciones lineales de 
las columnas de A correspondientes a las columnas con pivotes en rref(A). Siguiendo el 
proceso descrito en el problema 5 de MATLAB 1.7, determine cuáles columnas de las 
matrices dadas son combinaciones lineales de otras columnas; escriba estas columnas 
como combinaciones lineales y verifique, utilizando MATLAB, que estas combinacio- 
nes lineales son correctas. 


2 10.0 -10 -6 32 
1. 23 1 ii. 82 -4-7 32 
-] 1 -3 -5 7 19 1 —5 
7 6 11 3 5 
1 3 1 1 3 
8 1 -5 -20 9 
2 4 01-1 
iii. | 7 6 11 3 8 iv. 
0-2 3 1 9 
8 2 2 -16 6 
1 1 213 
73 2 -9 7 


(Lápiz y papel) Realice el problema 56 de la sección 4.5. 


Demuestre que los siguientes conjuntos de vectores son independientes pero que existe un 
vector en su R” respectivo que no se encuentra en el espacio generado por el conjunto. 


. 2 =l 
i. R 2 
ii. E^ vea el inciso b ii) del problema 5 de esta sección de MATLAB. 


iii. E^ vea el inciso b iii) del problema 5 de esta sección de MATLAB. 


Demuestre que los siguientes conjuntos de vectores generan todo su R” respectivo pero 
que no son linealmente independientes. 


i Р i AE (=i ая 

e (ОЭ) E) ii. R 0L| 2L|-1L| I 
ST 0 

1 з) 10) (4 
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c) 


d) 


10. a) 


b) 


c) 


d) 


4) (3) (o) (7) (. 1) (1 
| үгү 1] o1 
Hw Ро ро |та 
2) 02) 05) C 0) 14 


¿Es posible alguna de las situaciones en los incisos a) o b) si se considera un conjunto de 
n vectores en R”? ¿Por qué? Proporcione ejemplos usando MATLAB. 

(Lápiz y papel) Escriba una conclusión relacionando la independencia lineal con la 
generación de todo P” para el conjunto de m vectores en R”. Considere m > n, m = n 
y m < n. Pruebe su afirmación considerando las propiedades de la forma escalonada 
reducida por renglones de la matriz cuyas columnas son el conjunto de vectores. 


Verifique que cada conjunto de vectores dado sea linealmente independiente. 


1 f-1 2 41 (103 [6] [3 
А 0 211-1 i 3 2112112 
1. > > n. > > > 
1 0 2 8 1 
1 1 4 0 2) 12 
-l|[-1 
E 0 
iii. y 
1 
5 


iv. Genere cuatro vectores aleatorios en símbolo P* utilizando el comando rand. Veri- 
fique la independencia (siga generando conjuntos hasta que obtenga uno indepen- 
diente). 


Forme una matriz A invertible de 4 X 4. Para cada conjunto de vectores linealmente 


independientes (v,, v,, . . . , v,j del inciso a), verifique la dependencia o independencia 
de (Av,, Av,, ..., Av,) para determinar qué conjuntos (Av,, Ау, ..., Av,) son inde- 
pendientes. 


Forme una matriz А de 4 X 4 que no sea invertible (por ejemplo, dada una matriz in- 
vertible 4, cambie una de las columnas para que sea una combinación lineal de otras). 


Para cada conjunto de vectores linealmente independientes (4v,, Av,, . . . , Ау} del 
inciso a), verifique la dependencia o independencia de { Ау, Av,, ..., Av, ) para deter- 
minar qué conjuntos (Av,, Av,, . . . , Av,j son independientes. 


Escriba una conclusión describiendo cuándo la multiplicación por una matriz cuadra- 
da preserva la independencia de un conjunto de vectores. 


11. Utilice MATLAB para verificar la dependencia o independencia de los conjuntos de poli- 
nomios de los problemas 17 al 22 de esta sección. Si el conjunto es dependiente, escriba los 
polinomios dependientes como combinaciones lineales de otros polinomios en el conjunto 
y verifique estas combinaciones lineales (vea el problema 9 de MATLAB 4.4 y el problema 
8 de MATLAB 4.5). 


12. Utilice MATLAB para verificar la dependencia o independencia de los conjuntos de ma- 
trices de los problemas 23 al 25 en la sección 4.5. Si el conjunto es dependiente, escriba 
las matrices dependientes como combinaciones lineales de otras matrices en el conjunto y 
verifique esas combinaciones lineales (vea el problema 10 de MATLAB 4.4 y el problema 
8 de MATLAB 4.5). 


13. 


14. 
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a) Genere un conjunto de cinco matrices aleatorias en M,, y muestre que el conjunto es 
linealmente dependiente. Repita para otros dos conjuntos de matrices. 


b) Genere un conjunto de siete matrices aleatorias en M,, y muestre que son linealmente 
dependientes. Repita para otros dos conjuntos de matrices. 


с) Para M,, ¿cuántas matrices se necesitan en un conjunto para garantizar que es depen- 


diente? Pruebe su conclusión generando conjuntos de matrices aleatorias. Demuestre 
que los conjuntos con menos matrices no son necesariamente dependientes. 


d) (Lápiz y papel) Trabaje los problemas 44 y 45 de esta sección. 


Ciclos en digráficas e independencia lineal Para una gráfica dirigida (digráfica), la matriz 
de incidencia nodo-arista está definida como 


1 si la arista j entra al nodo i 
a. =3—1 51 1а arista sale del nodo i 


0 de otra manera 


Por lo tanto, cada columna corresponde a una arista de la digráfica. 


a) Para la digráfica siguiente, establezca la matriz de incidencia nodo-arista А (para intro- 
ducir 4 de manera eficiente, vea el problema 2 de MATLAB 1.5). 


arista 5 
[6] [1] 
arista 4 arista 1 
[5] е [2] 
arista 7 
arista 3 arista 2 
[4] [3] 
arista 8 


b) Encuentre un ciclo cerrado (ciclo no dirigido) en la digráfica y observe qué aristas inclu- 
ye. Verifique la dependencia o independencia de las columnas de A que corresponden 
a estas aristas (por ejemplo, siguiendo la arista 1, después el opuesto de la arista 7, 
luego la arista 4 y después el opuesto de la arista 5, se forma un ciclo. Forme la matriz 
[А(:,1) А(:,7) А(:,4) A(:,5)] y verifique la independencia). Encuentre tantos ciclos cerra- 
dos como pueda reconocer y pruebe la dependencia o independencia de las columnas 
correspondientes de 4. 


c) Considere un subconjunto de aristas que no contengan ciclos cerrados. Pruebe la de- 
pendencia o independencia de las columnas correspondientes de А. 


d) Repita los incisos a) a c) para la siguiente gráfica 





+ [4] arista 8 [5] 


e) Escriba una conclusión sobre la relación entre ciclos no dirigidos en una digráfica y la 
dependencia o independencia lineal de las columnas de la matriz de incidencia nodo- 
arista de la digráfica. 
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Nota. Este problema fue inspirado por una conferencia dada por Gilbert Strang en la Uni- 
versity of New Hampshire, en junio de 1991. 


ЕЗ BASES Y DIMENSIÓN 


Se ha visto que en IR? conviene escribir vectores como una combinación lineal de los vectores 
1 0 0 


и! . [0 E Reed 
i- A y j= || En E? se escribieron los vectores en términos de | 0|,| 1| y | 0|. Ahora 
E . 1 
se generalizará esta idea. 0 j 
DEFINICIÓN Base 
Un conjunto finito de vectores (v, V, . . . , у} es una base para un espacio vectorial V si 


1. {V Vp- - -~ V, es linealmente independiente. 


ИУ a Y genera у. 


Ya se han analizado algunos ejemplos de bases. En el teorema 4.5.7, por ejemplo, se vio que 
cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes en P” genera a IR”. De esta forma, 


Todo conjunto de n vectores linealmente independiente en R” es una base en R”. 


En Ё” se define 


© 
© 
— 


Puesto que los vectores e, son las columnas de una matriz identidad (que tiene determinante 1), 
(е, e, ...ej es un conjunto linealmente independiente y, por lo tanto, constituye una base 

Base canónica еп Ё". Esta base especial se denomina base canónica en R”. Ahora se encontrarán bases para 
algunos otros espacios. 


| EJEMPLO 1 | Base canónica para P, 


Por el ejemplo 4.5.9 de la página 322, los polinomios 1, x, x? y x?son linealmente independien- 
tes en P,, para el ejemplo 4.4.3 de la página 300, estos polinomios generan Р, Así, (1, x, x?, X°} 
es una base para P,. En general, los monomios (1, x, x?, х?, ... , x") constituyen una base para 
p: Ésta se denomina la base canónica para Pa 


| EJEMPLO 2 | Base canónica para M,, 


1 01 (0 1]f0 0 0 0 
Se vio en el ejemplo 4.4.6 de la página 300, que : | епегап а 
npo 44: de a página so e [5 GO) o) [о 1) 


: 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 : 
M,, Si а aj- с, +с, +с, +с, = ‚ entonces es eviden- 
с, с, 00 0 0 10 o 1) lo 0 
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te que c, = c, = c, = c,— 0. Así, estas cuatro matrices son linealmente independientes y forman 
una base para M,,, lo que se denomina base canónica para M,,. 


| EJEMPLO3 | Una base para un subespacio de R? 


Encuentre una base para el conjunto de vectores que se encuentra en el plano 


X 
T=3|y|:2x-y+32=0 


Z 


E Solución En elejemplo 4.2.6 se observó que л es un espacio vectorial. Para encontrar una base, primero 
Xx 


se observa que si x y z se escogen arbitrariamente y si | y | e л, entonces y = 2x + 3z. Así, los 


vectores en л tienen la forma 2 
X x 0 1 0 
2x+3z |=|2x|+|3z|=x|2|+2z/| 3 
2 0 2 0 1 
1 0 
Lo cual muestra que | 2 | y | 3 | generan a л. Como es evidente que estos dos vectores son 
0 1 


linealmente independientes (porque uno no es múltiplo del otro), forman una base para л. 


Si v, V, ..., Y, €s una base para V, entonces cualquier otro vector v e V se puede escribir como 
у= су + суу, +++ + сү. ¿Puede escribirse de otra manera como una combinación lineal de 
los vectores v? La respuesta es no (vea la observación que sigue a la demostración del teorema 
4.5.7 de la página 326, para el caso V = IR”). 


TEOREMA Si {v V, ..., v, es una base para V y si v e V, entonces existe un conjunto único de 
escalares e «cos c tales que v — cv PON. cy. 
DEMOSTRACIÓN Existe cuando menos un conjunto de dichos escalares porque (v,, у,,..., у} genera a V. 


L 


Suponga entonces que v se puede escribir de dos maneras como una combinación lineal 
de los vectores de la base. 
Es decir, suponga que 


e eee i C = CN dV V 


n 


Entonces, restando se obtiene la ecuación 
(a чс G = су 0 
Pero como los v, son linealmente independientes, esta ecuación se cumple si y sólo 


Suc =@ =@ O A cL ccu del Corema 
queda demostrado. 


Se ha visto que un espacio vectorial tiene múltiples bases. Una pregunta surge de manera 
natural: ¿contienen todas las bases el mismo número de vectores? En K? la respuesta es: por su- 
puesto, sí. Para ver esto, se observa que cualesquiera tres vectores linealmente independientes 
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en K? forman una base. Pero menos vectores no pueden formar una base ya que, como se vio 
en la sección 4.4, el espacio generado por dos vectores linealmente independientes en K? es un 
plano —y un plano no es todo K—. De manera similar, un conjunto de cuatro vectores o 
más en K? no puede ser linealmente independiente, pues si los tres primeros vectores en el con- 
junto son linealmente independientes, entonces forman una base; por lo tanto, todos los demás 
vectores en el conjunto se pueden expresar como una combinación lineal de los primeros tres. 
Entonces, todas las bases en K? contienen tres vectores. El siguiente teorema nos indica que la 
respuesta a la pregunta anterior es sí para todos los espacios vectoriales. 


Si (uu, ...,U,j y {Yp Vs... , V,) Son bases en un espacio vectorial V, entonces m = n; 
es decir, cualesquiera dos bases en un espacio vectorial V tienen el mismo nümero de 
vectores. 

Sea S| = (u, u,...,u yy 5, = lv, Y» ..., v,) dos bases para V. Debe demostrarse que 


m = n. Esto se prueba mostrando que si m > n, entonces S, es un conjunto linealmente 
independiente, lo que contradice la hipótesis de que S, es una base. Esto demostrará que 
m = n. La misma prueba demostrará que n = m y esto prueba el teorema. Así, basta 
demostrar que si m > n, entonces S, es dependiente. Como S, constituye una base, todo 
u, se puede expresar como una combinación lineal de las у. Se tiene 


u — 41ү; ar aV, mr sso" au, 


u, = а, Vi ar V. ar Sao а, „У, 


a) 
п E vom y F eo O N 
Para demostrar que S, es dependiente, deben encontrarse escalares су, C,, ..., C,, no 
todos cero, tales que 
e, s E, ar ssepe. = (0 (2) 
Sustituyendo (1) en (2) se obtiene 
Cav cba v css) rre (qu eig vos ay) 
apes 0 (үй у аР 0 М, arces sri Ww) O (3) 
La ecuación (3) se puede reescribir como 
Cien еа c aoo suec, des чей С 
х (a. € ar а„©› шы а Co), x 0 (4) 
Pero como у, v,, .. - , v, son linealmente independientes, se debe tener 
G (E Р @ (E) To TRE e. Em 
EE, FOO, AF oso dr @ „@„ EU (5) 


E ARO, (E; F tO (e. =0 
El sistema (5) es un sistema homogéneo de n ecuaciones con las т incógnitas c,, c, ... , 
c „y como m > n, el teorema 1.4.1 de la página 38, dice que el sistema tiene un número 


а 
* Esta prueba se da para espacios vectoriales con bases que contienen un número finito de vectores. También se manejan 
los escalares como si fueran números reales; pero la prueba funciona también en el caso complejo. 
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infinito de soluciones. De esta forma, existen escalares c,, C,, . .. , с,, no todos cero, tales 
que (2) se satisface y, por lo tanto, S, es un conjunto linealmente dependiente. Esta con- 
tradicción prueba que m = n si se cambian los papeles de S, y S,, se demuestra que n = m 
y la prueba queda completa. 


Por este teorema se puede definir uno de los conceptos centrales en el álgebra lineal. 


DEFINICIÓN El Dimensión 


Si el espacio vectorial V tiene una base con un número finito de elementos, entonces la 
dimensión de V es el número de vectores en todas las bases y V se denomina espacio vec- 
torial de dimensión finita. De otra manera, V se denomina espacio vectorial de dimensión 
infinita. Si V = (0), entonces se dice que V tiene dimensión cero. 


Notación. La dimensión V se denota por dim V. 


Observación. No se ha demostrado que todo espacio vectorial tiene una base. Esta difícil prue- 
ba aparece en la sección 4.12. Pero no se requiere para que la definición 2 tenga sentido, ya que 
si V tiene una base finita, entonces V es de dimensión finita. De otra manera, V tiene dimensión 
infinita. Por lo tanto, con el fin de demostrar que V tiene dimensión infinita, sólo es necesario 
demostrar que V no tiene una base finita lo que se puede hacer probando que V contiene un 
número infinito de vectores linealmente independientes (vea el ejemplo 7). 


| EJEMPLO 4 | La dimensión de R” 


Como л vectores linealmente independientes en R” constituyen una base, se observa que 


dim R =n 


| EJEMPLO5 | La dimensión de P, 


Para el ejemplo 1 y el problema 4.5.47, página 326, los polinomios (1, x, x2, .. . , x") constituyen 
una base en Р. Entonces dim P, = n + 1. 


| EJEMPLO 6 | La dimensión de М, 


En M,, sea A, la matriz de m X n con un uno en la posición ij y cero en otra parte. Es sencillo 
demostrar que las matrices 4,parai=1,2,...,myj=1,2,...,nforman una base para М. 
Así, dim M = mn. 


| EJEMPLO7 | P tiene dimensión infinita 


En el ejemplo 4.4.7 de la página 300, se observó que ningún conjunto finito de polinomios gene- 
ra a P. Entonces P no tiene una base finita y, por lo tanto, es un espacio vectorial de dimensión 
infinita. 


Existe un gran número de teoremas sobre la dimensión de un espacio vectorial. 
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TEOREMA 3| Suponga que dim V = n. Siu, u, ...,u, es un conjunto de m vectores linealmente 
independientes en V, entonces m = n. 


DEMOSTRACIÓN Sea у, V, ..., v, una base para V. Si m > n, entonces, igual que en la prueba del teorema 
2, se pueden encontrar constantes C,, C,, .. . , с, no todas cero, tales que la ecuación (2) 
se satisface. Esto contradice la independencia lineal de los vectores и. Así, m = n. 


TEOREMA EA Sea H un subespacio de un espacio vectorial de dimensión finita V. Entonces H tiene 
dimensión finita y 


dim H = dim V (6) 
DEMOSTRACIÓN Sea dim V — n. Cualquier conjunto de vectores linealmente independientes en H es 


= 


también linealmente independiente еп V Por el teorema 3, cualquier conjunto lineal- 
mente independiente en H puede contener a lo más n vectores. Si H = {0}, entonces 
dim H = 0. Si dim H ғ {0}, sea v, 40 un vector en H y H, = gen {у}. Si Н, = Н, dim 
Н = 1 y la prueba queda completa. De lo contrario, elija a v, e H tal que v, H, y sea 
H, = gen {v,, Vj. y así sucesivamente. Continuamos hasta encontrar vectores lineal- 
mente independientes v,, у, ..., у, tales que H = gen (v,, V,, . . . , v,j. El proceso tiene 
que terminar porque se pueden encontrar a lo más n vectores linealmente independien- 
tes en H. Entonces H — k x n. 


El teorema 4 tiene algunas consecuencias interesantes. Presentaremos dos de ellas. 


| EJEMPLO 8 | EMPLO 8 C[0, 1] y C'[0, 1] tienen dimensión infinita 


Sea P[0, 1] el conjunto de polinomios definido en el intervalo [0, 1]. Entonces P[0, 1] C СТО, 1]. 
Si la dimensión de С[0, 1] fuera finita, entonces P[O, 1] también tendría dimensión finita. Pero 
según el ejemplo 7, no es así. Por lo tanto C[0, 1] tiene dimensión infinita. De manera similar, 
como P[0, 1] C C'[0, 1] (ya que todo polinomio es diferenciable), también se tiene que la dimen- 
sión de C'[0, 1] es infinita. 


En términos generales 


Cualquier espacio vectorial que contiene un subespacio de dimensión infinita es de 
dimensión infinita. 


| EJEMPLO 9 | Los subespacios de R? 


Se puede usar el teorema 4 para encontrar todos los subespacios de K?. Sea H un subespacio de 
0°. Existen cuatro posibilidades; Н = {0}, dim Н = 1, dim Н = 2 y dim Н = 3. Si dim H = 3, 
entonces Н contiene una base de tres vectores linealmente independientes v,, v,, v, en K*. Pero 
entonces v,, у,, v, también forman una base para K?, y así, H = gen (v,, V, у,} = Е. Por lo 
tanto, la única manera de obtener un subespacio propio de K? es teniendo dim Н = 1 o dim 
Н = 2. Si dim Н = 1, entonces Н tiene una base que consiste en un vector v = (a, b, c). Sea х 


en H. Entonces x = t(a, b, с) para algún número real t [puesto que (a, b, c) genera a Н]. Six = 
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(x, у, Z), esto significa que x = at, y = bt, z = ct. Pero ésta es la ecuación de una recta en Rè que 
pasa por el origen con la dirección del vector (a, b, с). 

Ahora, suponga que dim H = 2 y sea v, = (а, bp cj) y v, = (a, b,, c,) una base para Н. Si 
x = (х, y, 2) e H, entonces existen números reales s y t tales que x = sv, + fv, o (x, у, 2) = s(a 
b, c) + ta, b, с,). Entonces 


1? 


x=sa + ta, 
у = sb, + tb, (7) 
z=sc ttc, 


Sea v, = (a, B, y) = v, X v, Entonces del teorema 3.4.2 de la página 255, parte iv), se tiene v,. 
v = Оуу, * у, = 0. Ahora calculamos 
«х+ By + yz = osa, + ta,) + B(sb, + tb,) + y (sc, + tc,) 
= (аа + Bb, + yc,)s + (аа, + Bb, + yc, )t 
= (У, :У)5 + (у, :v,)1=0 


Así, si (x, y, z) e H, entonces ax + By + yz = 0, lo que muestra que Н es un plano que pasa 
por el origen con vector normal v, — v, X v,. Por lo tanto se ha demostrado que 


Los ünicos subespacios propios de K? son los conjuntos de vectores que se encuentran 
en una recta o un plano que pasa por el origen. 


| EJEMPLO 10 | Espacios de solución y espacio nulo 


Sea А una matriz de m X n y sea S = {x e R": Ax = 0}. Sean x, e Sy x, e S; entonces A(x, + x) 
= Ax, + AX, = 0 + 0 = 0 y A(ox,) = o(Ax,) = o0 = 0, de manera que S es un subespacio de 
P y dim S = n. S se denomina espacio de solución del sistema homogéneo Ax = 0. También se 
denomina espacio nulo de la matriz 4. 


| EJEMPLO 11 | Una base para el espacio de solución de un sistema homogéneo 


Encuentre una base (y la dimensión) para el espacio de solución S del sistema homogéneo 
х+2у— z=0 
2x— yct3z-0 
2 
-1 
por renglones, se encuentra, sucesivamente, 


1 2-1 |0 1 2-1 |0 
2-1 3 [|0 0-5 5 [0 


- 1 - 1 . Р 
Ш Solución Ади A= : J Como A es una matriz de 2 X 3, S es un subespacio de R’. Reduciendo 


12-1]|0 10 1 [о 
————————— ——> 
отч | о 0. 1-1 |0 
-=z -1 
Entonces y = z y x = —z de manera que todas las soluciones son de la forma | z |. Así, | 1 
2 1 


es una base para S y dim S = 1. Observe que S es el conjunto de vectores que se encuentran en 
la recta x = =t, у =t, Z= 1. 
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| EJEMPLO 12 | Una base para el espacio de solución de un sistema homogéneo 


Encuentre una base para el espacio de solución SS del sistema 
2x — y+32=0 
4x —2y + 62 = 0 
—6x + 3y – 92 = 0 


E Solución Reduciendo renglones se obtiene 


2-1 3|0 2-13 |о 
42 6 |0|——>|0 00 | 0 
6 з ә |0 о оо |o 


Го que da una sola ecuación: 2x — y + 32 = 0. Ses un plano y, por el ejemplo 3, una base está 


1 0 
dada por | 2 | y [3|ydimS=2. 
0 1 


Antes de dar por terminada esta sección, demostraremos un resultado útil para encontrar 
una base para un espacio vectorial arbitrario. Se ha visto que n vectores linealmente indepen- 
dientes еп P” constituyen una base para R”. Este hecho se cumple para todo espacio vectorial 
de dimensión finita. 


TEOREMA E Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes en un espacio vectorial V 
de dimensión n constituyen una base para V. 


DEMOSTRACIÓN Sean v,, ү,,..., у, п vectores. Si generan el espacio V, entonces constituyen una base. 
E - De lo contrario, existe un vector u e V tal que u ¢ gen (v,, v,, . . . , v,). Esto significa 
que los n + 1 vectores у, у,,..., ү, U son linealmente independientes. Para ver esto, 

observe que si 


u-0 (8) 


ntl 


@ М rear ое чр 047 sr E 


Entonces сє, = 0, porque de lo contrario podríamos escribir u como una combinación 
lineal de у, v,, . . . , v, dividiendo la ecuación (8) entre с, y poniendo todos los térmi- 
nos, excepto u, en el lado derecho. Pero si с, = 0, entonces (8) es 


СОУ 0 


Lo que significa que c, = c, = +++ = c, = 0 ya que los v, son linealmente independientes. 
Ahora sea W = gen (v,, V, . . . , у, uj. Como todos los vectores entre las llaves están 
en V, Wes un subespacio de V. Como v, v,, .. . , v, U son linealmente independientes, 


forman una base para W, y dim W = n + 1. Pero por el teorema 4, dim W - n. Esta 
contradicción muestra que no existe el vector u e V tal que u ¢ gen {ү ү,,..., у}. Así, 
Vo V» - - - > V, genera a V y, por lo tanto, constituye una base para V. 
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Problemas 4.6 


AUTOEVALUACIÓN 


Indique cuáles de los siguientes enunciados son verdaderos 
l. Cualesquiera tres vectores en K? forman una base para R’. 
Il. Cualesquiera tres vectores linealmente independientes en Ё? forman una base para R. 
Ш. Una base en un espacio vectorial es única. 
IV. Sea H un subespacio propio de R*. Es posible encontrar cuatro vectores linealmente 


independientes en Н. 


X 
V. Sea Н = 4| y |:2x * 11y – 17z = 0}. Entonces dim Н = 2. 
2 


VI. Sea (v,, V, - - - , у} una base para el espacio vectorial V. Entonces no es posible 
encontrar un vector v e Vtal que u ¢ gen (v, v, ..., У}. 


2 
VII. | 2 e ; у. , AE es una base para M,,. 
о Оро ЖО 0o 12 


De los problemas 1 al 13 determine si el conjunto dado es una base para el espacio vectorial a 
que se refiere. 


1. аР 2. EnPi=30 14200 — 5 

3. Ей Р=—=2х„х +3 „ху +2 A EP ox = 014—233 
5. EnP Lirzxl+s Ls 6. EnPol+x2+ 33 +31 
7. Еп РОЗ — 4x + 6, x 


10. 


11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 


жены Кет Tf 1 

` “lo oflo ofl o «Flo -7 

Жамы OAL ООО daaa 
о oflo ofle oflo d 


OS 


Н = (х,у) e Ё: x -— y = 0}; (1, 1), (4, 4) 

Н = {(x, y) e R: х + y= 0}; (1, -1) 

Н = {(x, y) e Rx + y = 0}; (1, —1), (73, 3) 

Encuentre una base en Ё? para el conjunto de vectores en el plano 2x — y — z = 0. 
Encuentre una base en K? para el conjunto de vectores en el plano 3x — 2y + z = 0. 


Encuentre una base en K? para el conjunto de vectores en la recta x/2 = y/3 — z/4 = 0. 








Encuentre una base en K? para el conjunto de vectores en la recta x = 31, y 21,2 = t. 


Demuestre que los únicos subespacios propios en Ё? son rectas que pasan por el origen. 
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CAPÍTULO 4 


Espacios vectoriales 


19. En E! sea Н = ((x, y, z, w): ax + by + cz + dw = 0), donde a,b,c,d + 0. 


a) Demuestre que Н es un subespacio de №. 
b) Encuentre una base para Н. 


c) ¿Cuánto vale dim Н? 


20. En K" un hiperplano que contiene a 0 es un subespacio de dimensión n — 1. Si H es un hi- 
perplano en K* que contiene a 0, demuestre que 


Н = (Rios RAN, FA tt ax 0) 
donde а, 4,, . . . , a, son números reales fijos, no todos cero. 
21. En P encuentre una base para el hiperplano 
= А . = —x 20 
Hei XX Xp X) AX, — 3X, Ex, dd x0) 


De los problemas 22 al 28 encuentre una base para el espacio de solución del sistema homogé- 
neo dado. 


22. x= y=0 23. x —2y = 0 24. 2x * у= 0 
—2x + 2у = 0 3х + у= 0 х - 3у = 0 
25. х-у-2= 0 26. х= 3у + 2 = 0 
2x=y+z=0 —2x + 2у – 32 = 0 
4х —8y + 52 = 0 
27. 2x + 3у – 42 = 0 28. 2х - бу + 42 = 0 
x= y+ 2= 0 — х + 3у – 22 = 0 
2х + 8у — 102 = 0 —3х + 9у – 62 = 0 


29. Encuentre una base para D,, el espacio vectorial de matrices diagonales de 3 X 3. ¿Cuál es 
la dimensión de D,? 


30. ¿Cuál es la dimensión D,, el espacio de matrices diagonales de n X n? 


31. Sea S, „el espacio vectorial de matrices simétricas de n X n. Demuestre que S es un subes- 


пп 
pacio de M „y que dim 5, = [a(n + 1)]/2. 
32. Suponga que v,, v, . . . , v, son vectores linealmente independientes en un espacio vectorial 
V de dimensión n y m < n. Demuestre que {v}, V, . . . , v, ) se puede aumentar a una base 
para V. Esto es, existen vectores Үү, ү, ,,,..., v, tales que (v, у,,..., у} es una base 
[sugerencia: vea la demostración del teorema 5]. 


33. Sea IV, V,- - V.P una base en V. Sean u, = v, u, = у, + v, U, = v, Y, + У,..., v 


v, + ++: + у. Demuestre que (u,, и, . . . , и} es también una base en V. 


34. Demuestre que si (v, Y, . . . , Y, ) genera a V, entonces dim V = n. [Sugerencia: utilice el 
resultado del problema 4.5.56.] 


35. Sean H y K dos subespacios de V tales que H € К y dim Н = dim К < со. Demuestre que 
Н = К. 
36. Sean Н y K dos subespacios de V. Defina H + K=(h+k:h e Нук e Kj. 
a) Demuestre que H + K es un subesapcio de V. 
b) Si HA K = (0), demuestre que dim (Н + K) = dim Н + dim K. 
*37. Si H es un subespacio vectorial de dimensión finita V, demuestre que existe un subespacio 
único К de V tal que a) HA K= {0} y b) H + K= V. 


38. Demuestre que dos vectores v, y v, en E? con puntos terminales en el origen son colineales 
si y sólo si dim gen (v,, vj = 1. 
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39. Demuestre que los tres vectores v,, v, y v, en Ё con puntos terminales en el origen son 
coplanares si y sólo si dim gen (v, v,, v, = 2. 

40. Demuestre que cualesquiera n vectores que generan un espacio V de dimensión n forman 
una base para V. [sugerencia: demuestre que si los n vectores no son linealmente indepen- 
dientes, entonces dim V < n]. 


*41. Demuestre que todo subespacio de un espacio vectorial de dimensión finita tiene una 
base. 
42. Encuentre dos bases para K^ que contengan a (1, 0, 1, 0) y (0, 1, 0, 1) y no tengan otros 
vectores en comün. 


43. ¿Para qué valores del número real a los vectores (a, 1, 0), (1, 0, a) y (1 + a, 1 — a) constitu- 
yen una base para R°? 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


IE ll. V Ш. F IV. F V. V VI. V VII. V 


MES] MATLAB 4.6 


Los problemas en esta sección se concentran en el trabajo con bases para todo K" (o todo P, o 
todo M. ). Los problemas en la sección 4.7 se concentran en bases de subespacios. 


nm 
1. a) Verifique que los conjuntos dados en el inciso 5) forman una base para el espacio vec- 


torial indicado. Explique cómo se satisface cada una de las propiedades de la definición 
de una base. 


b) Genere un vector aleatorio en el espacio vectorial dado. Demuestre que se trata de una 
combinación lineal de los vectores de la base con coeficientes ünicos para la combina- 
ción lineal. Repita para otros dos vectores aleatorios. 


1 1 
8.25) ( 100) (10 | albo lali 
i17 [|-7 | |-65 ii. ROL) з 
8 -1 zj 2||-1|| ара 

| 1 1 


ЕЕЕ) 


(Vea el problema 10 de MATLAB 4.4) 


Do {х= Хх? ЕОР 1, E se =? +3х+ 5, 
ЕА О xta R43 


2. Para los conjuntos de vectores en el problema 95) de MATLAB 4.5 demuestre que esos 
conjuntos generan su R” respectivo pero no forman una base. Para cada conjunto, genere 
un vector aleatorio w en su K" correspondiente y verifique que w es una combinación lineal 
del conjunto de vectores pero que los coeficientes de la combinación lineal no son únicos. 
Repita para otros dos vectores w. 


3. Para cada base en el problema 1 de MATLAB de esta sección: 


a) Elimine un vector del conjunto y muestre que el nuevo conjunto no es una base, descri- 
biendo qué propiedad de las bases no se satisface. Repita (elimine otro vector). 
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b) Genere un vector aleatorio w en el espacio vectorial. Agregue w al conjunto de vectores. 
Muestre que el nuevo conjunto no es una base, describa qué propiedad no se satisface. 
Repita con otro w. 


с) (Lápiz y papel) Escriba una demostración, basada en la forma escalonada reducida por 
renglones, de que una base en R” debe contener exactamente n vectores y una demostra- 
ción de que una base en P, debe contener exactamente n + 1 vectores. 


4. a) La dimensión de M,, es 6. Genere cinco matrices aleatorias en M,, y muestre que no 
forman una base para M,,, describiendo la propiedad de las bases que no se satisface. 
Genere siete matrices aleatorias en M,, y muestre que no forman una base para M, 
describa la propiedad que no se satisface. 


b) (Lápiz y papel) Escriba una demostración basada en la forma escalonada por renglones 
reducidos, de que la dimensión de M,, es nm, el producto de n y m. 


5. Considere las matrices en el problema 2 de MATLAB 1.8 y las matrices cuyas columnas son 
los vectores en los conjuntos de vectores dados en el problema 1b) i) y ii) de esta sección. 
a) Determine para cada matriz A (digamos que su tamaño es n X n) si es invertible y si las 
columnas de А forman una base para R”. 
b) Escriba una conclusión relacionando la propiedad de invertibilidad con la propiedad de 
que las columnas formen una base. 


с) (Lápiz y papel) Pruebe su conclusión. 


6. а) (Lápiz y papel) Suponga que (v,, . . . v,) es una base para IR”. Suponga que w, = Av, 
w, = Av, ..., W, = AY, para alguna matriz А de n X 5. Conteste las preguntas siguien- 
tes para completar la descripción de cómo encontrar Aw para cualquier w si nada más 
se sabe lo que A le hace a la base. 


š . 5 A = Zu 
i. Dado cualquier w en Ё, argumente por qué w = су, + + ех donde б. Es 
son únicos. 
ii. Muestre que Ау = cw, +... + cw, 
€ 
C 


iii, Argumente por qué Aw = [w, w, w, w, у, || c 


b) Sea (v, ..., v} la base en K? dada en el problema 1b) ii) de esta sección de MATLAB. 
Suponga que 


5 7 36 -10 5 
Av,=|S| Av,=|5| Ау, =| 25| Ау, =| -2| Ау; =|9 
3 7 13 -1 5 


Encuentre Aw, donde 


ii. w — 2*rand(5, 1)-1 
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с) Repita b) para 


Av, = 


ы 

< 

Il 
ооо о ~ 

ы 

< 

Il 
© © © ~ о 
© © - о © 

ы 

< 

I 
or” ooo 

ы 

< 

Il 
= оо о © 


EY] RANGO, NULIDAD, ESPACIO DE LOS RENGLONES Y ESPACIO 
DE LAS COLUMNAS DE UNA MATRIZ 


En la sección 4.5 se introdujo la noción de independencia lineal. Se demostró que si 4 es una ma- 
triz invertible de n X n, entonces las columnas y los renglones de А forman conjuntos de vectores 
linealmente independientes. Sin embargo, si A no es invertible (de manera que det А = 0), o si А 
no es una matriz cuadrada, entonces estos resultados no dicen nada sobre el número de ren- 
glones o columnas linealmente independientes de 4. Eso es lo que se estudiará en esta sección. 
También se mostrará la forma en la cual se puede obtener una base para el espacio generado de 
un conjunto de vectores mediante la reducción por renglones. 
Sea A una matriz de m X n y sea 


El espacio nulo de una matriz (1) 


М = {x e ©: Ах = 0j 





Entonces, como se vio en el ejemplo 4.6.10 de la página 337, N, es un subespacio de R”. 


DEFINICIÓN Espacio nulo y nulidad de una matriz 


N, se denomina el espacio nulo de А y v(4) = dim N, se denomina nulidad de А. Si N, 
contiene sólo al vector cero, entonces v(4) = 0. 


Nota. El espacio nulo de una matriz también se conoce como kernel. 
| EJEMPLO 1 | Espacio nulo y nulidad de una matriz de 2 x 3 


1 2 -1 
Sea 4= | ^ | a Entonces, como se vio en el ejemplo 4.6.11 de la página 337, N, está 


-1 
generado рог | 1|,yv(4)= 1. 
1 


| EJEMPLO2 | Espacio nulo y nulidad de una matriz de 3 x 3 


2 -1 3 
Sea A=| 4 -2 6 |. Entonces por el ejemplo 4.6.12 de la página 338, 4| 2 |,| 3 |> es una 
6 3 -9 


base para N,, y (4) = 2. 
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DEFINICIÓN a | 


Espacios vectoriales 


Sea А una matriz de n X п. Entonces А es invertible si y sólo si v(4) = 0. 


De acuerdo al teorema de resumen [teorema 4.5.6, página 320, partes 1) y 11)], А es in- 
vertible si y sólo si la única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial 
X = 0. Pero según la ecuación (1), esto significa que А es invertible si y sólo si N, = (0). 
Así, A es invertible si y sólo si v(4) = dim N, = 0. 


Imagen de una matriz 


Sea A una matriz de m X n. Entonces la imagen de А, denotada por Im(4), está dada 
por 
Im(A) = {y e R”: Ах = y para alguna x є RP”; (2) 


Sea A una matriz de m X n. Entonces la imagen de А Im(4) es un subespacio de R”. 


Suponga que y, y y, están en Im(4). Entonces existen vectores x, y x, en E" tales que 
У = 4х yy = 4х, For lo tanto 


ах = бу зу ex Ex MX УУ 


Por lo que ay, y y, + у, están en Im(4). Así, del teorema 4.3.1, Im(4) es un subespacio 
de R”. 


Rango de una matriz 


Sea A una matriz de m X n. Entonces el rango de А, denotado por p( A), está dado por 


p(A) = dim Im(4) 


Se darán dos definiciones y un teorema que facilitarán en cierta medida el cálculo del rango. 


Espacio de los renglones y espacio de las columnas de una matriz 


Si A es una matriz de m X n, sean (r,,r,, .. ., r, y los renglones de A y {с„с„...‚с } las 
columnas de A. Entonces se define 


espacio de los renglones de А = gen irr, ... (3) 


espacio de las columnas de А = gen (c, с,,... (4) 





Nota. R, es un subespacio de E" y С, es un subespacio de R”. 


TEOREMA Ej 
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DEMOSTRACIÓN 
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Se ha introducido una gran cantidad de notación en tan sólo tres páginas. 
Antes de dar un ejemplo, se demostrará que dos de estos cuatro espacios son los mismos. 


Para cualquier matriz А, C, = Im(4). Es decir, la imagen de una matriz es igual al espa- 
cio de sus columnas. 


Para demostrar que C, = Im(4), se demuestra que Im(4) € C, e Im(4)<€ C}. 


i. Se quiere probar que Im(4) € C,. Suponga que y e Im(4). Entonces existe un 
vector x tal que y = Ax. Pero como se observó en la sección 1.6 de la página 58, 
Ax se puede expresar como una combinación lineal de las columnas de A. Por lo 
tanto, y e C, de manera que Im(4) © C ,. 


ii. Se quiere probar que Im(4) € C,. Suponga que y e C,. Entonces y se puede expre- 
sar como una combinación lineal de las columnas de А como en la ecuación (1.6.9) 
de la página 64. Sea x el vector columna de los coeficientes de esta combinación 
lineal. Entonces, igual que en la ecuación (1.6.9), y = Ax. Así, y e Im(4), lo que 
prueba que Im(4)< C ,. 


MED Cálculo de N, v(A), imagen A, p(A), R, y C, para una matriz de 2 x 3 


L 


TEOREMA E 


DEMOSTRACIÓN 


Sea zi 


i. 


ii. 


iii. 


1 2 -l 


. A es una matriz de 2 X 3. 
2 -1 3 


El espacio nulo de A = N, = {x e R*: Ax = 0}. Como se vio en el ejemplo 1, 
-1 
N, — gen 1 
1 


La nulidad de A = v(4) = dim М, = 1. 


Se sabe que Im(4) = C,. Las primeras dos columnas de А son vectores linealmente inde- 
pendientes en Ё y, por lo tanto, forman una base рага R. La Im(4) = С, = R. 


p(4) = dim Im(A) = dim E? = 2. 


El espacio de los renglones de A = К, = gen ((1, 2, —1), (2, —1, 3). Como estos dos vecto- 
res son linealmente independientes, se ve que R, es un subespacio de dimensión dos de K*. 
Del ejemplo 4.6.9 de la página 336, se observa que R, es un plano que pasa por el origen. 


En el ejemplo 3 iv) se observa que p(4) = dim R, = 2, lo que no es una coincidencia. 


Si A es una matriz de m X n, entonces 
dim R, = dim C, = dim Im(4) — p(4) 


Como es usual, se denota por о, la componente ij de A. Debemos demostrar que dim К, 
= dim C,. Los renglones de А se denotan porr, r,...,r, y sea k = dim R,. Sea 5 = 
{S S» ..., S} una base para R,. Entonces cada renglón de А se puede expresar como 
una combinación lineal de los vectores en S, y se tiene, para algunas constantes a, 
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E = 00115, 1710498, a r 
E — 058, 170,8, ct cet 05S. (5) 


Ip н лг о OSA 


Ahora la componente j de r, es а. Entonces si se igualan las componentes j de ambos 
lados de (5) y se haces, = (54, 55, . . + Sp)» se obtiene 
d, — О, 5s, On S, 
25; = 08; F 0,8, "bw 05,8, 


a, = Б О5о О 5 


т19”1ў m2?2j mk” kj 
es decir, 
Chj 11 12 к 
E =s; E =5,, ‚| е ES (6) 
ey Ou O a Ou 


æ, 
Sea a, el vector а . Entonces como el lado izquierdo de (6) es la columna j de A, se 


a. 
observa que cada columna de A se puede escribir como una combinación lineal de а. 
T m p lo que significa que los vectores Te а. M «|, generan a C, y 
dim C,Sk=dimR, (7) 
Pero la ecuación (7) se cumple para cualquier matriz 4. En particular, se cumple рага 
А Pero C, = КУК = C. Como de (7) dim С, = dim R ,, se tiene 
dim А, = dim C, (8) 
Combinando (7) y (8) la prueba queda completa. 
| ЕЈЕМРІО 4 | Cálculo de Im(A) y p(A) para una matriz de 3 х 3 
2 -1 3 
Encuentre una base рага Im(4) y determine el rango de 4A=| 4 -2 6 
6 3 -9 


B Solución Сото r, = 2r, yr, = —3r, se ve que p( A) = dim К, = 1. Así, toda columna en C, es una base 


2 
para C, = Im(4). Por ejemplo, | 4 | es una base para Im(A). 
—6 


El siguiente teorema simplificará los cálculos de la imagen, el rango y la nulidad. 
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TEOREMA E Si A es equivalente por renglones а B, entonces К, = Rẹ р(А) = p(B) у v(4) = v(B). 


DEMOSTRACIÓN Recuerde que segün la definición 1.8.3 de la página 104, A es equivalente por renglones 
L a B si A se puede “reducir” a B mediante operaciones elementales con renglones. Su- 
ponga que C es la matriz obtenida al realizar operaciones elementales en 4. Primero se 
muestra que К, = Re Como B se obtiene realizando varias operaciones elementales con 
los renglones de A, el primer resultado, aplicado varias veces, implicará que К, = R; 


Caso І: Intercambio de dos renglones de А. Entonces К, = Ro porque los renglones de 
А y C son los mismos (escritos en diferente orden). 


Caso 2: Multiplicación del renglón i de A por с #0. 51 los renglones de А son {г,г„..., 
r,...,r_), entonces los renglones de C son (r,, E, ..., cr, ..., r, J. Es obvio que cr, = 
c(r) y r,=(1/c)cr ). De esta forma, cada renglón de C es un múltiplo de un renglón de A 
y viceversa, lo que significa que cada renglón de C está en el espacio generado por los 
renglones de A y viceversa, Se tiene 


КЕК JR = КО porlo tanto R, = К, 


Caso 3: Multiplicación del renglón i de А por c +0 y suma del mismo al renglón j. Ahora 
los renglones de C son tr, 1, .. ., Tp.: иас т}. En este caso 


Е (т, 3r 8r) = d 
== 
renglón ¡de С renglón ¡de С 


De manera que todos los renglones de А se pueden expresar como una combinación 
lineal de los renglones de C y viceversa. Entonces, como antes, 


R,CR,yR,CR, porlo tanto К. = К, 


Se ha demostrado que К, = R, Por lo tanto p(R,) = p(R). Por último, el conjunto 
de soluciones de Ax = 0 no cambia bajo las operaciones elementales. Así, №, = Np y 
entonces v(4) = v(B). 


El teorema 5 es de suma importancia. Indica, por ejemplo, que el rango y el espacio de los 
renglones de una matriz son lo mismo que el rango y el espacio de los renglones de la forma 
escalonada de dicha matriz. No es difícil probar el siguiente teorema (vea el problema 50). 


TEOREMA EB El rango de una matriz es igual al número de pivotes en su forma escalonada por ren- 
glones. 


| EJEMPLO5 | Cálculo de p(A) y R, para una matriz de 3 x 3 


1 -1 3 
Determine el rango y el espacio de los renglones de 4=| 2 0 4 |. Laforma escalonada por 
1 -1 3 -1 3 1 
renglones de 4es| 0 1 -1|- B. Como B tiene pivotes, р(А) = dim К, = 2. Una base para 
0 0 0 


R, consiste en los primeros dos renglones de B: 


R, = gen t(1, —1, 3), (0, 1, =1)+ 
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El teorema 5 es útil cuando se quiere encontrar una base para el espacio generado por un 
conjunto de vectores. 


| EJEMPLO6 | Determinación de una base para el espacio generado por cuatro vectores en R? 


Encuentre una base para el espacio generado por 


-2 0 -2 
v,=| 25], v,=| 0|, v =| 4, у, =| 4 
-3 4 -2 6 


Bi Solución ^ Seexpresan los vectores como renglones de una matriz A y después se reduce la matriz a la for- 
ma escalonada por renglones. La matriz que se obtiene tendrá el mismo espacio de renglones 


1 2 3 
1 2 -3 1 
2 0 4 E >=. | 
que A. La forma escalonada por renglones de es , que tiene 
0 4 -2 
0 0 0 
24 6 
0 0 0 
dos pivotes. 
0 
Entonces una base para gen 1v, V,, V} V,) es 21,1 I |». Por ejemplo, 
ES " l 
2 
—2 1 i 
0|--2| 2|+4 
4 -3 1 


Existe un camino relativamente sencillo para encontrar el espacio nulo de una matriz. 


| EJEMPLO 7 | Cálculo del espacio nulo de una matriz de 4 x 4 


1 2 -4 3 


А Z 5 6 -8 

Encuentre el espacio nulo de 4= 
0 -1 -14 14 
3 6-12 9 


E Solución Та forma escalonada por renglones reducidos de A es 


10 32 31 

0 1 14 -14 
U= 

0 0 0 0 

0 0 0 0 
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Siguiendo el mismo razonamiento que en la prueba del teorema 5, las soluciones a Ax = 0 son 


* 


*, 


2% 


las mismas que las soluciones a Ux = 0. Six = , entonces Ux = 0 da como resultado 


х, 


х — 32x, +31x, =( 
x, +14х, —14x, =0 


X, = 32x, —3lx, 
x, = —14х, +14х, 


De manera que si X e N,, entonces 


32x, - 31x, 32 31 
-14x, +14x, -14 14 
x= = х, +х, 
х, 0 0 
х, 1 1 
———— 
32 231 base рага N, 
Esto es, N, = gen Е. , i 
0 
0 1 


El procedimiento usado en el ejemplo 7 siempre se puede utilizar para encontrar el espacio nulo 
de una matriz. 
Se hace aquí una observación geométrica interesante: 


Todo vector en el espacio de los renglones de una matriz real es ortogonal a todo vec- 


tor en su espacio nulo. 
E 


En notación abreviada esto se describe como R, 1 N,. Para ver por qué, considere la ecua- 
ción Ах = 0. Si А es una matriz de m X n, entonces se tiene 


a 1 12 ln * 0 
21 22 a, n *, — 0 
а,, 1 4, 2 ш ан х, 0 


Si r, denota el i-ésimo renglón de А, se ve de la ecuación anterior que r, x = 0 para i = 1, 2, 


... т. Así, six e N, entonces r, L x parai=1,2,...,m. Pero si y e R, entonces y = cr, 
A СГ,» Para algunas constantes Cis Cpa tas C Entonces y : x = (cr, + cx, Tec сї) 
х= CM XRO хъс ст, х = 0, lo que prueba la afirmación. 
32\ ( 31 
Е —14 14 
En el ejemplo 7, К, = gen ((1, 0, —32, 31), (0, 1, 14, —14); y М, = gen ib б 
0 1 


El lector debe verificar que los vectores de la base рага R,, en efecto, son ortogonales a los 
vectores de la base para N,. 
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El siguiente teorema da la relación entre el rango y la nulidad. 


Sea 4 una matriz de m X n. Entonces 


р(4) + v(4) = п 


Es decir, el rango de А más la nulidad de А es igual al número de columnas de А. 


Se supone que k = p(4) y que las primeras k columnas de A son linealmente indepen- 


dientes. Sea e, (i > К) cualquier otra columna de А. Como c, с„... , €, forman una base 
para C, se tiene, para algunos escalares а, 4,, ..., dà, 

е=ае тае, Trae 
Así, sumando —4,C,, —4,€, ..., —a,c, sucesivamente a la i-ésima columna de A, se 


obtiene una nueva matriz B de m X n con p(B) = p(4) y v(B) = v(A) con la columna i 
de B igual a 0.! Esto se hace a todas las demás columnas de A (excepto las primeras К) 
para obtener la matriz 


11 12 lk 0 0 0 
D= Ga Cp О) 0 0 
ml a а к 0 0 0 


Donde p(D) = p(4) y v(D) = v(4). Mediante un posible reacomodo de los renglones de 
D, se puede suponer que los primeros k renglones son independientes. Después se hace 
lo mismo con los renglones de (esto es, sumar múltiplos de los primeros k renglones a 
los últimos m — k) para obtener una nueva matriz: 


11 12 1k 0 0 

а а, а 0 0 
Ing. Ga a, 0 0 
0 0 0 0 0 

0 0 Boa 0 0 Ba 0 


donde p(F) = p(4) y v(F) = v(4). Ahora es obvio que si i > k, entonces Fe, = 0,* de ma- 
nera que E, = {€p € ..., €, ) es un conjunto linealmente independiente de n — k vec- 
tores de N,. Ahora se demostrará que Е, genera N,. Sea x e N, un vector de la forma 


x 


t Esto se deduce considerando А“ (las columnas de A son los renglones de Aĵ. 
* Recuerde que e, es el vector con un uno en la posición ¡ y cero en las otras posiciones. 
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Entonces 
а^, ar aX, атава X, 


(A, X. + 0X, +...+а, X, 


ОЛЫП 
3 { e 0 
E : : : to 
UEIS e| loas P 07,3%, Passt ase, ПЕ ; 
0 : 
| 0 
0 


El determinante de la matriz del sistema homogéneo de k X k dado es diferente de cero, 
ya que los renglones de esta matriz son linealmente independientes. De esta forma, la 
única solución al sistema es x, — x x, = 0. Entonces x tiene la forma 








2 k 


(0,0,...,0, х.х.) = хер Хе Pe, 


Esto significa que E, genera N, de manera que v(F) = n — К = n — p(F)lo que completa 
la prueba. 


Nota. Se sabe que p(4) es igual al número de pivotes n la forma escalonada por renglones de 
А y es igual al número de columnas de la forma escalonada por renglones de A que contienen 
pivotes. Entonces, del teorema 7, v(4) = número de columnas de la forma escalonada por ren- 
glones de А que no contienen pivotes. 


| EJEMPLO 8 | 8 Ilustración de que р(А) + v(A) = n 


2 
1 
que p(4) + v(4) = n(=3). 


| EJEMPLO9 | Ilustración de que p(A) + v(A) = n 


1 -1 
Para A | 3 ; se calculó (en los ejemplos 1 y 3) que p( 4) = 2 y v(A) = 1; esto ilustra 


1 -1 3 
Para 4A=| 2 0 4| calcule v(4). 
-1 3 1 


E Solución Enel ejemplo 5 se encontró que p(4) = 2. Así, v(4) = 3 — 2 = 1. El lector puede demostrar esto 
—2 
directamente resolviendo el sistema Ax = 0 para encontrar que №, = gen 1 
1 


TEOREMA В Sea A una matriz de n X n. Entonces A es invertible si y sólo si p(4) = n. 


DEMOSTRACIÓN Por el teorema 1, A es invertible si y sólo si v(4) = 0. Pero por el teorema 7, p( 4) = n — 
E V(A). Así, A es invertible si y sólo si p(.A) = n —0 = n. 
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Ahora se demostrará la aplicación del concepto de rango, para determinar si un sistema de 
ecuaciones lineales tiene soluciones o si es inconsistente. De nuevo, se considera el sistema de 
m ecuaciones en n incógnitas: 


ах, + 0,,X, tax, = 


Inn 1 


aX t X, tta, x = b, 


2n'n 


(9) 


аы +4, tb a, X, = b 


mn“ n m 


lo que se escribe como Ax = b. Se utiliza el símbolo (4, b) para denotar la matriz aumentada 
de m X (n + 1) obtenida (como en la sección 1.3) agregando el vector ba 4. 


TEOREMA EI El sistema Ax — b tiene cuando menos una solución si y sólo si b e C,. Esto ocurrirá si 
y sólo si A y la matriz aumentada (4, b) tienen el mismo rango. 


$1c,c,...,c,sonlas columnas de А, entonces podemos escribir el sistema (9) como 

Xie ec кое =} (10) 
El sistema (10) tendrá solución si y sólo si b se puede escribir como una combinación 
lineal de las columnas de 4. Es decir, para tener una solución debemos tener b e C,. Si 
b e C, entonces (A, b) tiene el mismo número de columnas linealmente independientes 
de A así que A y (A, b) tienen el mismo rango. Si b є C, entonces p( 4, b) = p(4) + 1 y 
el sistema no tiene soluciones. Esto completa la prueba. 


| ЕЈЕМРІО 10 | Uso del teorema 9 para determinar si un sistema tiene soluciones 


Determine si el sistema 
2x, +4x, + 6x, =18 


4x, + 5x, + 6x, = 24 
2x +Tx +12x, =40 


tiene soluciones. 


2.4 6 12 3 
Bi Solución $га A=|4 5 6 |. La forma escalonada por renglones de 4es|0 1 2|yp(4) = 2. La 
2 7 12 0.0 0 


2 4 6 | 18 


forma escalonada por renglones de la matriz aumentada (4, b) = | 4 5 6 | 24 | es 
| 2$ |9 2 7 12 | 40 
0 1 2 | 4 |, que tiene tres pivotes, por lo que p(A, b) = 3 y el sistema no tiene solución. 
ооо [1 


| EJEMPLO 11 | Uso del teorema 9 para determinar si un sistema tiene soluciones 


Determine si el sistema 
хх, +2х, =4 
2x, tx,—3x,——2 
4x =x, + х, =6 
tiene soluciones. 
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1-1 2 
E Solución $га A=|2 1 —3 |. Entonces det А = 0 de manera que p(A) < 3. Como la primera columna 
4 -1 1 


no es un mültiplo de la segunda, es evidente que las primeras dos columnas son linealmente 
independientes; así p(4) — 2. Para calcular p(A, b) se reduce por renglones: 





р =) 2 | 4 pep 2 | 4 
2 | d | >» |o 3-7 | —10 
4-1 1 | 6 0 d -7 | —10 


Se ve que p(4, b) = 2 y existe un número infinito de soluciones para el sistema (si hubiera una 
solución única se tendría det A z 0). 


Los resultados de esta sección permiten mejorar el teorema de resumen, visto por última 
vez en la sección 4.5 de la página 314. 


TEOREMA ЕЎ Teorema де resumen (punto de vista 6) 


Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes diez afirmaciones son equivalentes; 
es decir, cada una implica a las otras nueve (si una se cumple, todas se cumplen). 
i. A es invertible. 
ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial (x = 0). 
iii. El sistema Ax = b tiene una solución única para cada n-vector b. 
iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad, Г, de n X n. 
V. А se puede expresar como el producto de matrices elementales. 
vi. La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes. 


vii. Las columnas (y renglones) de А son linealmente independientes. 


viii. det 4%0. 
ix. v(4) = 0. 
х. p(A) =n. 


Más aún, si una de ellas no se cumple, entonces рага cada vector є R”, el sistema Ax 
= b no tiene solución o tiene un número infinito de soluciones. Tiene un número infinito 
de soluciones si y sólo si p(4) = p(A, b). 


Problemas 4.7. SSA 


AUTOEVALUACIÓN 


Elija la opción que complete correctamente los siguientes enunciados. 


|] 2 3 4 
|. Elrangodelamatrz| 0. 2 -1 5 |е$ 
0 @ 3 7 


а) 1 Б) 2 e) 3 d) 4 
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Il. La nulidad de la matriz en el problema 1 es 
а) 1 b) 2 e) 3 d) 4 
IIl. 


Si una matriz de 5 X 7 tiene nulidad 2, entonces su rango es 
a) 5 b) 3 CEP d) 7 


€) No se puede determinar sin más información. 


1552 

IV. El rango de la matriz | -2 —4 | es 
3 @ 

a) 1 b) 2 c) 3 


V. La nulidad de la matriz en el problema IV es 


a) 0 b) 1 с) 2 d) 3 

VI. Si Aes una matriz de 4 X 4 y det A — 0, entonces el valor máximo posible para p(4) 
es 5 
а) 1 b) 2 e) 3 d) 4 

VII. Enel problema IV dim C, 
a) 1 b) 2 c) 3 

VIII. En el problema IdimR,=_______ 

а) 1 b) 2 e) 3 d) 4 


Falso-verdadero 
IX. En cualquier matriz de m X n, C, = R; 


X. En cualquier matriz de m X n, C, = Im(4). 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


l. o) Il. a) Ill. a) IV. a) V. b) VI. c) 
Vil. a) ҮШ. с) Ж. F X. V 


De los problemas 1 al 20 encuentre el rango y la nulidad de la matriz dada. 


) 2 i = 3 1 —2 1 
1. 2. 3. 
з 4 3 1.0 2 -1 3 
- 1-23 
РЕ 3 dede 6.12 45 
"A3. 9 c4 р ` 
-1 04 1 
i- =ï 2 =ї 3-1 1 -1 2 3 
7.|3 14 & |2 4 -2 9.|0 1! 


л 
| 
- 
oo 
| 
ә 
[e 
w 
= 
© 
ON 
ON 
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io p $ 3 04 20 2 3 
10. 0 1 4 3 11.|0 0 16 12.|—1 1 

i 0 6 5 1 0 -12 4 7 
io 3.3 -] 1 00 poop ox 1 

101 Е -1 01 2 
13. |? 14. Ж, 15. 

1 010 0—2 1 125 4 
0 001 0 0 11 2 sd i 

1-1 2 3 Er ej 0 т 
"лш ла ш gnum ^^ 18. |0 0 0 
“| 2-2 4 6 “la 0—2 1 e 

3 -3 6 9 3 -1 04 

0.01 123 
19. 10 0 2 20.10 0 4 

124 006 


De los problemas 21 al 27 encuentre una base para la imagen y el espacio nulo de la matriz 
dada. 


21. La matriz del problema 2 22. La matriz del problema 7 
23. La matriz del problema 8 24. La matriz del problema 10 
25. La matriz del problema 15 26. La matriz del problema 16 


27. La matriz del problema 17 


De los problemas 28 al 32 encuentre una base para el espacio generado por los conjuntos de 
vectores dados. 


1) (2\(-1 
28. | 4| 1... 3 
alla 


29. (1, -2, 3), (2, —1, 4), (3, -3, 3), (2, 1, 0) 
30. (1, =2, 1), (=I =1; 4), (3, =3, 3), (0, 1, 0) 
31. (1, =]; 1, = 1), (2, 0, 0, 1), (4, -2, 2, 1), (7, =3; 3: = 1) 


13 (0 13 [0 

0111112112 
32. , , , 

0 p¡1¡|2[J|2 

1) 10 1 1 


De los problemas 33 al 37 utilice el teorema 9 para determinar si el sistema dado tiene alguna 
solución. 


33. x tx,— x=7 34M. x tx x27 35. x t x,-0 
4x, — X, t 5x, =4 4x, — x, t 5x, —4 x,t x,—-2 
6x, t x, t 3x, = 20 6x, t x, +3x, =18 2x, —3« —3 





1 
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Espacios vectoriales 


36. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


*44. 


45. 


46. 


47. 
48. 


49. 


50. 


d cx dox dx 2 3A х,—2х„+ х,+ х,= 2 
3x, +2x, 2x, =-8 3x, +2x, 2x, =-8 

4х„— x,— x= 1 4x, — x% „= 1 
5x, +3x, = x,——3 5x, T3x— x,— 0 


Demuestre que el rango de una matriz diagonal es igual al número de componentes dife- 
rentes de cero en la diagonal. 


Sea A una matriz triangular inferior de n X n con ceros en la diagonal. Demuestre que 
pCA) < n. 


Demuestre que si А es una matriz de m X n y m < n, entonces a) p( 4) = m y b) v(4) = 
n — т. 

Demuestre que para cualquier matriz A, p(4) = p(A). 

Sean A y B matrices de m X n y n X p, respectivamente. Demuestre que p(4B) = mín (p( A), 
р(В)). 


Sea A una matriz de m X n y sean В y C matrices invertibles de m X m y n X n, respecti- 
vamente. Pruebe que p( 4) = p(BA) = p(AC). Es decir, si se multiplica una matriz por una 
matriz invertible, el rango no cambia. 


Sean A y B matrices de m X n. Demuestre que si p(4) = p(B), entonces existen matrices 
invertibles C y D tales que B — CAD. 


Sea A una matriz de 5 X 7 con rango 5. Demuestre que el sistema lineal Ax — b tiene cuan- 
do menos una solución para cada 5-vector b. 


Suponga que cualesquiera k renglones de А son linealmente independientes mientras que 
cualesquiera k + 1 renglones de A son linealmente dependientes. Demuestre que p(4) = k. 


Si В = CAD, donde C y D son invertibles, demuestre que p(4) = p(B). 


Sea A una matriz de m X n. Suponga que para todo y є P”existe una x є R al que Ax = y. 
Demuestre que p(4) = т. 


Si A es una matriz de n X n, demuestre que p(4) < nsi y sólo si existe un vector x e K" tal 
que x £0 y Ax = 0. 


Pruebe que el rango de una matriz es igual al número de pivotes en su forma escalonada 
por renglones [sugerencia: Demuestre que si la forma escalonada por renglones tiene k 
pivotes, entonces dicha forma tiene exactamente k renglones linealmente independientes]. 


MANEJO DE LA CALCULADORA 





Existe una forma sencilla para determinar el rango, la imagen y el espacio de los ren- 
glones de una matriz en la HP 50g, que consiste en encontrar la forma escalonada por 
renglones (REF) o la forma escalonada por renglones reducidos (К. КЕЕ) de la matriz. 
Por ejemplo, suponga que se introduce la matriz 


B 
ASS 
=] 


N со A 
о к= 
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Oprima la siguiente secuencia de teclas: 





sec )( 4 )C sec 9C 3 )C»»l 








сес ERED EDEDED EDES 





DES EDEDED CEEDED EDE] 





A continuación oprima el comando que calcula la forma escalonada por reglones de la 
matriz que se encuentra en el primer renglón de la calculadora 





(ALPHA)|(ALPHA|C A — EX — AIENTER)| 





El resultado es 


REF(4) =| 0 1 А 


AS Las es 


Es claro que p(4) = 3, К, = gen {(1, 3, 4,3), (0,1,11/6,4/3),(0,0,1,7/16)y; como p(4) = 3, 
А tiene tres columnas linealmente independientes, por lo que 


4 
C, = imagen A= gen 3|5|,| 9|,[9 
=Í 


yv(4)=4-3=1. 
En los problemas 51 al 54 utilice una calculadora para encontrar el rango, la imagen, el 


espacio generado y la nulidad de la matriz dada. 


0.37 0.48 —0.70 -1.16 
0.46 —0.39 2.09 0.83 
052 087 137 — 14 
0.67 0.35 0.29 -—0.33 


(97 ©  SI2 653 Э 
Silo | =33 Sl =223 =207 —395 52. 
257 -—]48 958 1067 1162 


0284 —.0311 -—.0207  .0431 .0615 
MS LIC ИНИ O 21 050 
53. | -.0965 —4270 —5847  .3574 .2160 
.0795 | .0905  .1604 —4730 .0305 
.00110  —3365 —.4243  .3101 .5210 
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37 Ыы = H 3B = 102 
—48 91 306 38 205 0 = 
53 215  -47 -1] -38 423 99 
ms 10 339  —20 172 19  —160 
—80 316 594 7 339 442 -119 
=/il 46 —416 -83 201 —88 144 


54. 


Ld MATLAB 4.7 


1. Para cada matriz dada: 
a) Encuentre una base para el espacio nulo siguiendo el ejemplo 7. Esto incluye resolver el 
sistema homogéneo de ecuaciones adecuado. 
b) Verifique que el conjunto de vectores obtenido para cada problema es un conjunto inde- 
pendiente. 


c) (Lápiz y papel) Siel conjunto de vectores ha de ser una base para el espacio nulo, tam- 
bién debe demostrarse que cada vector en el espacio nulo se puede expresar como una 
combinación lineal de los vectores de la base. Demuestre que cada vector en el espacio 
nulo, es decir, cada solución al sistema homogéneo resuelto en el inciso a), se puede 
escribir como una combinación lineal de los vectores encontrados en a). 

d) Para cada problema, encuentre las dimensiones del espacio nulo. Dé una explicación. 
¿Cómo se relaciona la dimensión con el número arbitrario de variables que surgen en la 
solución del sistema homogéneo resuelto en a)? 


i.-vi. Problemas 9, 10 y 13a 17 de la sección 4.7. 
6 2 18 2 10 
vii. | —9 0 -18 4 —5 
4 7 29 2 13 





2. a) i. Para el problema 17 de esta sección, encuentre la base para el espacio nulo siguien- 
do el ejemplo 7. 


ii. Sea R = rref(A). Verifique que la base consiste en el único vector B = [-R(1, 4);-R 
(2, 4;-RG, 4);1]. 
iii. Verifique que A*B = 0. ¿Por qué esperaría esto? 
6 2 18 2 10 
b) i. Рага la matriz 4=| —9 0 -18 4 —5 | епсиеп{те la base para el espacio 
4 7 29 2 13 





nulo. 
li. Sea R = rref(A) y sea 
B = [[-R(1, 3);-R(2, 3);1;0;0] [-R(1, 5);-RQ, 5):0;-RG, 5);1]] 
Verifique que las columnas de B sean los vectores de la base que encontró en el 
inciso bi). 
iii. Verifique que A*B = 0 y explique por qué debe ser así. 
c) Para las siguientes matrices 4, encuentre R = rref(A) y la base para el espacio nulo for- 


mando una matriz B como se ilustra en los ejemplos de los incisos a) y b). Verifique que 
A*B = 0. (Para ayudar a reconocer el procedimiento para encontrar В: por ejemplo, 


4.7 


3. a) 


b) 


a) 


b) 


c) 
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en b), las columnas 3 y 5 de R no tienen pivotes, lo que indica que x, y x, eran variables 
arbitrarias. Las columnas 3 y 5 de R no son vectores en el espacio nulo, pero se puede 
encontrar una base para el espacio nulo utilizando adecuadamente los números en las 
columnas 3 y 5. Observe que la tercera y quinta posiciones en los vectores de la base son 
100.) 


9 3 8 —-5 =l 
i4-|5 0 -5 -5 -3 
-7 0 8 8 9 


ii. А = rand(4, 6);А(:, 4) = 1/3*A(:, 2)-2/7*A(:, 3) 


MATLAB tiene un comando null(A) (doc null) que producirá una base para el espacio 
nulo de А (produce una base ortonormal. Vea en la sección 4.9 una definición de orto- 
normal). 


i. Para cada matriz A en el problema 2 de esta sección de MATLAB, encuentre N = 
null(A). Encuentre B, la matriz cuyas columnas forman una base para el espacio 
nulo utilizando el procedimiento del ejemplo 7. 


ii. ¿Cuántos vectores hay en cada base? ¿Qué propiedad confirma este hecho? 


iii. Considerando rref([B N]) y rref([N B]), verifique que cada vector en la base para 
el espacio nulo determinado por el comando null es una combinación lineal de los 
vectores de la base encontrados en las columnas de B, y que cada vector columna 
en Bes una combinación lineal de los vectores de la base encontrado con el coman- 
do null. Explique su razonamiento y el proceso. Explique por qué esta afirmación 
debe ser cierta. 


El algoritmo utilizado por el comando null de MATLAB es numéricamente más estable 
que el proceso que incluye rref; es decir, null es mejor en cuanto a minimizar los errores 
de redondeo. Para la matriz A siguiente, encuentre М = null(A) y encuentre B como en 
el inciso a). Encuentre A*B y A*N y analice la forma en la cual esto proporciona alguna 
evidencia para la afirmación hecha al principio del inciso a). 


1 -2 5 1 9 
A=| 3 6 6 356 3 
42 -84 -10 4 -1 


. Aplicación geométrica del espacio nulo 


(Lápiz y papel) Argumente por qué una base para el espacio nulo de una matriz A 
de m X n será una base para el subespacio de todos los vectores en R” perpendiculares 
(ortogonales) a los renglones de A. 


Encuentre una base para el plano formado por todos los vectores perpendiculares a 
-1 


Encuentre una base para la recta perpendicular al plano generado por 4! 3 |, 


— 
N|= © 


Compare su respuesta con el producto cruz de dos vectores. 
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d) Encuentre una base para el subespacio de todos los vectores perpendiculares a 


1 01 [2 
2 3 
=з 5 || 1 
111-1 4 
2 1 0 


5. Aplicación del espacio nulo a sistemas de ecuaciones 


1 

0 8 -6 -5 4 4 46 2 
9 2 4 -10 9 8 29 -1 
5 TOP =2 S 3 0 0 
1 -7 -8 -9 -6 -7 -15 4 
-2 


a) Demuestre que x es una solución al sistema [A b] (utilice la multiplicación de matrices). 


b) Encuentre una base para el espacio nulo de 4, formando una matriz cuyas columnas 
sean los vectores de la base. 


c) Genere un vector w que sea una combinación lineal de los vectores de la base encontra- 
dos en el inciso 5) (utilice la multiplicación de matrices). Demuestre que z = x + w es 
una solución al sistema [4 b]. Repita para otro vector w. 


6. Para los siguientes conjuntos de vectores: 


a) Sea A la matriz cuyos renglones son los vectores. Encuentre rref(A). Utilice el comando 
“:” para encontrar la matriz C que consiste sólo de los renglones diferentes de cero de 
rref(A). Sea B = C'. Explique por qué las columnas de B son una base para el espacio 


generado por los vectores (vea el ejemplo 6). 
b) Verifique que la base encontrada es linealmente independiente. 


c) Verifique que cada vector en el conjunto original es una combinación lineal única de los 
vectores de la base. Describa cualquier patrón que descubra en los coeficientes de las 
combinaciones lineales. 


1 2 3 
0 
—1 5 
1) [-2 1 
0 1 
1 —2 |,| 41,10 ii ill? bla 
3 —6 
—1 2 1 
TIELE 
2 
1 =f 5 1 6 
2 0 4 2 8 
iii =1 j] 1Lf-5|| 3—2 
3 2 0 —2 3 
1 0 2 0 3 
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7. a) (Lápiz y papel) Suponga que quiere encontrar la base para la imagen (espacio de las 
columnas) de una matriz real 4. Explique cómo puede usar rref(A”) para hacer esto. 


b) Para las matrices siguientes, encuentre una base para la imagen, formando una matriz 
cuyas columnas sean los vectores básicos. Verifique que cada columna de la matriz ori- 
ginal es una combinación lineal única de los vectores de la base. 


i-i. Las matrices de los problemas 9 y 15 a 17 de esta sección. 
v. А = round(l0*(2*rand(5)-1)5;A(:,2) = .5*A(:,1); А(:,4) = А(:,1)-1/3*А(:,3) 


8. а) Para cada matriz del problema 7 de esta sección de MATLAB, encuentre rref(A) y 
rref(A"). 


b) Encuentre una base para el espacio de las columnas de A y por lo tanto la dimensión de 
ese espacio. 


c) Encuentre una base para el espacio de los renglones de A y por lo tanto la dimensión de 
ese espacio. 


d) Escriba una conclusión relacionando la dimensión del espacio de las columnas de А con 
la dimensión del espacio de los renglones de A. 


e) ¿Qué tienen en común rref(A) y rref(A") y cómo se relaciona esto con el inciso d)? 


9. Este problema explica otra forma de encontrar una base para un espacio generado por vec- 
tores de manera que la base consista en un subconjunto del conjunto original de vectores. 


a) Recuerde (o resuelva) los problemas 3 y 7 de MATLAB 4.4. Si A es la matriz cuyas 
columnas son los vectores de un conjunto dado, concluya que las columnas de A corres- 
pondientes a las columnas sin pivote, en la forma escalonada reducida por renglones, no 
se necesitan para formar el espacio generado por el conjunto original de vectores. 


b) Para los conjuntos de vectores en el problema 6 de esta sección de MATLAB, sea A la 
matriz cuyas columnas son los vectores en el conjunto dado. 


i. Usando rref(A) para decidir qué vectores del conjunto original se pueden eliminar 
(no son necesarios), forme una matriz B que sea una submatriz de la 4 original que 
consista en el número mínimo de vectores del conjunto original necesarios para 
formar el espacio generado. 


ii. Verifique que el subconjunto elegido (las columnas de la submatriz) sea linealmente 
independiente. 


iii. Verifique que el número de vectores es el mismo que el número de vectores en la base 
determinada en el problema 6 de esta sección de MATLAB. 


iv. Verifique que cada vector en la base encontrada en el problema 6 es una combina- 
ción lineal única de la base encontrada en este problema y que cada vector de esta 
base es una combinación lineal única de la base del problema 6 [sugerencia: si C es 
la matriz cuyas columnas son los vectores de la base encontrados en el problema 6, 
observe rref([B C]) y rref([C B])]. 


c) Siga las instrucciones del inciso b) para el espacio de las columnas de las matrices en el 
problema 7 de esta sección de MATLAB. 


10. Suponga que (v,, ..., v,) es un conjunto de vectores linealmente independientes en R”. 
Suponga que se quiere agregar algunos vectores al conjunto para crear una base para todo 
PR que contenga al conjunto original. Para cada conjunto de vectores dado: 
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a) Sea A la matriz tal que la columna i de A es igual a v, Forma la matriz B — [A I], donde 
Ies la matriz identidad de n X n. Verifique que las columnas de B generan a todo R. 


b) Siga el procedimiento descrito en el problema 9 de esta sección de MATLAB para en- 
contrar una base para el espacio de las columnas de B. Verifique que la base obtenida es 
una base para R y contiene al conjunto original de vectores. 


i. Genere tres vectores aleatorios (v,, v,, v,) en R utilizando MATLAB (primero 
verifique que sean linealmente independientes). 


li, En E^, v, = 


1 
2 
Y. = 
3 
1 
с) (Lápiz y papel) Explique por qué este procedimiento siempre dará una base para K^ 
que contiene el conjunto original de vectores linealmente independientes. 


11. El comando de MATLAB orth(A) (doc orth) producirá una base para la imagen (espa- 
cio de las columnas) de la matriz A. (Produce una base ortogonal.) Para cada matriz del 
problema 7 de esta sección de MATLAB, utilice orth(A) para encontrar una base para el 
espacio de las columnas de 4. Verifique que esta base contiene el mismo número de vecto- 
res que la base encontrada en el problema 7 y demuestre que todos los vectores de la base 
encontrada utilizando orth son una combinación lineal de la base encontrada en el proble- 
ma 7. Demuestre además que los vectores de la base del problema 7 son una combinación 
lineal de la base encontrada con orth. 


12. Encuentre una base para el espacio generado por los siguientes conjuntos: 


a) En Р: (-1 + 4x + 3, =x? —1, x? —2x, 3x? + x + 4) [vea el problema 4.4.9 de 
MATLAB). 


b) En M,; Ene , ы : CM ES ; de [vea el problema 4.4.10 de 
4 4 7 -9 29 -19 2.9 


MATLAB]. 


13. a) Elija un valor para n = 4 y genere una matriz aleatoria 4 de n X n usando MATLAB. 
Encuentre rref(A) y rank(A) (el comando rank(A) (doc rank) encuentra al rango de A). 
Verifique que А es invertible. 


b) Haga B — A y cambie una columna de B para que sea una combinación lineal de las co- 
lumnas anteriores de B. Encuentre rref(B) y rank(B). Verifique que B no es invertible. 


с) Sea B la matriz del inciso b) después del cambio y cambie otra columna de B para 
que sea una combinación lineal de las columnas anteriores de B. Encuentre rref(B) y 
rank(B). Verifique que B no es invertible. 


d) Repita para otras cuatro matrices А (use diferentes valores de n). 


e) Con base en la evidencia reunida, obtenga una conclusión sobre la relación entre rank(A) 
y el número de pivotes en rref(A). 


f) Dé una conclusión sobre la relación entre rank(A), el tamaño de A y la invertibilidad 
de A. 


g) Forme una matriz de 5 X 5 con rango 2 y una matriz de 6 X 6 con rango 4. 


14. a) Genere tres matrices aleatorias reales de n X m de tamaños distintos, con m diferente de 
n. Encuentre rank(A) y rank(A”). 
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15. 


16. 


b) Escoja un valor de n y genere tres matrices reales de n X n, con diferente rango (vea el 


problema 13 de esta sección de MATLAB). Encuentre rank(A) y rank(A”). Repita para 
otro valor дел. 


c) Describa la relación entre rank(A) y rank(A”). 


d) Describa la relación entre este problema y el problema 8 de esta sección. 


Considere el sistema de ecuaciones de los problemas 1 a 3 de MATLAB 1.3. Para dos de 
los sistemas de cada problema, encuentre el rango de la matriz de coeficientes y el rango de 
la matriz aumentada. Formule una conclusión relacionando estos rangos y el hecho de que 
el sistema tenga o no una solución. Pruebe su conclusión con algún otro sistema en estos 
problemas. Demuestre su conclusión. 


Exploración del rango de matrices especiales 


a) Matrices cuadradas mágicas El comando magic(n) (doc magic) genera un cuadrado má- 


gico de n X n (un cuadrado mágico tiene la propiedad de que la suma de las columnas 
es igual a la suma de los renglones). Genere tres matrices cuadradas mágicas para cada 
valor de n = 3,...,9 y encuentre sus rangos. ¿Cómo afecta al rango el tamaño de la 
matriz? Describa los patrones descubiertos. 


Nota. Este problema está inspirado en una conferencia dada por Cleve Moler en la University 
of New Hampshire en 1991. 


1 2 3 4 
FA 5 6 7 
b) Examine el rangode|4 5 б |, y de las siguientes dos matrices con 
9 9 10 11 12 
13 14 15 16 


este patrón. Describa el comportamiento del rango de dichas matrices. Pruebe su con- 
clusión [sugerencia: observe el renglón j + 1 — renglón j]. 


c) Genere un vector aleatorio u de n X 1 y un vector aleatorio v de n X 1. Forme A = u*v’, 


una matriz aleatoria de n X n. Encuentre el rango de A. Repita para otros tres juegos de 
u y v. Describa el rango de las matrices formadas de esta manera. 


17. Rango y productos de matrices 


a) Elija un valor para n y sea A una matriz invertible de n X n [sugerencia: vea las matrices 


invertibles encontradas en problemas anteriores o genere una matriz aleatoria utilizan- 
do el comando rand. Verifique su invertibilidad]. Genere cuatro matrices de n X m, 
algunas cuadradas y otras no, con diferentes rangos (vea el problema 13 de esta sección 
de MATLAB para crear matrices con ciertos rangos). Lleve un registro de cada rango. 
Para cada B (una de estas matrices), sea C — A*B. Encuentre rank(C). Relacione rango 
(C) con rango (В). Complete la siguiente afirmación: si A es invertible y B tiene rango К, 
entonces AB tiene rango . Describa la relación entre este problema y el problema 
10 de MATLAB 4.5. 





b) Genere una matriz А de 6 X 6 con rango 4. Genere matrices aleatorias de 6 X m con 


diferentes rangos, algunos mayores y otros menores que 4. Para cada B (una de estas 
cuatro matrices), encuentre rank(A*B) y relaciónelo con los rangos de A y B. 


c) Repita el inciso b) con А, una matriz de 5 X 7 con rango 3 y matrices B de 7 X m. 


d) Formule una conclusión relacionando rango (АВ) con rango (А) y rango (B). 
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e) Sea 
1-1 0 1-3 2 
А=|2 0 2 B-| 1-3 2 
3 4 -1 3 2 


Encuentre rango (4), rango (B) y rango (АВ). Modifique la conclusión del inciso d) 
[sugerencia: piense en desigualdades]. 


PRoBLEMA 18. Ciclos en digráficas Las gráficas dirigidas, como las que siguen, se usan para describir 


L PROYECTO situaciones fisicas. Una de dichas situaciones se refiere a circuitos eléctricos en donde la 


corriente fluye por las aristas. Al aplicar las leyes de Kirchhoff para determinar la corriente 
que pasa por cada arista, se pueden examinar las caidas de voltaje en los ciclos del diagra- 
ma. Sin embargo, no es necesario examinar todos los ciclos, ya que algunos se pueden for- 
mar a partir de otros. Por lo que es necesario examinar una “base” para los ciclos cerrados, 
es decir, el minimo número de ciclos que genera todos los demás. 

Los diagramas como el que se muestra a continuación reciben el nombre de gráficas di- 
rigidas, o digráficas. Un ciclo cerrado en una gráfica dirigida se denomina ciclo no dirigido. 


a) Cualquier digráfica tiene una matriz asociada denominada matriz de incidencia nodo- 
arista. Se define como 


1 si la arista j llega al nodo i 
a =371 si la arista j sale del nodo i 
0 de otra manera 


Es sencillo establecer (o introducir con MATLA B) una matriz de incidencia nodo-arista 
observando una arista a la vez (vea el problema 2 de MATLAB 1.5). 

Introduzca la matriz de incidencia А para la digráfica siguiente. Observe que cada 
arista corresponde a una columna de A y que A será una matriz de n X m, donde n es el 
nümero de nodos y m el nümero de aristas. 





+ ТАТ asas [5] 


b) Un ciclo (ciclo cerrado) se puede representar por un vector de m X 1 en donde cada 
elemento del vector corresponde al coeficiente de una arista. Por ejemplo, un ciclo en la 
digráfica anterior es: inicio en el nodo [3], luego arista 5, después por la arista 8 y por el 
opuesto de la arista 7. Esto se puede expresar como arista 5 + arista 8 — arista 7, que se 
puede representar por el vector m X 1:(000010 11). 

i. Verifique que este vector está en el espacio nulo de A, la matriz de incidencia nodo- 
arista. 

ii. Forme el vector correspondiente al ciclo que va del nodo [1] al nodo [2] al nodo 
[4] al nodo [3] y de regreso al nodo [1]. Verifique que este vector se encuentra en el 
espacio nulo de A. 


c) Verifique que x = (11200 — 101) está en el espacio nulo de 4. Demuestre que este 
vector corresponde al ciclo que comienza en el nodo [1] y sigue arista 1 + arista 2 + 
arista 3 — arista 6 + arista 8 + arista 3. 


d) Encuentre una base para el espacio nulo de A. 
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e) Para cada vector en la base, identifique el ciclo que corresponde al vector escribiendo las 
aristas en el orden que siguen. Dibújelo etiquetando las aristas y nodos. 


f) Forme una combinación lineal de estos vectores básicos (del espacio nulo de 4) usando 
coeficientes de 1 y —1. Identifique el ciclo que describe esta combinación lineal escri- 
biendo las aristas en el orden que siguen, como se hizo en el inciso c). (Dibuje el ciclo.) 
Repita para otra combinación lineal. 


2) Identifique un ciclo en la digráfica que no esté en la base del espacio nulo o uno de los 
ciclos descritos en el inciso f). Escriba el vector correspondiente en el espacio nulo de 
A. Encuentre los coeficientes necesarios para expresar el vector como una combinación 
lineal de los vectores de la base para el espacio nulo. Dibuje (o describa de alguna mane- 
ra) su ciclo y los ciclos básicos incluidos en la combinación lineal y muestre que su ciclo 
está formado por estos ciclos básicos. Repita para otro ciclo. 


В) Para el siguiente diagrama, introduzca la matriz de incidencia nodo-arista y repita los 
incisos d) a я) para esta digráfica. La etiqueta e, se refiere a la arista i. 





Nota. Este problema fue inspirado en una conferencia dada por Gilbert Strang en la University 
of New Hampshire en junio de 1991. 


ProsLema 19. Subespacio suma y subespacio intersección Sean V y W subespacios de PR”. El subespacio 
L PROYECTO intersección se define como 


U= VA И = {zen Pz está en Vy z está en W}. 


El subespacio suma se define como 





S= V+ W= {|7 = v + w para alguna v en V y alguna w en W}. 
Suponga que {v,, . . . , v,) es una base para V y {w}, . .. , w, } es una base рага W. 
a) (Lápiz y papel) Verifique que U y S son subespacios. 


b) (Lápiz y papel) Verifique que {ү,,..., V, W> - - - , W, ) genera a S, el subespacio suma. 


с) Para cada par de bases de V y W dadas, encuentre una base рага S = V + W y encuen- 
tre la dimensión de S. Verifique algunas respuestas generando un vector aleatorio en 
S (genere vectores aleatorios en V y W y súmelos) y demostrando que el vector es una 
combinación lineal de los vectores de la base que encontró. 


1 -1 01 (5 0 
2 0 1||4 0 
i. Base para Y = ? | н Para W = 2 , 2 , 
4 2 3||3[|-2 
1 1 -1 1 1 
0 1 =1) 12 1 
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1 -1 0 —1 4 10 
2 0 1 2 3 13 

li. Base para Y = 3 А 1 , 2 Para W = | р 3 А 18 
4 2 3 3 4 20 
1 1 —1 —1 2 —1 
0 1) \—1 2) 1-8) |-19 
1 -1 01 [-1 4 0 0 —2 
2 0 1 2 3 0 -1 —8 
3 1 2 1 

ш. Base para Y = ў i х Рага W = Р i ; | , 0 
4 2 3 4 -2 4 8 
1 1 1 -1 2 1 2 8 
0 1) | -1 2 8 1) 1-3 9 

d) (Lápiz y papel) Sea V la matriz [у,,..., V] y sea W la matriz [w,, . . ., w,]. Sea A la 


matriz [V W]. Suponga que p es un vector de (k + m) X 1, en el espacio nulo de A. Sea 
p= (s воласа esae z XlybesdemxX 1. 


Demuestre que Va = — Wb. Haciendo z = V a, explique por qué se puede concluir 
que z está en U, la intersección de V y W. 


e) (Lápiz y papel) Inversamente, suponga que z está en U, la intersección de V y W. 
Explique por qué z = V x para alguna x y z = W y para alguna y. Argumente por 


X 
qué el vector 5) está en el espacio nulo de 4. 


f) (Lápiz y papel) Explique por qué se puede concluir que U, la intersección, es igual a 


[7a 


Concluya que si 1s, .. ., s está en la base del espacio nulo de A y cada s, — | 
a,esdek X 1yb,es dem X І, entonces (Va,,..., Va genera a U. 





а 
Н está en el espacio nulo de 4 


a; 

b. donde 

g) Usando la información del inciso f), encuentre una base para U = V ^ W para los 
pares de bases para V y W dados en el inciso c). Para cada par, encuentre la dimensión 
de U. Verifique algunas respuestas. Verifique que el conjunto de vectores que encontró 
es linealmente independiente y muestre que una combinación lineal de vectores en el 
conjunto está en V y en W. 


h) De su trabajo anterior dé una conclusión relacionando las dimensiones de V, W, U y S. 


EE Cameo рє sase 


А а ра |0 - 
En E? se expresaron vectores en términos de la base canónica і = 0) j= B En K* se definió 


la base canónica te, €,, . . . e, ). En P, se definió la base estándar como (1, x, х?,..., x"j. Estas 
bases se usan ampliamente por la sencillez que ofrecen a la hora de trabajar con ellas. Pero en 
ocasiones ocurre que es más conveniente alguna otra base. Existe un número infinito de bases 
para elegir, ya que en un espacio vectorial de dimensión n, cualesquiera n vectores, linealmente 
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independientes, forman una base. En esta sección se vera cómo cambiar de una base a otra 
mediante el cálculo de cierta matriz. 1 0 
Iniciaremos por un ejemplo sencillo. Sean u, 4 ) u, | | Entonces, В, = (u,, u,) es 
А =l f : : 
la base canónica en IR”. Sean v, = | | УУ, = | jl Como v, y v, son linealmente independientes 


(porque v, no es un múltiplo de v,), В, = {у,, V,} es una segunda base en IR”. Sea x | ) un 


* 


vector en KJ. Esta notación significa que 


х 1 0 
х= к = х б +x, i = хи + х,и, 


Es decir, х está expresado en términos de los vectores de Іа base B,. Para hacer hincapié en este 


hecho, se escribe 
(к), =|” 
Bo X 


Como B, es otra base en IR”, existen escalares c, y c, tales que 
х= сү toV, (1) 


Una vez que se encuentran estos escalares, se puede escribir 


С, 
TR 
с, 


рага indicar que х está ahora expresado en términos de los vectores еп B,. Para encontrar los 
números c, y c,, se escribe la base anterior (u, y u,) en términos de la nueva base (v, y v,). Es 


sencillo verificar que 
1| 2{1| 3[(-1) 2 3 
= = — =/= ==, == 2 
Е A 3) | | с с e 





y 
0 1[1 1f-1 1 1 
u, = = Р = У; F V, 
1 513 51 2 5 5 
es decir, 
2 1 
5 5 
(u,)B, = 3 y (u)5,- 1 
Ё 5 
Entonces, de (2) y (3) 
2 3 1 1 
ES PEA z" Е a +х, 5'1 t 52 
1 3 
= 5 +525 У + T3% tz% У, 
Asi, de (1), " 
C z% + 5 x, 
3 1 
C, $^ T 5% 
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Figura 4.4 
3 
a) Expresión de 2) еп 
términos де la base 


е 


3 
b) Expresión de | i en 


términos de la base 


BG 


Espacios vectoriales 








o 
2 1 
x tX = 
E ES B ue 5 5 [№ 
т = = 
77 3 1 3 Іх, 
X + Xx, 
5 5 5 5 
Por ejemplo, si (X) в ( | ‚ entonces 
> 2 
5 53 5 
X = = 
e$ ib) s 
5 5 5 
Verificación: 
2 " 13 
2 13 2(1| 13(-1 5 5 3 1 0 
y, > = = =3 -4 
5 5 5\3 51 2 6_26 -4 0 1 
э; 5 
= 3и - 40, 
л 
La matriz А= ; | se denomina matriz de transición de B, a B,, y se ha demostrado que 
55 


(х), = (х), (4) 


En la figura 4.4 se ilustran las dos bases o) Wl y (o) » 


Es sencillo generalizar este ejemplo, sin embargo antes es necesario ampliar la notación. 
Sea B, = tu, u, ..., uj y B, = lY, V, - - -> V} dos bases para un espacio vectorial real V de 
dimensión л. Sea x e V. Entonces x se puede escribir en términos de ambas bases: 


x = bu, + bu, + bu, (5) 


=] y 1 
У, = 2 3 
2 

2 5 

5 6 

5 





а) b) 


DEFINICIÓN 
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х= су, + су, + су, (6) 


Ь 


1 


2 


donde las b, y c, son números reales. De donde (x), = denota la representación de x en 
1 


Ь 


п 
términos de la base B,. Esto no es ambiguo porque los coeficientes b, en (5) son ünicos, segün el 


€ 


teorema 4.6.1, página 333. De igual manera, (x) в = ^2 tiene un significado similar. Suponga 


C 


que w, = au, + au, *:-- t au, уж, = bu, + bu, + +++ + bu, Entonces w, + w, = (a, + 
Б), + (a, + ри, + +++ + (a, + b )u,, de manera que 





(w, d: Ws, а (ws, + (mw), 


Es decir, en la nueva notación se pueden sumar vectores igual que como se suman en R”. Los 
coeficientes de la “suma” de vectores son las sumas de los coeficientes de los dos vectores indi- 
viduales. Más aún, es sencillo demostrar que 


аи), = (am), 


Ahora, como B, es una base, cada u, en В, se puede escribir como una combinación lineal de las 


у. Así, existe un conjunto único de escalares Op Dra App tales que paraj=1,2,...,n 
и,= ау, + tay, (7) 
о sea, 
d, 
(а), =| (8) 
2/8, . 


Matriz de transición 


La matriz A de n X n cuyas columnas están dadas por (8) se denomina matriz de transi- 
ción de la base B, a la base B,. Esto es, 


Jl 12 13 ln 
а. а. а ыу К 
А == 21 22 23 2п (9) 
ar ао аз а 


(u),, (uj), (uj; - - (0,)ь, 


Nota. Si se cambia el orden en el que se escriben los vectores de la base, entonces también debe 
cambiarse el orden de las columnas en la matriz de transición. 
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TEOREMA Sea B, y B, bases para un espacio vectorial V. Sea A la matriz de transición de B, a B,. 
Entonces para todo x e V 


E = 16), (10) 


DEMOSTRACIÓN Se usa la representación de x dada en (5) y (6): 
de (5) 
=D DOW 00 


) 


n 


de 


гє == 


O а а) Бр (Ш\Л, аг cusa v) 


чс o8 e 3p (Л у ir „мр 0r o9 9 P LAT) 


nn n 


блк @ Ыш чк A cb cq bct A 


ШШ! UE ln n 21 
ap aa чр (0: dB. ar al Jo, ar аа alo). 


nn n 


= 


de (6) 


NC (11) 


© | @ (Ae Gio, Areso ea, ld. 


(х)„ = © ab a ayb, pau ayb, 
e anb, + a, b, Pub a,b, 
UN Ch а„ || 5 
=| a 4% s %, b, = А(х), (12) 
5 5 B 8 n 
ta Un а,„ NE, 


Antes de dar más ejemplos, se probará un teorema que es de suma utilidad para los cálculos. 


TEOREMA 2| Sea A la matriz de transición de B, a B,, entonces A^! es la matriz de transición de B, 
a В. 
[= DEMOSTRACIÓN Sea C la matriz de transición de B, a B,. Entonces de (10) se tiene 
EIS (13) 
Pero (х), = А(х), y sustituyendo esto en (13) se obtiene 
(х), = СА(х)„ (14) 


Se deja como ejercicio (vea el problema 45 de la presente sección) demostrar que (14) 
se cumple para todo x en V sólo si CA = І. Por lo tanto, del teorema 1.8.7 de la página 
107, C = A^, y el teorema queda demostrado. 
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Observación. Este teorema hace especialmente sencillo encontrar la matriz de transición a par- 
tir de una base canónica B, = (e, e€, ... e,j en R” a cualquier otra base en E". Sea B, (v, V,,..., 
v,; cualquier otra base. Sea Cla matriz cuyas columnas son los vectores v,, v, . . . , ү. Entonces 
Ces la matriz de transición de B, a B, ya que cada vector v, está expresado ya en términos de la 
base canónica. Por ejemplo, 


1 1 1 0 0 0 

3 3 0 1 0 0 
= =1 +3 -2 +4 

-2 -2 0 0 1 0 

4 з 4 0 0 0 1 


1 


Así, la matriz de transición de B, a B, es С^. 


Procedimiento para encontrar la matriz de transición de la base canónica a la base B, — 
ip Vigraaco V 
i. Se escribe la matriz C cuyas columnas son у, у,,..., Vy 


n 


ii. Se calcula C”!. Esta es la matriz de transición que se busca. 


Nota. Como en la página 376, la matriz de transición es única respecto al orden en que se es- 
criben los vectores de la base В,. 


| EJEMPLO1 | Expresión de vectores еп K? en términos de una nueva base 


1 3 0 x 
En R sea B, = li, j, k} y sea B, =3| 0 |,| -1|,| 1[p.Six=| y | e E, escriba x en términos 
2 0)1-2 2 
de los vectores en В,. 
1 3 0 
E Solución Primero se verifica que B, es una base. Esto es evidente ya que |0 -1 1 = 8 0. Como 
1 0 0 2 02 
и, =|0|,u,=| 1 уи, = |0 |, de inmediato se ve que la matriz de transición C, de B, a B, está 
0 0 1 
dada por 
1 3 0 
C=|0 -1 I 
2 0-2 


Así, de acuerdo al teorema 2 la matriz de transición A de B, a B, es 


i 2 6 3 
дес = Т 2 -2 -1 
2 6 -l 
1 
Por ejemplo, si (x), = | 2 |, entonces 


4 
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T 
i 6 36 (2 : 
х) =-|2 -2 -l 2 |= 2 |= 
ie в 1 4 i 14 á 
no 4 |2 
4 
Para verificar, observe que 
1 3 0 1 1 0 0 
1 1 7 
0 |+ 1 1|=|-2|=1¡0|-2|1 [+4] 0 
4 4 4 
0 —2 4 0 0 1 


| EJEMPLO 2 | Expresión de polinomios en P, en términos de una nueva base 


En Р, la base canónica en B, = (1, x, x^). Otra base es B, = (4x — 1, 222 —x, 3x? +3}. Sip = 
a, + a,x + а,х?, escriba p en términos de los polinomios en В,. 


E Solución Primero verifique que B, es una base. Si c (4x —1) + c,Qx? —x) + c,(3x? + 3) = 0 para toda х, 


entonces al reacomodar los términos se obtiene 
(ЗЕЙ + 6, = ex + (2с, + 3с, )?=0 


Pero como (1, x, x?) es un conjunto linealmente independiente, se debe tener 


=e + 3с, = 0 
4c, — с, =0 
2с, +3c, =0 
-1 03 
El determinante de este sistema homogéneo es | 4 -1 0 =27%0, lo que significa que c, = 
0 23 
-] 0 3 
c, = с, = Qes la única solución. Ahora (4x - 1), =| 4 ‚(2х°— х), =|-1|у(3+ За?) = | 0 |. 
0 2 3 
Así, 
-1 03 
C=| 4 -1 0 
0 23 


es la matriz de transición de B, a B, de manera que 


| -3 6 3 
Ac -12 3 12 
8 2 1 


а, 


es la matriz de transición de B, a В,. Como (a, + a,x+a,x”), = |а, |, se tiene 
1 


а, 
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{ -3 6 3а 
(a, Фах), = 27 -12 3 12 |а 
8 2 1)\а 


2 


1 
7% + ба, + 3a,] 
1 
= 79, — За, + 12а, ] 
1 
57184 F 2a, F a,] 


Por ejemplo, si р(х) = 5x? —3x + 4, entonces 


B 
-3 6 34 al 
2 1 21 
(5x -3x+4), ==7|-12 -3 12||-3|=| = 
О] 1 27 
8 2 5 31 
27 
о verifique esto 





15 21 31 
5x! 3х+4= 4х—1)+ —— (2х? + 3x? +3 
че: yy PDAs 
| EJEMPLO3 | Conversión de una base a otra en R? 


Sean В = (o) 2) у В, = (a) GJ dos bases en E. Si (х)„ = б ) exprese x en tér- 
2 


minos de los vectores de В,. 


E Solución Este problema es un poco más difícil porque ninguna de las dos bases es canónica. Deben ex- 
presarse los vectores de B, como una combinación lineal de los vectores en B,. Es decir, deben 


encontrarse constantes a, ;, 4,;, à tales que 


o0) Шеше) 


Lo que conduce a los siguientes sistemas: 


12? а 





2a, = 5а, = 3 2а, = 5а, = 2 
4a, *3a,-71 Ў 44, +3а, =-1 
. 1 
Las soluciones son а = 1 ‚а„ = a ‚а„= уа, = Д . Entonces 


13 2 13 "^ 26 


ij dd d 
А= — 
xL E 
b 


1 
" fas Na) |5 040, * 52 
X = — = 
^ 26\-10 -10)L0, 10 
560 +) 


13 


374 


CAPÍTULO 4 


TEOREMA EJ 


DEMOSTRACIÓN 


Espacios vectoriales 


en base canónica 


7 
Por ejemplo, х= (2) entonces 


de manera que 


y 
al 
7| _1| 14 1 3| | 26 
{ш o) 
26 
Es decir, ¡verifique! 


Cea 


Haciendo uso de la notación de esta sección se puede deducir una manera conveniente 
para determinar si un conjunto de vectores dado en cualquier espacio vectorial de dimensión 
finita es linealmente dependiente o independiente. 


Sea B, = (v, V, . - - » v,) una base del espacio vectorial V de dimensión n. Suponga 
que 
il а, 1п 
а а а 
1% 1 |5927 
(X); um elg (х), E |52 (x,)5, 
а а @ 
беа 
а а; ln 
A= а a» а, 
On а o 
Entonces х, X, . . ., х, son linealmente independientes si y sólo si det А ғ 0. 
Sean a,, a, ..., a, las columnas de А. Suponga que 


сх T Cy r ске) (15) 


Después, si se emplea la suma definida en la página 375, se puede escribir (15) como 
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(A ca), = (0), (16) 


La ecuación (16) da dos representaciones del vector cero en V en términos de los vecto- 
res de la base B,. Como la representación de un vector en términos de los vectores de la 
base es ünica (por el teorema 4.6.1, página 333) se concluye que 


сакы а ar sse а = (Т, (17) 


Donde el cero de la derecha es el vector cero en R”. Pero esto prueba el teorema ya que la 
ecuación (17) incluye a las columnas de A, que son linealmente independientes si y sólo 
si det 4%0. 


| EJEMPLO 4 | Determinación de si tres polinomios en P, son linealmente 


dependientes o independientes 


En P,, determine si los polinomios 3 —x, 2 + x? y 4 + 5x —2x” son linealmente dependientes 
o independientes. 


3 2 
Bi Solución Sise utiliza la base В, = (1, x, x?) se tiene (3-3), =| -1 |, (2 x), =|0|,у(4+ 5x = 2x), 
4 32 4 0 1 
= | 5 |. Entonces det 42|-1 0 5| = —23 + 0, con lo que los polinomios son indepen- 
-2 0 1 -2 
dientes. 


| EJEMPLO5 | Determinación de si cuatro matrices de 2 x 2 son linealmente 


dependientes o independientes 


Е А : 1 21(-1 3| [2 -1 1 4 : 
En M,, determine si las matrices А А y son linealmente depen- 
3 6) \-1 1/10 1 4 9 


dientes o independientes. 


E Solución ^ Utilizando la base estándar В = \ o) | | |" o} | jJ) se obtiene 


0/10 0/1411 0 
1-1 21 
2 3-14 

det A= =0 
3-1 04 
6 1 9 


de manera que las matrices son dependientes. Observe que det 4 — 0 porque el cuarto renglón 
es la suma de los tres primeros. Además, observe que 


x eG y yo 2463 


lo que ilustra que las cuatro matrices son linealmente dependientes. 
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Problemas 4.8 


AUTOEVALUACIÓN 


Elija el inciso que complete correctamente los siguientes enunciados. 


l. La matriz de transición en Ё de la base 1) pi a la base (3) 3) es Р 
2 3 2 3 -4 3 —4 3 
b 
63 53 6G) 655 
В ЭЕ 2|[-3 IO 
ll. La matriz de transición en Ё de la base (5) 2) а la base (o) | е$ : 
213 2403 24003 == 
Ь 
252 563. Е 53 
Ill. La matriz de transición en P, de la base (1, xj a la base (2 + 3x, —4 + 5x} es 


2 =й ї (35 = iUa 
D | | 2 |! j a E j 


X 


) 2 8 
сл А 
En los problemas 1 al 7 escriba | | є E? en términos de la base dada. 
y 
i-o zr л. P а 
1) 4—1 3) 12 =3 =2 7) \—4 
= — — Ь 
e &l 7. C | donde ad — bc + 0 
29 2 d 


De los problemas 8 al 14 escriba м: є K?en términos de la base dada. 
0 
1 
0 


11 (0) f 1 1 1 1 1 ([-11 (0 
8. |0[,|0|,[1 9 0 |, ‚|1 10 7 ‚|1 11 01, 2 
0) (1) (1 -1 1 0) (1 -1 0) (1 
0) (0) [1 2|[- 3 a b с 
12 ; ‚|1 13. |1 || 4|,|-2 14 ‚|4 |,| e |, donde adf +0 
1 1)(1 3 -4 0/10 f 


De los problemas 15 al 17 escriba los polinomios a, + ax + a,x? en P, en términos de la base 
dada. 


15. 1, x -1,x? -1 16. 1,x +1, (x + 1)(х + 2) 17. x - L,x -1,x? -1 


: . [2-1 ‚ 1 1 20 0 1 0—2 
18. En M,, escriba la matriz 4 6 en términos de la base орз lolo 4 
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19. En Р, exprese el polinomio 2x? —3x? + 5x — 6 en términos de la base polinomial 1, 1 + x, x 
+ 22,2 + x. 


2 114 {2 
20. En E? suponga que (x) в | 1, donde B, = 11) pi Escriba x en términos de la base 


O 


21. En P, exprese el polinomio 4x? —x + 5 en términos de la base polinomial 1, 1 —x, (1 —xY, 
(1 —х). 


1 0 
22. En E? suponga que(x) n , donde В = 4| –1 |,| 1|,| 0 |p. Escriba x en términos de 
0) (-1 1 


2 
-1 
4 
13 (0 
la base B, = „11 
—1) 15 


4 1 —1 
23. En E, (х), | ) donde B, = | | J} Escriba x en términos de la base 


sG) 


2 
24. En P, (х), =| 1 |, donde B, = (1 — х, 3x, x? —x – 1). Escriba х en términos de la base 
3 
=(3-2x,1+x,x+x. 


De los problemas 25 al 34 utilice el teorema 2 para determinar si el conjunto de vectores dado es 
linealmente dependiente o independiente. 


25. En РОЗ 345] 24 =le 
26. En P: —3- + xX, 2 — x + 47,4 + 2x 

27. Еп Р 2+ o xw tat] 

28. En Po x tAr, =2-++2х,2+=х+ DE 

29. En Pi =2 + 4x =2x,3 + x6 t 8x 

30. EnP.x +1„х+1,х+2,?+4 


ЗІ. Еп Plte, =1 =Зх+=А4Ах? 33,24 5x —0x, 44 Dx 3x" ТА 


32. En M: 2 0 -3 -2 1 0 11 2 
` жүз 4 7 apa зу —5 < 
1 3 1 4 -1 
33. En M, ; ; , de 
2 4 5 0 -] 3 3 0 
01 [Р а h 
34. En M,; j : T y i $ E donde acfk + 0 
о oflo oPlf ol; k 
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35. 


*[Cárcuro] 36. 


37. 


*38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


En P, sean p, p, ..., р, п + 1 polinomios tales que p(0) = 0 para i = 1, 2,...,п +1. 
Demuestre que los polinomios son linealmente dependientes. 


En el problema 35, en lugar de p(0) = 0, suponga que р? = 0 parai=1,2,...,n+1ly 
para alguna ¡con 1 = / = n, donde p? denota la j-ésima derivada de р. Demuestre que los 
polinomios son linealmente dependientes en Р. 


En M „sean A,, А,,..., А „тп matrices cuyas componentes en la posición 1,1 son cero. 
Demuestre que las matrices son linealmente dependientes. 


Suponga que los ejes x y y en el plano se rotan en sentido positivo (al contrario de las ma- 
necillas del reloj) un ángulo 0 (medido en radianes). Esto da nuevos ejes que se denotan por 
(x', y”). ¿Cuáles son las coordenadas x, y de los vectores de la base i y j rotados? 


Demuestre que la matriz del cambio de coordenadas en el problema 38 está dada por 
4-2 € Ө senO | 
—зеп Ө cos0 
: . -4 f 
Si еп los problemas 38 y 39, Ө = 1/6 = 30°, escriba el vector | | en términos de los nuevos 
ejes coordenados x' y y”. 3 


2 
$10 = 7/4 = 45°, escriba | | en términos de los nuevos ejes coordenados. 


. . 4 . : 
$10 — 2n/3 = 120”, escriba | en términos de los nuevos ejes coordenados. 


Sea C = (c,) una matriz invertible de n X n y sea B, = (v, V,, . . ., v,j una base para el 
espacio vectorial. Sea 


Ci Cr ln 
C C C 
= 21 = = 22 = 2n 
[2 С, : C, 
T B, C B, m B, 


Demuestre que В, = {c}, €, ..., с} es una base para V. 


2». 


Sean B, y B, dos bases para el espacio vectorial V de dimensión n y sea C la matriz de tran- 
sición de B, a B,. Demuestre que C™! es la matriz de transición de B, a B,. 


Demuestre que (х), = CA(x), para toda x en un espacio vectorial V si y sólo si СА = I 
1 А . er . 
[sugerencia: Sea x, el vector i en В|. Entonces (xj), tiene un uno en la posición ¡y un cero 
5 1 
en otra parte. ¿Qué puede decirse sobre CA(x)), ?]. 
1 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


. о Il. a) Ill. d) 


[Ж MATLAB 4.8 


1. 


1 -1 
Sea B = ([v,, v,), donde v, = H yv,- | | Observe que B es una base para KJ. Рага w 


en E?, (w), = 2) significa que w = av, + bv,. 
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a) Para los vectores w dados, escriba el sistema de ecuaciones para encontrar (w),, es decir, 
encuentre a y b y resuelva a mano. Verifique dando lincomb(v, v,, w) (use el archivo /in- 
comb.m de la sección MATLAB 3.1). 


Mo 0 


a 
b) (Lápiz y papel) En general, explique por qué b es una solución al sistema cuya ma- 
triz aumentada es [v, у, ух]. 


1 


1 2 31 (4 
2 5|[5|18 2 ; 
Sea B= А n А у w= . Nos referimos al vector i en B como v. 
1 3113119 -3 | 
0) 1-2 2 1 1 
a) Verifique que B es una base para №. x, 
b) (Lápiz y papel) Escriba el sistema de ecuaciones para encontrar (w), = E , las coor- 
X, 
X 


4 
denadas de w con respecto а B. Demuestre que [v, у, v, уу] es la matriz aumentada para 
el sistema. 


c) Resuelva el sistema para (w),. Verifique que w = A(w),, donde А = [v, v, v, v,]. 


d) Para las bases B = 1v,, v,, v, v,) y los vectores w dados, encuentre (w), y verifique que 
w = A(w),, donde A = [v, v, v, v]. 


i112) (3 4 
i 2-4 1 [2 || 2 
12 Ра Plio 
5) UJ U.s) ( 25) 


w = round(10*(2*rand(4,1)-1)) 


ii. Para B, genere cuatro vectores aleatorios de 4 X 1 (verifique que forman una base). 
Para w genere un vector aleatorio de 4 X 1. 


Sea B = (v,, V, V, v, como en el problema 2a) de esta sección de MATLAB. Sea 


N 
о о н c 
oe о о 


а) (Lápiz y papel) Argumente las razones por las cuales si encuentra rref de la matriz 
[V, V, V, V, ҮҮ, W, W, W,] = [v, v, v, v, eye(4)], entonces la 5* columna de rref es (w,),, la 6* 


columna es (w,),, y así sucesivamente. 


b) Encuentre (wj), (W,) y, (wj), y (w,),. Forme C, la matriz cuya i-ésima columna es igual a 
(wj, Verifique que C es igual a la inversa de A = [v, v, v, v,]. Utilice las observaciones del 
inciso a) para explicar por qué. 
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c) Sea w= Ё . Observe que w = Iw, + (—2w,) + 3w, + 4w, 
4 
i. Resuelva [A|w] = [v, v, v, у] para encontrar (w),. 
ii. Verifique que Cw = А-у = (w), [aquí, C es la matriz del inciso »)]. 


iii. (Lápiz y papel) C sellama matriz de transición, ¿de dónde a dónde? Utilizando el 
subinciso її) y recordando lo que son las columnas de C, explique por qué 


(ж) = 1(w), — 2(%,), + 3(w), + 4(w), 
d) Repita el inciso c) para Ву w en el problema 24) en esta sección de MATLAB. 


4. a) Lea el problema 9 de MATLAB 4.4. Explique por qué ahí se encontraron las coordena- 
das de un polinomio en términos de la base canónica para polinomios. 


b) Resuelva los problemas 18 a 20 de esta sección. 


11 2] [-3 
5. беа В = {у ү, Y) =3|1|,13|,| 2 
1) (3 3 

=1} [2 

Sea С = (W,, W, W,) = 3| 2 |, —1]|,| 9 

0) (8 


a) Verifique que B y C son bases para E". Haga W = [w, w, w] y V = [v, v, vj]. 


b) (Lápiz y papel) Escriba los tres sistemas de ecuaciones necesarios para expresar cada 
vector en B como una combinación lineal de vectores en C. Explique por qué las solu- 
ciones a estos sistemas se pueden encontrar resolviendo el (los) sistema(s) con la matriz 
aumentada [w, w, w.lv, v, va]. 


c) Resuelva el (los) sistema(s) para encontrar (ү) (у,) „У (vz), y forme la matriz D = [(v)).. 


(у,) Vəd: 


1 
d) Sea x =| —2 |. Encuentre (x), y (х). Verifique que (x). = D(X); 
3 
Repita para un vector aleatorio x de 3 X 1. 
e) Con Wy V dados en el inciso a), encuentre И! У y compárelo con D. 


f) Repita los incisos a) a e) con 


1 31 [4 11 (2) (3 4 
2 

B- , > j > à , C= | > : ^ А > Ñ 
1 3||3||9 1||2 10 
0J12)12) 11 S)L1) LS 2.5 


donde x es un vector aleatorio de 4 X 1. 
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g) (Lápiz y papel) Explique por qué ИУ = D en dos formas: 
i. Con base en los procesos de solución de [W] V] para encontrar D. 


ii. Interpretando W^! y V como matrices de transición que incluyen las bases canó- 
nicas. 


Empleando lo aprendido en el problema 5 de esta sección de MATLAB: 
a) Trabaje los problemas 22 al 24. 


b) Genere una base aleatoria B para K? y una base aleatoria C para KJ. Encuentre la matriz 
de transición, T, de B a C. Verifique su respuesta generando un vector aleatorio x en Ё, 
encontrando (x), y (X). y mostrando que T(x); = (Хх). 


Sean B y C como se dieron en el problema 5a) de esta sección de MATLAB. Sea D la base 


a) Encuentre Т, la matriz de transición de Ba C. Encuentre S, la matriz de transición de C 
a D. Encuentre K, la matriz de transición de B a D. 


b) Dé una conclusión sobre la manera de encontrar К a partir de T y S. Pruebe su conclu- 
sión. Explique su razonamiento. 


c) Repita los incisos a) y b) para tres bases aleatorias (B, C y D) para K*. 


14 (21 [-3 5 a 4 
Sea В = {v Y, Y) =3|11|,13|,| 2|p.Sea 42|3 -19 19|. 
1 3 3 —24 24 
a) Verifique que Av, = 3v,, Av, = 2v, y Av, = 
b) Suponga que x = —1v, + 2v, + 4v,. Observe que (x), = j Encuentre z — Ax, des- 
300 
pués encuentre (z), y verifique (z), = D(x), donde D=|0 2 0 |. 
0.0 5 


с) Sea x = av, + bv, + cv,. Repita el inciso b) para otros tres juegos de a, b y c. 
d) Sea V = [v, v, v,]. Demuestre que А = Уру". 


e) Repita los incisos a) a d) para 


l|[-1|[2 37  -33 28 
В=+|2|,|—1|,| 9 A=| 48.5 -44.5 38.5 
1 0) 18 12 -12 11 


Verifique que Av, = —V,, Av, = 4v, y Av, = .Sv, y utilice 


-1 


0 
D- 4 
0 


л © © 


0 
0 
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f) (Lápiz y papel) Suponga que B = (v,, V, v,) es una base y Av, =7V,, Av, = SV, у Ау, = 
tv, Suponga que x = av, + bv, + cv,. Pruebe que (z), = D(x),, donde z = Ax y 


o 


r 
D=|0 
0 


o ù 
“= о c 


Considerando este hecho y pensando en términos de matrices de transición, expli- 
que por qué 4 = VDV”!, donde V = [v, v, у]. 


9. Cambio de base por rotación en K^ Sean e, y e, la base canónica para K?, donde e, es un 
vector unitario a lo largo del eje x y e, es un vector unitario a la largo del eje y. Si se rotan 
los ejes un ángulo Өеп sentido positivo alrededor del origen, entonces e, rota a un vector v, 
y e, rota a un vector v, tal que (v,, у,} es una base para R. 


a) (Lápiz y papel) Demuestre que 


—[ cos (0) [sen (Ө) 
ы (m e TON -( cos | 





b) Sea V = [v, v,]. Entonces v, = Ve, уу, = Ve,. Exploraremos la geometría de w = av, + 
by,, es decir, la geometría de las combinaciones lineales en términos de la nueva base. 
Nos interesa la relación de las combinaciones lineales con la rotación. 

Suponga que x = ae, + be,. Entonces w = av, + bv, = Vx representa el vector x 
rotado en sentido positivo un ángulo 0 alrededor del origen. 

El programa de MATLAB que se muestra a continuación ayuda a visualizar esta 
geometría. Grafica los vectores como segmentos de recta que comienzan en el origen. 
El vector x se grafica en rojo y el vector w en azul. Observe cómo w (el vector azul) es la 
rotación positiva 0 de v (el vector rojo). Si está utilizando la versión 4.0 de MATLAB, 
dé el comando plot primero y después los dos comandos de axis. Vea la gráfica después 
de los comandos axis. 


Precaución. La impresión de la gráfica producida directamente de la pantalla no mostrará lon- 
gitudes iguales ni los ángulos rectos como tales. 


a=1;b=2; % define vector a rotar 
x=[a;b]¡M=norm(x); 

th=pi/2; % Ángulo de rotación 

v1- [cos(th);sin(th)]; 

v2=|—sin(th);cos(th)]; 

У =[%1,у2]; % Matriz de cambio de base 
w=V*x; % rotación del vector x 
plot([0,x(1)1,10,x(2)1,'r”,[0,w(1)1,10,wG2)],'b”) 
axis square 
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axis(| -M M —M М); 

grid 

title(" Vector origina: rojo, Vector rotado: azul”) 
xlabel('x") 

ylabel('y") 


Repita las instrucciones anteriores, modificando los valores para a y b. 

Repita las instrucciones anteriores para Ө = —л/2, 1/4, — 7/4, 21/3 y un ángulo arbi- 
trario. Para cada ángulo, elija dos a y b. Cuando termine con esta parte dé el comando 
elf (doc clf) para borrar la figura utilizada. 


c) Digamos que una base tiene orientación dada por 0 si es una base obtenida rotando la 
base canónica en sentido positivo alrededor del origen un ángulo 0. 

Suponga que 1v,, у,} es una base con orientación dada por Ө. Suponga que v, y v, 
representan direcciones de sensores para un dispositivo de rastreo. El dispositivo regis- 
tra la localización de un objeto como coordenadas con respecto a la base (v,, v,}. Si dos 
dispositivos tienen orientaciones diferentes, ¿cómo puede hacer uso uno de la informa- 
ción recabada por el otro? Esto incluye traducir las coordenadas en términos de una de 
las bases a coordenadas en términos de la otra base. 


i. Suponga que В = 1v, v,) es una base con orientación dada por 1/4 y C = (w,, w,j 
es una base con orientación dada con 27/3. Encuentre la matriz de transición T de 
la base B a la base C. Encuentre la matriz de transición S de la base C a la base B. 
(Nota. Las líneas 3, 4 y 5en el programa de MATLAB del inciso 5) da un ejemplo de 
cómo encontrar una base con orientación 7/2.) 


ii. Suponga que el dispositivo con orientación dada 7/4 localiza un objeto con coor- 
denadas [0.5; 3]. Encuentre las coordenadas del objeto respecto al dispositivo con 
orientación 21/3. Explique su proceso. Verifique su resultado encontrando las co- 
ordenadas estándar del objeto haciendo uso de las coordenadas [0.5; 3] para la 
primera base B y encuentre las coordenadas estándar del objeto empleando las co- 
ordenadas encontradas para la segunda base C. 


iii. Suponga que el dispositivo con orientación 21/3 localiza un objeto con coordenadas 
[2; — 1.4]. Encuentre las coordenadas del objeto respecto al dispositivo con orienta- 
ción 7/4. Explique su proceso. Verifique su respuesta igual que en el subinciso ii). 


iv. El archivo rotcoor.m de MATLAB ayuda a visualizar el proceso anterior. El formato 
es rotcoor(E, F, c), donde E y F son matrices de 2 X 2 cuyas columnas forman una 
base para Ё? y c es una matriz de 2 X 1 que representa las coordenadas de un vector 
con respecto a la base dada por E. Se muestra en una figura los vectores que forman 
a la matriz E en color rojo y los vectores que forman a la matriz F en color verde. Se 
observa el vector resultado de la combinación lineal de la base E y la combinación 
lineal resultante para la base F en color azul. 


El archivo se presenta a continuación; 


function rotcoor(E,F,c) 


оо oe 


ROTCOOR funcion que grafica el vector c de la base E como 
un vector 
de la base F 


o? ос oe 


E: matrix 2x2, columnas son una base 
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оо oe 


F: matriz 2x2, columnas son una base 

с: vector de 2x1 con respecto a la base E 

$ definición de matriz de transición de base E a base F 
T5FNE; 


$ vector c en base F 
vl=T*c; 


$ Puntos necesarios para las gráficas 
origen-[0;0]; 
ОЕ1= [огідеп, Е ( 
ОЕ2= [огідеп, Е (:, 
ОЕ1= [огідеп, Е ( 
ОЕ2= [огідеп, Е ( 
OElmE2=[origen, E 
ElmE2=[E(:,1)*c( 
E2mEl=[E(:,2)*c( 
Е1ШЕ2=[Е(:,1 )* 
F2mF1=[F(:,2) 


,E*c]; 
),F*v1]; 
F 


) 
) 
) 
) 
c 
),E*c]; 
) 
1 
2),F*v1]; 


1 
2 
1( 

:, *у1 ( 

plot(OET1(1,:),0ELl(2,:),"'r:*'",O0E2(1,:),O0BE2(2;,:),"'r:*"); 

hold on 

plot (c(1)*OE1(1,:),c(1)*OE1(2,:),'r:',c(2) *OE2(1,:),c(2) *0E2 
(2,:1),:'£:7) 

text (E(1,1)/2,E(2,1)/2,'Nbf E 1','Color','red'); 

text (Е (1,2) /2,Е (2,2) /2,' Nb£ E |2',"Color','red'); 

h=plot (OEImE2(1,:),OE1mE2(2,:),'-b*'); 

set (h," inem deia ) 

text (OE1mE2 (1,2)/2,OE1mE2(2,2)/2,'\bf Ec=Fv1','Color','blue') 

plot (ElmE2 (1, :) ,El1mE2(2,:),'r:') 

plot (E2mE1 (1, :) ,E2mE1 (2,:),'r:') 

title(['E 1c 1+Е 2c 2=[* num2str(E(:,1)'),'] (^, num2str(c(1)), 

'")«[' num2str(E(:,2)'),'] (^, num2str(c(2)),')'1) 

xlabel(['F 1v1 1+F 2v1 2-[' num2str(F(:,1)'),'] (^, num2str (v1 

(1)),...")«[" num2str(F(:,2)'),'] (^, num2str (v1(2)),')'1) 





plot (OF1(1,:),0F1(2,:),'g:*',O0F2(1,:) ,0F2(2,:) ,'g:*'); 
plot (v1(1)*OF1(1, " 1 (1) *0F1 (2 ore eva {5 )*OF2(1,:),v1(2)* 
OF2(2,:),' LS 

text (F(1,1)/2,F(2,1)/2,'1bf Е 1','Color','green'); 

text (F(1,2)/2,F(2,2) /2,'Nbf Е 2','Color','green'); 

plot (FlmF2 (1, : ¡FP IME2 (243) 57971) 

plot (F2mF1 (1, :), ,F2mF1(2,:),'39:') 


grid on 
axis square 


Utilice este archivo para visualizar los resultados de los subincisos ii) y iii). Verifique 


sus respuestas para dichos subincisos utilizando la información en la pantalla. Por ejem- 
plo, en ii), E será la base para la orientación de 1/4, F la base para la orientación 21/3 y 
e = [0.5; 3]. 
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10. Cambio de base por rotaciones en E; inclinar, desviar, rodar 


a) (Lápiz y papel) En E? se puede rotar en sentido positivo alrededor del eje x, del eje y o 
del eje z (los ejes x, y y z forman un sistema coordenado de la mano derecha). Sean e,, e, 
y e, los vectores unitarios de la base canónica en las direcciones positivas de los ejes x, y 
y z, respectivamente. 


i. Una rotación positiva un ángulo 0 alrededor del eje z producirá una base (y, w, e,j, 
donde v es el vector obtenido al rotar e, y w es el vector obtenido al rotar e,. Usando 
los diagramas siguientes como guía, demuestre que 


cos (0) —sen (0) 
v=|sen(0)| y w=| cos(0) 
0 0 





Sea Y = [v w e,]. Interprete Y como matriz de transición. 


ii. Una rotación positiva un ángulo a alrededor del eje x producirá una base {e}, v, wj, 
donde v es el vector obtenido al rotar e, y w es el vector obtenido al rotar e,. Usando 
los diagramas siguientes como guía, demuestre que 


0 0 
У = | cos (œ) y № =| – ѕеп (0) 
sen (о) cos (0) 





Sea R = [e, v w]. Interprete R como una matriz de transición. 


iii. Una rotación positiva un ángulo 6 alrededor del eje y producirá una base (v, е„ w}, 
donde v es el vector obtenido al rotar e, y w es el vector obtenido al rotar e,. Em- 
pleando los diagramas siguientes como guía, demuestre que 
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cos(Q) sen (Ф) 
v= 0 y w= 0 
= sen (Ф) cos (Фф) 





х; 
(positivo) 


у 





а) b) 


Sea P = [v e, w]. Interprete P como una matriz de transición. 


b) (Lápiz y papel) Suponga que Y es una matriz como la obtenida en el inciso ai) para 


un ángulo Ө, Res una matriz como la obtenida en el inciso aii) para un ángulo «о, y P es 
una matriz como la obtenida en el inciso aiii) para un ángulo q. 

Las matrices Y, R y P para cualesquiera tres ángulos tienen interpretaciones geomé- 
tricas similares a la de una matriz de rotación en Ё. Sea M cualquiera de estas matrices 
de rotación. Sea и = ae, + be, + ce,. Entonces г = Mu dará las coordenadas estándar 
del vector obtenido al rotar el vector u. 

Haciendo uso de esta interpretación geométrica, explique por qué la matriz YR 
representa una rotación positiva un ángulo « alrededor del eje x seguida de la rotación 
positiva un ángulo 0 alrededor del eje z. 

¿Qué matriz representará una rotación positiva un ángulo € alrededor del eje z se- 
guida de una rotación positiva un ángulo o alrededor del eje x? ¿Puede esperarse que 
esta matriz dé el mismo resultado que la matriz del párrafo anterior? ¿Por qué? 


Las rotaciones de las que se ha hablado son de utilidad para describir la posición de una 
nave espacial (o un avión). La posición es la orientación rotacional de la nave alrededor 
de su centro. Aquí se supone que la nave tiene un conjunto de ejes a través de su centro 
de masa tales que los ejes x y y forman un ángulo recto (como un eje que va de atrás 
hacia adelante de la nave y el otro de lado a lado) y el eje z es perpendicular a los ejes x 
y y para formar un sistema de la mano derecha. 

Se pueden hacer correcciones a la posición realizando rotaciones, como las descri- 
tas en el inciso a). Sin una forma de control de posición un satélite comienza a girar. 
Una rotación alrededor del eje z se denomina maniobra de desviación, una rotación 
alrededor del eje x se denomina maniobra de giro, y una rotación del eje y se denomina 
maniobra de inclinación. 

Suponga que el conjunto de ejes de la nave está alineado inicialmente con un siste- 
ma de referencia fijo (ejes que representan una base canónica). La posición de la nave 
puede darse mediante una matriz cuyas columnas son vectores unitarios en las direccio- 
nes de los ejes asociados con la nave. 


i. Encuentre la matriz que representa la posición de la nave después de realizar una 
maniobra de inclinación con un ángulo 7/4, seguida de una maniobra de giro con un 
ángulo de —л/3, y después una maniobra de desviación con un ángulo de 7/2. 
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ii. Realice las mismas maniobras en diferente orden y compare las posiciones (describa 
el orden de las maniobras). 

iii. Repita para otro conjunto de ángulos para cada tipo de maniobra, es decir, en- 
cuentre las posiciones derivadas de realizar las maniobras en dos órdenes distintos 
(describiendo los órdenes) y compare dichas posiciones. 


d) Suponga que dos satélites con diferentes posiciones deben transferir información entre 
sí. Cada satélite registra la información en términos de su sistema de coordenadas; es 
decir, registra la información como coordenadas referidas a la base de los vectores uni- 
tarios que definen su sistema de ejes. Además del ajuste por localización (que es simple- 
mente una traslación), la transferencia de información requiere del uso de una matriz de 
transición de las coordenadas de un satélite a las coordenadas del otro. 


i. Considere que la orientación de una nave es la dada en el inciso ci) y la orientación 
de la otra es la dada en el inciso cii). Suponga que la primera nave registra la locali- 
zación de un objeto como p=[0.2;0.3;-1]. Traduzca esta información al sistema de 
coordenadas de la segunda nave. Verifique el resultado encontrando las coordenadas 
estándar del objeto con la lectura de la primera nave y después encontrando las co- 
ordenadas estándar del objeto con la lectura ajustada de la segunda nave. 


ii. Repita para dos naves cuyas orientaciones se generaron en el inciso ciii). 


e) Opcional Suponga que su nave tiene una matriz de posición dada por A = orth(rand(3)). 
Experimente con las maniobras de inclinación, desviación y giro para realinear la nave 


PROBLEMA ; p Ñ 
con el sistema de referencia fijo (base canónica). 


PROYECTO 


b 11. Combine los problemas 9 y 10 de esta sección de MATLAB. 


[Г] Bases ortTonormaues Y PROYECCIONES EN R” 


En IP se vio que n vectores linealmente independientes constituyen una base. La base canónica 
E = te, €, ...e, } es la de mayor uso. Estos vectores tienen dos propiedades: 


i ее = 0 5115] 
ii. e e = 1 
DEFINICIÓN Conjunto ortonormal еп E" 
Se dice que un conjunto de vectores 5 = (ц, и, ..., uj en Ю" es un conjunto orto- 
normal si 
a) 
2) 





Si sólo se satisface la ecuación (1), se dice que el conjunto es ortogonal. 


Como se trabajará ampliamente con el producto escalar en esta sección, recordaremos 
algunos hechos básicos (vea el teorema 1.6.1, página 59). Sin mencionarlos de nuevo en forma 
explicita, se utilizarán en el resto de esta sección. 

Si u, v y w están en R y о es un número real, entonces 


u:v=v:u (3) 
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(и + у): = 0: +Уу у (4) 
u:-(v-w)-u:v-ctu:w (5) 
(ош) * v = o(u : v) (6) 
u · (av) = о(и : v) (7) 


Ahora se presenta otra definición útil. 


DEFINICIÓN E Longitud o norma de un vector 


Si v є R, entonces la longitud o norma de v, denotada por |v|, está dada por 


|| = у-у (8) 


Nota. Si v = (x, х,,..., X,), entonces v v = x? + x; +++ х2. Esto significa que 
v:v=0yv:v=0 si y sólo si v = 0 (9) 


De esta forma se puede obtener la raíz cuadrada en (8), y se tiene 


lv = 4/ у-у 20 рага toda v e R” (10) 
lv] = 0 si y sólo si v = 0 (11) 


| EJEMPLO 1 | La norma de un vector en E? 


Sea v = (x, у) є E?, entonces |у = y х? + y? cumple con la definición usual de longitud de un 
vector en el plano (vea la ecuación 3.1.1, página 222). 


| EJEMPLO 2 | La norma de un vector еп ЁЗ 


Sea v = (x, y, 2) e PP, entonces |v| = 4 х? + y? + 2° como en la sección 3.3. 


| EJEMPLO3 | La norma de un vector en E? 


Sea v = (2, —1, 3, 4, —6) e RS, entonces у = /4+1+9+16+36 = J 66. 








Ahora puede establecerse otra vez la definición 1: 


Un conjunto de vectores es ortonormal si cualquier par de ellos es ortogonal y cada 
uno tiene longitud 1. 
El 


Los conjuntos de vectores ortonormales son bastante sencillos de manejar. Se verá un 
ejemplo de esta característica en el capítulo 5. Ahora se probará que cualquier conjunto finito 
de vectores ortogonales diferentes de cero es linealmente independiente. 


4.9 Bases ortonormales y proyecciones en I^ 389 


TEOREMA Si S = iv, V, ..., vj es un conjunto ortogonal de vectores diferentes de cero, entonces 
S es linealmente independiente. 
E DEMOSTRACIÓN Suponga que c,v, + cv, + --- + су, = 0. Entonces, para cualquier ¿=1,2,...,k 


Qe Deve, (63% FG», ысу Spec Qj) V 
=e (УСУ) О (МУ Е (усу у Ее үсү) 
2 2 
=e Mre ae, у, CAU (e у, 


Como v, # 0 por hipótesis, |у? > 0 y se tiene c, = 0. Esto es cierto parai=1,2,...,k, 
lo que completa la prueba. 


Ahora se verá cómo cualquier base en K" se puede “convertir” en una base ortonormal. El 
método descrito a continuación se denomina proceso por ortonormalización de Gram-Schmidt.' 


TEOREMA E Proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt 


Sea H un subespacio de dimensión m de R”. Entonces Н tiene una base ortonormal.* 


Sea S = (v, V, ... , Y, y una base de H. Se probará el teorema construyendo una base 
ortonormal a partir de los vectores en S. Antes de dar los pasos para esta construcción, 
se Observa el hecho sencillo de que un conjunto de vectores linealmente independiente 
no contiene al vector cero (vea el problema 25). 


DEMOSTRACIÓN 


Paso 1. Elección del primer vector unitario 





Sea u => (12) 
А 
Entonces 
EBEN l ws p A Zi 
И | lv f í G у) 


1 


De manera que и | = 1. 


Paso 2. Elección de un segundo vector ortogonal a u, 





En la sección 3.2 (teorema 5, página 237) se vio que, en Ё, el vector w =u — | ; V es 
v 





u-v Е А 
ortogonal а v. En este caso —7-v es la proyección de и sobre v. Esto se ilustra en la 
У 


figura 4.5. 


Resulta que el vector w dado es ortogonal а v cuando w y v están en K" para cual- 
vu 


lu, 


quier n = 2. Observe que como u, es un vector unitario, u, = (v: u,) u, para cual- 


quier vector y. 


Sea 
(13) 


Um = . 
Y), = Y, (v, uj) u 


E 
* Jórgen Pederson Gram (1850-1916) fue un actuario danés que estuvo muy interesado en la ciencia de la medida. 


Erhardt Schimdt (1876-1959) fue un matemático alemán. 
+ Observe que H puede ser IR” en este teorema. Es decir, E? mismo tiene una base ortonormal. 
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Figura 4.5 


О-У 


El vector w = и — i v 





Iv 


es ortogonal a v. 





entonces 
vj:u, -v,:U, - (v,-u,) (u,-u))- v,:u, - (vu) 120 


de manera que у, es ortogonal a и. Más aún, por el teorema 1, u, y у, son linealmente 


(v,:u,) 


independientes. у, + 0 porque de otra manera v, = (у, -u,) u, = Er + lo que con- 
1 


tradice la independencia de v, y v,. 


Paso 3. Elección de un segundo vector unitario 


Sea 


та 


У 


N 


u 





== (14) 





, 
2 
entonces es evidente que (u,, u,} es un conjunto ortonormal. 


Suponga que se han construido los vectores ц, u,, . . . u, (k < т) y que forman un 
conjunto ortonormal. Se mostrará cómo construir u, ||. 


Paso 4. Continuación del proceso 


Sea 


y 


Мы Viga (NT Ё u) u, — (у, -u,) U шс Na -u,) u, (15) 
entonces parai=1,2,...,k 


” 


Via Мы Мыл 00 (Via uj) (u, 'u,) ы (Vi -u,) (u, -u,) 


= ыу A, == Ww) 
Pero u,’ u, =0sij+iyu-u = 1. Por lo tanto, 


А — . p . -— 
Vie Us Mag UE Vip P = 0 


, А : ; 
Así, (uj, и... Up у; у} es un conjunto linealmente independiente, ortogonal y v; |, #0. 


Paso 5 


= y , . 
Sea u, ,, = v, Лу, , ]. Entonces es claro que {u}, u,, .. ., U, U,,,) es un conjunto ortonor- 
mal y se puede continuar de esta manera hasta que k +1 = т con lo que se completa 


la prueba. 


Nota. Como cada u, es una combinación lineal de vectores v, gen (u,, и,,..., U, } es un 
subespacio de gen (v, v, . .. , v,) y como cada espacio tiene dimensión k, los espacios 
son iguales. 
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| EJEMPLO 4 | Construcción de una base ortonormal en R? 


Construya una base ortonormal en E? comenzando con la base (v, У„ V,) = 


1/42 VM 


B Solución — Setiene|v| = J2, entonces u = 1/42 |. Entonces 











0 
l|| 
orm mm 
у; =у, (v, ч) = 1 WB 142 = |1 |– || 
1 0 1 0 1 
_1 
2| ana 
Como у, = 3/2, u, = 42/3 l = 1/46 . Continuando, se tiene 
1 2/6 
Y, = у, — (v, ` ugu, - (v, + шуп, 
l|| 1 2 
1 1/42 Ае |у |2 6 3 
=|\ф est. А lle (e 02 A 
К 42. o 1/6 T |! |? 6 3 
6 3 
ү 2/3 153 
Por último |у; = 1279 = 243 de manera que jose —2/3|= -1/43 . Así, una base orto- 


2 
11421 (-u Je) (da 2/3 143 
normal en K? es 112 А 1/\/6 ‚| —1/ x3 . Este resultado debe verificarse. 


0 |] 26 | LAS 
| EJEMPLO 5 | Una base ortonormal para un subespacio de R? 


Encuentre una base ortonormal para el conjunto de vectores en Ё? que está sobre el plano 
X 
л=4| у |:2х- у+32= 06. 


2 


E Solución Сото se vio en el ejemplo 4.6.3, página 333, una base para este subespacio de dos dimensiones 
1 0 Uds 
es v, =|2 | y v, 2|3 |. Entonces у |= Уз y u, =у,/у, |= 255 |. 
1 0 
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DEFINICIÓN EJ 


Figura 4.6 


Los vectores и, y и, forman 
una base ortogonal para 

el plano generado por los 
vectores v, y V,. 


Espacios vectoriales 


Continuando, se define 


!— = 
v} = У, — (v. u)u, 


S Y 8 

0 1/4/5 0 5 5 

6 12 3 

-I3|- 245 -|3|-|- |». E 

15 5 5 

1 0 LS | 
j -6/470 

5 


=| assu 
5/470 


Por último, |v;] = v70/25 = 70/5 de manera que u, = v; /|v,| = 


V70 


— jw ula 


1/45 | [-6//70 
De esta forma, una base ortonormal es 4| 2/ J5 ; 3/70 . Para verificar esta respuesta, se 


0 5/470 


observa que 1)1os vectores son ortogonales, 2) cada uno tiene longitud 1 y 3) cada uno satisface 
2x —y + 32 = 0). 
En la figura 4.64 se dibujaron los vectores v,, v, y u,. En la figura 4.65 se dibujaron los vectores 


6в||_6 E. 

5 5 5 

12 12 , 3 
EE y se sumó a v, usando la regla del paralelogramo para obtener у, = sl 

0 0 1 


Por último, u, es un vector unitario a lo largo de v}. 
Ahora se definirá un nuevo tipo de matriz que será muy útil en los capítulos que siguen. 


Matriz ortogonal 


Una matriz O de n X n se llama ortogonal si O es invertible y 


Q = Q (16) 





sp alje е 
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Observe que si Q^! = Q', entonces Q'O = I. 
No es difícil construir matrices ortogonales, de acuerdo al siguiente teorema. 


TEOREMA EJ La matriz Q de n X n es ortogonal si y sólo si las columnas de Q forman una base orto- 
normal para R”. 


L DEMOSTRACIÓN Sea 
ап 12 a 
Q- Q5 а,, 2п 
ал аһ лр 
Entonces 
а 4,1 nl 
Q' = а, а, a 
аһ o а 
Sea B = (bi) = 0:0. Entonces 
b, = Cy Chy T Cg Cog mees tuc (17) 


donde c, denota la i-ésima columna de О. Si las columnas de Q son ortonormales, en- 
tonces 


JO 02у 
= = у (18) 


Es decir, В = Г. Inversamente, si Q' = Q^!, entonces В = I de manera que (18) se cumple 
y (17) muestra que las columnas de Q son ortonormales. Esto completa la prueba. 


| EJEMPLO6 | Una matriz ortogonal 
V2 ) (15 ) (143 


Del ejemplo 4, los vectores l2 : 1/3 ‚|— 1/43 forman una base ortonormal en R. 


0 1//з | | 1З 
UNS -1/6 NS 


Así, la matriz Q — 1/2 v6 -143| es una matriz ortogonal. Para verificar esto se 


0 3Ae 13 





observa que 





1442 142 o liz -we 143) (1 
QQ-|-ude 15/6 2/46 || 14/2 15/6 -1/V3|=|0 
1/43 -143 ws] о ze 1143 | (0 


En la prueba del teorema 2 se definió у, = у, — (v, * u,)u,. Pero como se ha visto, (v, * u,)u, 
= proy, v, (ya que |u,[? = 1). Ahora se ampliará este concepto de proyección sobre un vector а 
1 
proyección sobre un subespacio. 


о н o 
є_ © © 


394 CaríTULO 4 X Espacios vectoriales 


DEFINICIÓN a | Proyección ortogonal 


Sea Н un subespacio de IR” con base ortonormal {u}, и, . . . , u,j. Si v e E", entonces la 
proyección ortogonal de v sobre Н, denotada por proy, v está dada por 


proy,v = (v: uj) ц * (v: u,) u, *--- + (уи, ) u, (19) 





Observe que proy, v e H. 


| ЕЈЕМРІО 7 | Proyección ortogonal de ип vector sobre un plano 


x 3 
Encuentre proy, v, donde л es el plano 4| у |:2x—y+3z=0p уу es el vector | —2 |. 
2 4 
1/5 —6/\/70 
E Solución Del ejemplo 5, una base ortonormal para л es u = 2A5 yu, = 3/70 |. Entonces 


0 55/70 


з\ (ins Y ins зү (- 6470 \ If- 6/70 
proy, v =|| -2 |-| 245 ||| 2^/5 [+|| -211 34/70 || 34/70 
4)| 0 0 4) | so] 5470 








1 24 1 
145 -6/4/70 5 70 7 
A AE le le 
S| o | vo 5/4/70 | ài И 
7) (7 


La notación de la proyección proporciona una forma conveniente para escribir un vector 
en IR" en términos de una base ortonormal. 


TEOREMA a | Sea В = (ц, u, ..., и} sea una base ortonormal para E" y sea v e R". Entonces 


v=(v-u)u, +(v.u,)u, +-+(v-u,)u, (20) 





Esto es, у = proy pr Y- 


L DEMOSTRACIÓN Como В es una base, se puede escribir v de manera única como v = c,u, + cu, ++- + 
c,u,. Entonces 
vascu usc uu rec (us roc) 
ya que los vectores u, son ortonormales. Como esto se cumple para i = 1, 2,..., n, la 
demostración queda completa. 
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| ЕЈЕМРІО 8 | 8 Expresión de un vector en términos de una base ortonormal 
a 1/2) (-1Ne) [ 145 


Escriba el vector | —1 | en K? en términos de la base ortonormal UID: , 1/46 Я -1/43 


3 0 2/46 | | 1/5 


2 2) (i2 v2 2) (15/6 \ (ue 
B Solución aAl= lav л (+ lll. ve || ve 
3 3)| 0 0 3)| 2/46]|| 2/46 


AS v5 15 
d 21]. 21A |А 
3) | 11H 143 


AP -1/6 AE! 


-T 1/42 T 1/46 5 EI 
2 6 
0 2/\/6 1/43 


Antes de continuar, es necesario que una proyección ortogonal esté claramente definida, 
lo que significa que la definición de proy „v es independiente de la base ortonormal elegida en 
H. El siguiente teorema se hace cargo de este problema. 


TEOREMA E Sea H un subespacio de IR”. Suponga que H tiene dos bases ortonormales, {u}, U,, . . ., 
ш} y (№, W» - - - , wj. Sea vun vector en R". Entonces 


(v. u,)u, +(v-u,)u, t --t(v-u,)u, 


=(V-W,) wW + (V- Ww) w, + t(V- w,) Ww, (21) 


DEMOSTRACIÓN Elija vectores ul, ми ....,. u tales que B, — (8, 0, ..., UU; ...> UJ sea una 
base ortonormal para Ю” (esto se puede hacer igual que en la prueba del teorema 2).* 
Después B, = (W,, Ww... , Wp Up U,,, ..., U} es también una base ortonormal para 
E". Para ver esto, obete primero que ninguno de los vectores u,,; U,,» - - - , и, puede 
expresarse como una combinación lineal de w,, w,, . . . , w, porque ninguno de estos vec- 
tores está еп H y (w,, W, - - - , w,j es una base para H. Así, B, es una base para R” porque 
contiene n vectores linealmente independientes. La oportunidad de los vectores en B, se 
deduce de la manera en que se escogieron (и, ,, es ortogonal a todo vector en Н para j = 


1,2, ..., n — k). Sea v un vector en R". Entonces del teorema 4 [ecuación (20)] 


Е 


v —(v-u))u, + (уи, )и, +-+(v-0,)Ju + (уга, ) о, + (уса, )а, 


= (У: ү) W, + (У: w,) т (Ууу) w, + (Уу, уш +++(v.u)u, (22) 


Га ecuación (21) se deduce de Іа ecuación (22). 


t Primero debemos encontrar vectores v, ,,, V,,,, ... , V, tales que (и, , Up V, , v,) sea una base рага IR*. Esto se 


puede hacer como en la prueba del teorema 4.6. 4, página 336; vea а también el problema 4.6.32. 
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CAPÍTULO 4 


EFINICIÓN E 


TEOREMA Ва 


DEMOSTRACIÓN 


TEOREMA El 


DEMOSTRACIÓN 


Espacios vectoriales 


Complemento ortogonal 


Sea H un subespacio de Ю". El complemento ortogonal de H denotado por Н+, está dado 


por 


Ні = {хе Ю:х:һ = 0 para toda h є Н} 


Si H es un subespacio de E", entonces 


Н+ es un subespacio de R”. 
Но НЕ = (0). 
dim H* — n — dim A. 


Si x y y están en H^ y sih є H, entonces (х + y):h=x:h+y:h=0+0=0y 
(ox * h) = a(x : h) = 0, de manera que H+ es un subespacio. 


. Six e HN Н, entonces x · x = 0, de manera que x = 0, lo que muestra que H ^A 


H* = (0). 


Sea (u,, u, ...,u, una base ortonormal рага Н. Por el resultado del problema 4.6.32 
de la página 340, esto puede expandirse a una base B para R": B = (u,,u,...,u, 
Vis ===> V. Utilizando el proceso de Gram-Schmidt, se puede convertir a Ben una 
base ortonormal para R”. Igual que en la prueba del teorema 2, la base que ya es 
ortonormal и, u,, . . . , u, no cambia en el proceso y se obtiene la base ortonormal 
В = (ц, и,,..., ц, ц... ,0,}. Para completar la prueba es necesario demos- 
trar, únicamente, que (u,, ,, ..., u, es una base para H+. Como los vectores u, son 
independientes, debe demostrarse que generan a H+. Sea x e H^; entonces por el 


teorema 4 
х= (x- uj) u, +(x-0,)u,+..+(x-u,)u, 
(хош ш ЕЕЕ) и 
Pero (xcu) = Opara i = Ily 2 oaoa ya quex c yu e. Porlo tanto. x = 


(хи, )ч, +++: + (x* u)u, Esto muestra que {u . . , U,) es una base para 
H+, lo que significa que dim Н = n — k. 


igi? У 


Los espacios Н y H+ permiten “descomponer” cualquier vector en IP”. 


Teorema de proyección 


Sea 


Н un subespacio de K" y sea v e R. Entonces existe un par único de vectores h y 


p tales que h e H, p e H^, y v = h + p. En particular, h = proy, v y p = proy,, v de 
manera que 


v=h+ p= proy, v + proy,, v (23) 


Sea h — proy, v y sea p — v — h. Por la definición 4 se tiene h e H. Ahora se mostrará 


que 


p e H+. Sea (tu, u, ...,u,j una base ortonormal para H. Entonces 
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in e (y * mur (120) m, se += ае Qy ? үү 
Sea x un vector en Н. Existen constantes о, о,,..., а, tales que 
x=0U4,+0,U,+..+0, U, 
Entonces 


O eO IU e TROU 


СТ (24) 


E] ; : 
E es sencillo verificar que el producto escalar (24) está dado 
ў 


ЕУ УС 


Así, p х = 0 para todo x є Н, lo que significa que p є H+. Para demostrar que p = 

proy ,,. v, se amplía (u,, u,, ...,u,j a una base ortonormal en R”: tu, и, ...,u, У, ,..., 
dt. 

и}. Entonces (v,,,,..., uj es una base para H* y, por el teorema 4, 


Vr red nu (уи уш узи уш Se SUL. c) DU. 
(VA UU 


= ргоу„у + proy у 


Esto prueba la ecuación (23). Para probar la unicidad, suponga que v = h, — p, = h,- P, 
donde h,,h, e H y p, p, e H+. Entonces h, — h, = p, — p,. Pero h, — h, e Нур, — p, 
e Н", de manera que h, — h, e Б Н" = (0j. Así, h, — h, = 0 y p, – р, = 0, lo que 
completa la prueba. 


| EJEMPLO 9 | Descomposición de un vector en R? 


B Solución 


x 3 
En E? sea 7 24 у |:2х— y + 3z = 0+. Exprese el vector | — 2 | en términos de h + p, donde 
2 4 


һ єлур єл!. 


1/45 )( -6/470 


Una base ortonormal para n es B, = 2/5 3/70 ‚ y del ejemplo 7, h = ргоу v 


1 0 5/470 


7 
4 
— 7 € л. Entonces 


2 


7 3 


3[8 че ~l 
H 


ET. 


= 
| 
< 
| 
= 
Il 
| 
>N 
| 
| 


SIN ы 4| — 


Observe que p : h = 0. 
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El siguiente teorema es muy ütil en estadística y otras áreas de aplicación. Se dará una 
aplicación de este teorema en la siguiente sección y se aplicará una versión amplificada de este 
resultado en la sección 4.11. 


TEOREMA E3 Teorema de aproximación de la norma 


Sea H un subespacio de IR” y sea v un vector en E". Entonces proy, v es la mejor aproxi- 
mación para v en H en el sentido siguiente: si h es cualquier otro vector en H, entonces 


lv = роу, y] < lv — h| (25) 


L DEMOSTRACIÓN Del teorema 7, v — ргоу,у e H. Se escribe 
у= = (у - proy, у) + (proy v — h) 
El primer término de la derecha está en H*, mientras que el segundo está en H, así 
(v — ргоу, у): (proy, v — h) = 0 (26) 
Ahora 
|v- hl =(v -h)- (v — hb) 

= (v = роу, v) + (рту, v— n) | [e — proy , v) + (proy,, v — »| 

= v- proy „ V | +2 (у — proy, у)-(ргоу„у—Һ)+ [ргоу, v— h[ 

= lv — proy ,, Ji T |ртоу у— hl 
Pero |proy „v — hf > 0 porque h + proy, v. Por lo tanto, 

|у — h[ E: lv = роу, v 

es decir 


lv -h| > lv — роу, y] 


BASES ORTOGONALES EN E? CON COEFICIENTES ENTEROS 
Y NORMAS ENTERAS 


En ocasiones es útil construir una base ortogonal de vectores donde las coordenadas y la nor- 
ma de cada vector son enteros. Por ejemplo, 


2 2|[-1 
21, -1|,] 2 
=1 2 2 


constituye una base ortogonal en K? donde cada vector tiene norma 3. Otro ejemplo, 


121 [0] [ - 25 
4|,|3|,| 48 
-3)14)1|-36 
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es una base ortogonal en Ё? cuyos vectores tienen normas 13, 5 y 65, respectivamente. Resulta 
que encontrar una base como ésta en K? no es tan difícil como parece. Anthony Osborne y 
Hans Liebeck abordan este tema en su interesante artículo “Orthogonal Bases of K? with Inte- 
ger Coordinates and Integer Lenghts” en The American Mathematical Monthly, vol. 96, núm. 1, 


enero de 1989, pp. 49-53. 
Esta sección se cierra con un teorema importante. 


TEOREMA EI Desigualdad de Cauchy-Schwarz еп R” 
Sean u y v dos vectores en E. Entonces 
i. |u + y] = [ul|v]. 


ii. |u- v| = |ц|у| sólo siu = 0 оу = Au para algún número real A. 














DEMOSTRACIÓN i. Siu = 0 o v = 0 (o ambos), entonces (27) se cumple (ambos lados son iguales a 0). 
L Si se supone que u = 0 y у = 0. Entonces 
2 
0< и у | B ЛЕ и Уа 
Ч Wi iu МОМ M) p hv М 
- luf 2u-v Ui 2u-v 
“МУ М uM 


De este modo Wl Би de manera que ШМ | lyu:v < u lv]. En forma similar, 
uv 


2 


u-y 
„se legada m 2 Losa u = jul Con 


comenzando con 0 = |— + — | > 
ЧМ 


| M 








estas dos desigualdades se obtiene 


—lullv| = u : v = fullv] o fu : v| = |щу| 








ii. Siu = Av, entonces ju · v| = |Av : v| = [AJ|VP y [уу = [Ауу = |Д|у||у| = АУР = Ju - vj. 
Inversamente, suponga que |u - v| = Jul|v| con u + Оуу = 0. Entonces 














ES , de manera que + US: 
чу "у 
Caso 1 mee Entonces como en /) 
u| v 
| | 
и v| |u y A A AA 
IIA CIA ШЕ 
Asi 
LE E e Ах 
"| М v 
М 1. Entonces 
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аала чум 
| М ШИ 

de manera que 
u у CIN 
МММ" 


Problemas 4.9 
AUTOEVALUACIÓN 


Indique si las siguientes aseveraciones son falsas o verdaderas 


l. El conjunto ((1, 1), (1, —1)) es un conjunto ortonormal en KJ. 


Il. El conjunto | : [| d J es un conjunto ortonormal en EJ. 


1 
42 0р 4р 
Ill. Toda base en R” se puede convertir en una base ortonormal utilizando el proceso de 
ortonormalización de Gram-Schmidt. 


1 [| 
IV. La matriz |; | es ortogonal. 


W 
WWA =A 


Elija el inciso que responda la siguiente pregunta 


V. La matriz | | es ortogonal. 


VI. ¿Para cuáles de las siguientes matrices O”! es igual a О? 


1 6 7 ВЕ nm 
E E E 3/410 2/4/40 


»( s) 


De los problemas 1 al 17 construya una base ortonormal para el espacio o subespacio vectorial 
dado. 


y io 6/440 
с 
3/10. —2/4/40 


1 —1 
1. En E, comenzando con los vectores básicos p! | |J 
2. Н = {(x, y) e :х+у=0}. 
3. Н = {(x, y) еб: х – y = 0}. 
4 


. H = ((x, у) e K: ax + by = 0}. 


5. En E, comenzando con (2) (7) donde ad — bc + 0. 
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6. T=((x,y,2):2x-=y=z=0) 7. T= {(x, у, 2): 3x — 2y + 6z = 0} 
8. T= {(x, y, Z) e :х+2у+32=0} 9. L= {(x, y, zy: х/2 = yl3 = 214} 
10. L = {(x, y, Z): x = 3t, y = —2t, z = t; t real} 


11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 


+18. 


19. 


20. 
21. 


22. 
23. 


. Demuestre que para cualquier número real £, la matriz 4= | 





L-í(xyzeK*:x-tny-2ntz 2t, t e R} 





Н = {(x, у, z, w) e © 2x — y + 32 — w = 0} 
т = {(х, y, Z): ax + by + cz = 0}, donde abc #0 
L = {(x, y, Z): xla = yb = zlc}, donde abc z 0 


Н = {(х\, X X, X, X) e 2x, — 3x, + x t 4x x= 0} 





=í 5. > oa 
H= i(t Xy Xy Xy Xx) E Mx, + 2x, — 2x, — x, > x,—0j 


H es el espacio de soluciones de 
х-3у+ z=0 
—2х + 2у – 32 = 0 
4x —8y +52 = 0 


Encuentre una base ortonormal еп E! que incluya los vectores 


_1 
2 
1s 1 
0 2 
u = y u= 
1 15 2 1 
0 2 
1 
2 


[Sugerencia: primero encuentre dos vectores v, y v, para completar la base.] 


шоке WIN cjr 


Demuestre que O = es una matriz ortogonal. 


чк шә u|to 
шәм WIN шә 


Demuestre que si Ру O son matrices ortogonales de n X n, entonces РО es ortogonal. 


Verifique el resultado del problema 20 con 


e po Ts B 
lua vn)? “Un 1/3 


Demuestre que si O es una matriz ortogonal simétrica, entonces Q? = I. 
Demuestre que 51 O es ortogonal, entonces det О = +1. 


sen f COS Г 
es ortogonal. 
cosí -—Ssení 
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25. Sea (v, V, . . . , ү) ип conjunto de vectores linealmente independientes en R”. Pruebe que 
у,5=0 para ¡=1,2,...,k[Sugerencia: si у, = 0 entonces es sencillo encontrar constantes c,, 
Ep» €, CON e FO tales que 6v, + 6v, +++ 6y, = 0]. 


De los problemas 26 al 34 se dan un subespacio Н y un vector v. a) Calcule proy „v; b) Encuen- 
tre una base ortonormal para H*; c) Escriba v como h + p donde h e Нур e А. 


26. uen ee n (72) 


27. H= 


28. H= 


a 
29. Н= 4| у |e R: ax+by+cz=0 -f ,vz0 
c 


-3 
30. H=4| y |eR':3x-2y+6z=0 | 1 
4 


| 
| 
| 
| 
«d 
| 
| 





1 
yenes -f 
2 1 


1 
32. H = eR:x-y+z=0;v=|-—1 
2 2 
x -1 
y 2 
33. Н = eR: х= у у = 3у };у = 
2 3 
w 
1 
y -1 
34. H = eR: 2x-y+32-w=0p;v= 
Z 
w 3 


35. Sean u, y u, dos vectores ortonormales en R". Demuestre que lu, — uj| = КА . 


36. Siu, и,,..., и son ortonormales, demuestre que 








lu, + u, +++ +1 S uP + Ju? +++ ua P Sn 


- b -b 
37. Encuentre una condición sobre los nümeros a y b tales que : ; y Йй ; 
2 b)i-a b a 
forman una base ortonormal en E. 
38. Demuestre que cualquier base ortonormal en K? es de una de las formas dadas en el pro- 
blema 37. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 
4. 
45. 
46. 
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Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, pruebe que si [и + v| = Ju] + |v|, entonces пуу 
son linealmente dependientes. 


Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, pruebe la desigualdad del triángulo: 
ju + v| 5 jul + [v] 
[Sugerencia: obtenga la expansión de |u + vp .] 
Suponga que X,, х,,..., X, son vectores en E" (no todos cero) y que 
ЕБ o] +++ + |x| 
Demuestre que dim gen (x, + X, + +++ +x,) = 1 [sugerencia: utilice los resultados de los 
problemas 39 y 40]. 


Sea (u,, u, ..., uj una base ortonormal en R” y sea v un vector en E. Pruebe que |y? = 
Iv uf + |v: uf t: + |v + u P. Esta igualdad se llama igualdad de Parseval en R”. 


Demuestre que para cualquier subespacio Н de K^, (H^) = H. 
Sean H, y H, dos subespacios de E y suponga que H+ = H7. Demuestre que Н, = H, 
Sean H, y H, dos subespacios de E, demuestre que si H, C H,, entonces HC H}. 


Demuestre el teorema generalizado de Pitágoras: sean u у v dos vectores en E" con u L v. 
Entonces 
lu + у> = Jul? + |v? 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


ITE ll. V Ш. V IV. F V. V VI. c) 


MANEJO DE LA CALCULADORA 





En la página 230 se indicó la forma para encontrar la longitud o norma de un vector en 
E? con la HP 50g. En la página 242 se mostró cómo encontrar el producto punto de dos 
vectores en KJ. Los mismos procedimientos se pueden emplear para R”. Por ejemplo, la 
secuencia de teclas 








[1.5 
AAN ат) 


da como resultado V35 = 5.9160798. La imitación del procedimiento de la página 249 
dará а · b, donde a y b están en K" para cualquier n > 2. 


iex MATLAB 4.9 


Recordatorio de MATLAB 


u- 


v se calcula con u'*v o v' жи, |v| se calcula con sqrt(v'*v) o norm(v). ргоу и se calcula con 


((u'*v)I(v'*v))*v (el vector proyección de u sobre v). 


1. 


Encuentre bases ortonormales para el espacio generado por cada conjunto de vectores 
dado, usando el proceso de Gram-Schmidt. Verifique sus respuestas probando que el con- 
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junto de vectores obtenido es ortonormal y que cada vector en el conjunto original es una 
combinación lineal del conjunto de vectores obtenido. 


0 3 2 
-1 3 -2 -5 1 
a) 21,14 b) -3 || 0 [|4 
-1 0 3 1 
1 3 
-1 1 1 -1 
2 -1 -2 2 . 
c) ol » | MNT d) Genere cuatro vectores aleatorios en E 
1 2 1 4 


. Encuentre una base ortonormal para 


x—-y+3z+w=0 


= No ох 


Sugerencia: primero encuentre una base para H encontrando una base para las soluciones 
de Ax = 0, donde A = (1, —1, 3, 1), y después aplique el proceso de Gram-Schmidt. 


-b 
. a) (Lápiz y papel) Suponga que v= | yz= | ) Suponga que v, = v/|v| y v, = z/lz|. 
a 


Demuestre que 1v, v,) forma una base ortonormal en símbolo K? siempre que a y b no 
sean ambas cero. 


1 о: -3 
b) Para v | ) forme v, y v, como en el inciso a). Sea w | | Calcule p,, el vector 
2 4 


proyección de w sobre у, y p, el vector proyección de w sobre v,. Recuerde la geome- 
tría de una proyección usando el archivo prjtn.m. Utilice los comandos prjtn(w,v1) y 
pritn(w,v2), el archivo se encuentra en la sección MATLAB 3.2 (en la pantalla de gráfi- 
COS, w tendrá etiqueta U y v, o v, etiqueta V). 


c) Verifique que w = p, + p, = (w · v,)v, + (w * v,)v,. Dé el comando lincomb(v1,v2,w). 
(El archivo lincomb.m se encuentra en la sección MATLAB 3.1). 
Describa de qué manera se refleja la geometría de la proyección y de la combinación 
lineal en la gráfica que se presenta. 


Precaución. La impresión directa de la pantalla NO conserva longitudes ni ángulos rec- 
tos. 
Para verificar que los números desplegados en la pantalla de gráficas son w : v1 y 
w · v2, dé los comandos 


format rat 

w'svl 

w'*v2 

А - 1 4 
4) Repita los incisos b) y c) para у= 2) y Ұ = NI 


e) Repita los incisos 5) y c) para v y w de su elección. 
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f) (Lápiz y papel) Explique de qué forma ilustra este problema el teorema 7 de esta sec- 
ción, donde Нез gen {у}. 
2 
4. a) Sea v un vector longitud 1 en la dirección de | | (divida el vector entre su longitud). 


Sea w = 2) encuentre p, el vector proyección de w sobre v y calcule |w — pl. 


b) Elija cualquier valor escalar para c; haga z = cv y verifique que |w — z| = |w – р|. Repita 
para otros tres valores de c. Explique la relación entre esto y el teorema 8, donde Н es 
gen {у}. 


-3 
c) Repita los incisos a) y b) con w | | 


4) Repita los incisos a) у b) para vectores у у w arbitrarios. 


e) (Lápiz y papel) En el siguiente diagrama esquemático etiquete con p al vector proyec- 
ción de w sobre v, y localice w — p y w — z. Explique la manera en que estos diagramas 
ilustran la geometría del teorema 8, donde Н es el subespacio gen {у}. 





5. Proyección sobre un plano en R? 


-1 
a) Sea v,=| 2 | уу, = 
3 


N-e © 


Encuentre una base ortonormal (z,, 2,} para el plano dado por gen (v,, v,) usando el pro- 
ceso de Gram-Schmidt. 
-1 
b) (Lápiz y papel) Verifique que z=| —2 | es perpendicular tanto a v, como a v, y por lo 
1 
tanto, es perpendicular a H = gen (v,, v,j. Sea n = z/|z|. Explique por qué n es una base 
ortonormal para H+. 


c) La definición 4 dice que la proyección de un vector w sobre H está dada por proy „w = 
(м * z,)z, + (w 7.) z,. El teorema 7 dice que w = proy „w + proy ,. у, que puede rexpre- 
sarse como prOy ,,W = W — proy „W. 

Para cuatro vectores w de 3 X 1 arbitrarios, calcule ргоу, w de las dos maneras у 
compare los resultados (nota. Como H^ es de dimensión uno, proy yı Wes igual al vector 
proyección de w sobre n). 


d) (Lápiz y papel) El siguiente diagrama ilustra la geometría de proy, w = w — proy „W. 
En el diagrama, localice h = proy,,. w, bosqueje w — h y verifique que es paralela a p, la 
proyección de w sobre el plano. 
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6. Para los vectores v,, . . . , ү,, si se forma la matriz A = [v, · · : у], entonces el comando de 
MATLAB B - orth(A) producirá una matriz B cuyas columnas forman una base ortonor- 


mal para el subespacio Н = imagen de A = gen (v, .. . , vj. 


a) Sea (v,, v,, v,) el conjunto de vectores en el problema 1b) de esta sección de MATLAB. 
Encuentre A y B según se describió. Verifique que las columnas de B son ortonorma- 
les. 


b) Sea x un vector aleatorio de 3 X 1; encuentre Ax. Explique por qué Ax está en H. 
El teorema 4 dice que si w está еп Н, entonces w = (w : u)u, +++: + (w . upu, 
donde (u,, . . . , u,j es una base ortonormal рага H. Verifique esto рага w = Ax usando 
el hecho de que u, es la i-ésima columna de B. 


с) Repita las instrucciones de los incisos a) y b) para 1v,, v,, V, vj, donde cada v, es un 
vector aleatorio de 6 X 1 y x es un vector aleatorio de 4 X 1. 


7. Genere cuatro vectores aleatorios en RS, у, v,, V, V, Sea H = gen (v,, v, v, V,). Sea A 
= [у v, v, v] y B = orth(A). Sea u, la ¡-ésima columna de B. 


a) Sea w un vector aleatorio de 6 X І. Encuentre la proyección de w sobre Н, p = proy,w 
usando la definición 4. 


2 


Calcule z = . Verifique que z = В' ур = BB'w. Repita para otro vector w. 


а $2 з 
= = = Б 


b) Sea x un vector aleatorio 4 X 1 y forme h = Ax. Entonces h está еп Н. Compare |w — p| 
y |w – h|. Repita para otros tres vectores x. Escriba una interpretación de sus observa- 
ciones. 


с) Sea z = 2v,— 3v, + v, Entonces H = gen (v,, V, V, Z} (aquí H es el subespacio descrito 
en los incisos anteriores de este problema). ¿Por qué? Sea C = [v, v, v,z] y D = orth(C). 
Entonces las columnas de D serán otra base ortonormal para H. 

Sea w un vector aleatorio de 6 X 1. Calcule la proyección de w sobre H utilizando B 
y la proyección de w sobre H usando D. Compare los resultados. Repita para otros dos 
o más vectores w. Escriba la interpretación de sus observaciones. 


d) (Lápiz y papel) Si (u,,...,u,j es una base ortonormal para un subespacio Ну Bes la 
matriz [u,, . . ., u,] pruebe que la proyección de w sobre Н es igual a BB'w. 


8. a) (Lápiz y papel) Si A es una matriz real, explique por qué el espacio nulo de 4' es 
perpendicular a la imagen de А; es decir, si Н = Im(4), entonces el espacio nulo 
(4) = H`. 
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b) Sea A una matriz aleatoria real de 7 X 4. Sea B = orth(A) y sea С = mull(A”) (entonces 
las columnas de B forman una base ortonormal para H = Im(A) y las columnas de C 
forman una base ortonormal para H^). Verifique que las columnas de C son ortonor- 
males. 


c) Sea w un vector aleatorio de 7 X 1. Encuentre h, la proyección de w sobre H y p, la pro- 
yección de w sobre H` (vea el problema 7 de esta sección de MATLAB). Verifique que 
w = p + h. Repita para otros tres vectores w. 


d) Verifique que BB! + CC! = I, donde Геѕ la matriz identidad. 
e) (Lápiz y papel) Pruebe la relación en el inciso d). 


. a) (Lápiz y papel) Suponga que (u,, . . . , и} es una base ortonormal para E" y B es la 
matriz [u, . . . и]. Sea v un vector en R". Haciendo uso del teorema 4, explique por qué 
se pueden encontrar las coordenadas de v respecto а la base (u,, . . . , и} mediante B'v. 


b) (Lápiz y papel) Recuerde que si 0 es el ángulo entre u y w, entonces cos (0) = u · 
w/|u||w|. Suponga que |w| = 1. Usando el teorema 4, pruebe que las coordenadas de w 
respecto a una base ortonormal se pueden interpretar como los cosenos de los ángulos 
que forma w con cada uno de los vectores de la base; es decir, la coordenada de w que 
corresponde al coeficiente del ¡-ésimo vector de la base es igual al coseno del ángulo 
entre w y ese vector. 


c) Verifique esta interpretación encontrando los ángulos entre el vector dado w y la base 
ortonormal (v,, v,} para IR”. Primero, haga un bosquejo a mano para decidir qué ángu- 
los espera (utilice el comando acos de MATLAB. Con doc acos se obtiene una descrip- 
ción. Para cambiar el ángulo de radianes a grados, multiplique por 180/n). 


1 
i. w = vector de longitud 1 en la dirección de 8 


© +) 


1 
v, = vector de longitud 1 en la dirección de A 


-1 
v, = vector de longitud 1 en la dirección de | j 





2 2 1 
3|| з|| 3 | 
, 2 1 2 
d) Verifique que зиз} es una base ortonormal para K*. Sea $ = | 1 |. 
1 2|| 2 ! 
3 3 3 


Encuentre los ángulos entre s у cada vector de la base. Primero construya w = s/[s|. Los 
ángulos entre w y los vectores de la base serán iguales a los ángulos entre s y estos vec- 
tores. Repita para otro vector s. 


10. Verifique que las siguientes matrices son ortogonales. 


408 


CAPÍTULO 4 


11. 


12. 


13. 


14. 


Espacios vectoriales 





-4 -6 12 
JEJE jJ » (55) 6 -12 4 |=B 
а)|—= = = = -4 |= 
1 -1 14 a 
v2 12 4 6 
А -]3 14 -34 
с) (5) 26 -29 2 |= В, d) orth(rand(3)) = B, 
26 22 19 


e) [а u, u] = B, donde (ц, u,, uj es la base obtenida al aplicar el proceso de Gram- 


-1 0 -1 
Schmidt a 211111 2 
3 1 4 


ВВ 


a) Verifique que cada una de las siguientes matrices es ortogonal. В В„ B,B,, 


17?» В,В, y BB, 
donde В, В„ B, у B, son las matrices del problema 10 anterior. 


b) (Lápiz y papel) Trabaje el problema 16 de esta sección de MATLAB. 


a) Encuentre la inversa de cada matriz en el problema 10 anterior y verifique que las inver- 
sas son ortogonales. 


b) (Lápiz y papel) Pruebe que la inversa de una matriz ortogonal es una matriz ortogo- 
nal. 


a) Encuentre el determinante de cada matriz en el problema 10. Formule una conclusión 
sobre el determinante de una matriz ortogonal. 


b) (Lápiz y papel) Pruebe su conclusión. 


c) Revise (o resuelva) el problema 2 de MATLAB 3.4. Suponga que п, v y w son vectores en 
K? que forman un paralelepípedo. Si O es una matriz ortogonal de 3 X 3, explique por 
qué Qu, Qv y Qw forman un paralelepípedo con el mismo volumen que el formado por 
u, Y y ү. 


Matrices ortogonales: longitud y ángulo Recuerde que si 0 es el ángulo entre u y w, enton- 
ces cos (0) = и. w/|u||w]. 


a) Sea Q la matriz ortogonal B, en el problema 10 anterior. Elija dos vectores aleatorios u y 
w. Calcule y compare la longitud de v y la longitud de Qv. Calcule y compare el coseno 
del ángulo entre v y w y el coseno del ángulo entre Qv y Qw. Repita para un total de tres 
pares de vectores elegidos v y w. 


b) Repita el inciso a) para otra matriz ortogonal del problema 10. Repita el inciso a) para 
Q = orth(2:rand(5)-1) (verifique primero que esta O es ortogonal). Escriba una inter- 
pretación de sus observaciones de los incisos a) y b). 


с) Sea Q = orth(2*rand(6)-1). Verifique que O es una matriz ortogonal y por ende que las 
columnas de O forman una base ortonormal para №. 
Sean x y z dos vectores aleatorios de 6 X 1. Encuentre xx, las coordenadas de x res- 
pecto a la base dada por las columnas de O. Encuentre zz, las coordenadas de z respecto 
a esta misma base. 
Compare [x — z| con |xx — zz]. Repita para otro par de vectores x y z y describa sus 
observaciones. 


d) El inciso c) tiene algunas ramificaciones importantes. En cualquier cálculo o medición 
se introducen errores. Un aspecto importante al diseñar algortimos numéricos hace refe- 


15. 
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rencia a los errores compuestos o acumulados. Se puede interpretar |х — z| como un error; 
por ejemplo, x puede representar los valores teóricos y z una aproximación. Explique 
cómo puede verse en las observaciones del inciso c) que el cambio del proceso a las coor- 
denadas de una base ortonormal no acumula (incrementa) un error que ya está presente. 
¿Por qué el cambio de regreso a coordenadas estándar tampoco aumenta el error? 


e) (Lápiz y papel) S1 O es una matriz ortogonal y v y w son vectores, pruebe que Оу · Qw 
= y · w, Utilice esta demostración para probar que |Ov| = |у| y que el coseno del ángulo 
entre Оу y Qw es igual al coseno del ángulo entre v y w. 


f) (Lápiz y papel) Pruebe sus observaciones en el inciso c) (explique primero por qué al 
encontrar las coordenadas de un vector x respecto a las columnas de O se obtiene lo 
mismo que al multiplicar x por una matriz ortogonal). 


Matrices de rotación Será necesario haber completado los problemas 9 y 10 de MATLAB 
4.8. Si sólo ha terminado el problema 9, se pueden resolver los incisos a) y b) para R. 


a) Considere la matriz de rotación V en el problema 9b) y las matrices de rotación P, Y y 
R del problema 10a) de MATLAB 4.8. Elija un valor para el ángulo de rotación, por 
ejemplo, 7/4 y verifique (usando el ángulo que eligió) que cada matriz V, P, Y y Res 
ortogonal. Repita para otros dos ángulos. 


b) (Lápiz y papel) Como una matriz de rotación de п X п es ortogonal, las columnas de 
la matriz forman una base ortonormal para IR”. ¿Por qué? ¿Por qué puede esperarse este 
tipo de geometría? 


с) (Lápiz y papel) Recuerde que en el problema 10 de MATLAB 4.8, la posición de la 
nave se encuentra haciendo las maniobras de inclinación, desviación y giro en algún 
orden. Esto lleva a una matriz de posición que se forma con el producto de algunas de 
las matrices de rotación P, Y y R. Explique por qué la matriz de posición es una matriz 
ortogonal. 


d) Suponga que la orientación original de un satélite está dada por las maniobras de incli- 
nación, desviación y giro de manera que su matriz de posición es ortogonal. El centro 
de control (orientado a lo largo de las coordenadas estándar) verifica periódicamente la 
posición del satélite pidiéndole las lecturas (en coordenadas del satélite) de objetos con 
localización conocida en el centro de control. 

Cierto satélite envía las siguientes lecturas (que se ajustan para tomar en cuenta las 
distintas localizaciones del centro de control y del satélite): 


‚7017 1 

v, = | —7017 | para un objeto en | 0 | (coordenadas estándar) 

0 

‚2130 0 

v, = | .2130 | рага un objeto en | 1 | (coordenadas estándar) 
‚9093 0 
‚1025 0 

v, =| —.4125 | para un objeto en | 0 | (coordenadas estándar) 
0726 1 


Explique por qué el centro de control está al corriente de que algo no funciona con 
el satélite [sugerencia: explique primero por qué la matriz [v, v, v,] debe ser igual a 4717, 
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100 

donde /=|0 1 0 | у 4еѕ1а matriz de posición del satélite. Recuerde que las lecturas 
0 0 1 1\(0 0 

son las coordenadas de | 0 |,| 1| y | 0 | respecto al sistema de coordenadas del satélite 


0)\0 1 
dadas рог А, la matriz de posición. ¿Qué tipo de matrices deben ser А у 47]. 


e) Suponga que la nave se orienta con una maniobra de inclinación, un ángulo de 1/4, 
seguida de una desviación con un ángulo de — 7/3 y después un giro con un ángulo de 
71/6. Encuentre la matriz de posición. 

Encuentre los ángulos entre cada uno de los ejes coordenados de la nave y el eje x 
estándar, es decir, los ángulos entre las columnas de la matriz de posición y el vector 


1 
0 |. Encuentre los ángulos entre los ejes coordenados de la nave y el eje y estándar, y 
0 


los ángulos entre cada eje coordenado de la nave y el eje z estándar (vea el problema 9 
de esta sección de MATLAB). Explique su procedimiento. 


16. a) Sea x un vector aleatorio de 3 X 1. Sea у = x/|x|. Encuentre la matriz H = I — 2vv', 
donde / es la matriz identidad de 3 X 3. Verifique que Н es ortogonal. Repita para otros 
dos vectores x (recuerde que el comando eye crea una matriz identidad). 


b) Repita el inciso a) para x, un vector aleatorio de n X 1 con dos valores diferentes de п 
(aquí / será la matriz identidad de n X n). 


с) (Lápiz y papel) Si y es un vector de longitud 1 en PP”, pruebe que Н = Г — 2wv' es una 
matriz ortogonal. 


d) Geometría Las matrices que se acaban de construir se denominan reflectores elementa- 
les. Sea v un vector unitario en K?y construya Н como antes. Sea x cualquier vector en 
KZ. Entonces Ax es la reflexión de x a través de la recta perpendicular a v. 

El siguiente programa de MATLAB ilustra esta geometría. El vector z calculado 
es X — proy, x, por lo tanto, será un vector perpendicular a v. Así, z representa la recta 
perpendicular a v. Esta recta está dibujada con una línea punteada en color magenta. 
La recta determinada por v se representa con una línea azul discontinua. El vector x 
original está trazado en negro y el vector reflejado h está dibujado en rojo. Los renglones 
del programa que preceden a la instrucción de graficar se necesitan para establecer la 
perspectiva de los ejes de manera adecuada para que las longitudes iguales se vean 1gua- 
les y los ángulos rectos se vean como tales. Cuando termine esta parte, borre la ventana 
de gráficos con el comando clf. 

Introduzca los vectores vv y x de 2 X 1: 


v=vv/norm (vv); % Vector unitario con la dirección de vv 

z-x-(x'*v)*v; % Proyección perpendicular de x 

% con respecto a vv 

H-eye(2)-2*v*v'; % Operador de reflexión 

h-H*x; % Imagen del vector x a través de la reflexión 

aa-[x',z',h',-z',v',-v']; 

m-min (aa) ;M-max(aa); 

plot ([0 z(1)1,1[0,z (2)1,'m:', [0, -z(1) ], [0,-z(2) ], 'm:' , ... 
[0 у(1)1, [0,v(2)],'b--', [0, -v(1)1], I0, -v(2) ], 'b--',... 
[0 x(1)1, [0,x(2)1,'k--', [0,h (2) ], I0, n (2) ], ' z") 
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axis([m M m М]); 

axis('square'); 

grid 

title('Magenta z, Azul v, Negra x, Roja h') 


Los vectores sugeridos son 


vv =[0;1] x =[3;3] 
vv =[1;1] x z[-1;2] 
vv =[1;1] x =[4;2] 


e) Observando la geometría, dé una conclusión de la relación entre H y H^!. Pruebe su 
conclusión para cuatro matrices generadas igual que en los incisos a) y 5). 


РковіЕМА 17. Trabaje los problemas 9 y 10 de MATLAB 4.8 y el problema 15 de esta sección (de 


E PROYECTO MATLAB). 


ЩТ] Arroximación POR MÍNIMOS CUADRADOS 


En múltiples problemas de las ciencias biológicas, físicas y sociales resulta útil describir la re- 
lación entre las variables de los mismos por medio de una expresión matemática. Así, por 
ejemplo, se puede describir la relación entre el costo, el ingreso y la ganancia con la fórmula 
sencilla 


P-R-C 


En un contexto distinto, se puede representar la relación entre la aceleración debida a la 
gravedad, el tiempo que un objeto ha caído y la altura a la que estaba mediante la ley física 


$258 pe pg 
0 0 28 


donde s, es la altura inicial del objeto y v, es la velocidad inicial. 

Por desgracia, no es fácil obtener fórmulas como las anteriores. Muy a menudo los cien- 
tíficos o los economistas tienen que trabajar con grandes cantidades de datos para encontrar 
relaciones entre las variables de un problema. Una manera común de hacer esto es ajustar una 
curva entre los distintos puntos de datos. Esta curva puede ser recta o cuadrática o cúbica, y asi 
sucesivamente. El objetivo es encontrar la curva del tipo específico que se ajuste “mejor” a los 
datos dados. En esta sección se muestra cómo lograr esto cuando se tienen dos variables en el 
problema. En cada caso se supone que existen n puntos de datos (x,, y,), Œ y). - - -> Xp y, 

En la figura 4.7 se indican tres de las curvas que se pueden utilizar para ajustar datos. 


Figura 4.7 


Tres curvas en el plano xy. 





a) Recta b) Cuadrática c) Cúbica 
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Figura 4.8 

Los puntos sobre la recta 
tienen coordenadas 

(x, b + тх). 
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APROXIMACIÓN POR UNA RECTA 


Antes de continuar, debe aclararse qué quiere decir “mejor ajuste”. Suponga que se busca la 
recta de la forma y = b + mx que mejor represente a los n datos (x,, y); (X,, y... (х, Vp) 

La figura 4.8 ilustra lo que ocurre (utilizando tres datos). En esta figura se ve que si se 
supone que las variables x y y están relacionadas por la fórmula y = b + mx, entonces, por 
ejemplo, para x = x, el valor correspondiente de y es b + mx,. Esto es diferente del valor "real", 
у= ур 

Еп R la distancia entre los puntos (a,,b,) y (а„ b,)estádada рога = 4| (a, — a, +(b c y 
Por lo tanto, al determinar la manera de elegir la recta y = b + mx que mejor se aproxima a los 
datos dados, es razonable usar el criterio de seleccionar aquella que minimiza la suma de los 
cuadrados de las diferencias entre los valores y de los puntos y el valor y correspondiente a la 
recta. Observe que como la distancia entre (x,, y,) y (x, b + mx) es y, —(b + тх), el problema 
(para los n datos) puede establecerse como sigue: 


Problema de mínimos cuadrados en el caso de una recta 
Encuentre números т y b tales que la suma 
[vo CP dom Yee yo LA A оо) (1) 
sea mínima. Para estos valores de m y b, la recta y = b + mx se llama aproximación por 


la recta de mínimos cuadrados a los datos (x, у), (х,, Y,), ..., (х, у. 


Una vez definido el problema se busca un método para encontrar la aproximación de míni- 


mos cuadrados. Lo más sencillo es escribir todo en forma matricial. Si los puntos (x,, y,), (x, у,), 


<- -> (Xp y,) están todos sobre la recta y = b + mx (es decir, si son colineales), entonces se tiene 


y, =b + mx, 
Y, =b+mx, 
y, =b+mx, 
O 
у= Au (2) 








(x3, b + mx3) 


(00, b + mx) 
“O y») 


(х1, b + mx) 


y=mx+b 
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donde 
y 1 1 
1 Ь 
yep iur з zz | (3) 
: $ : m 
Y, 1 x, 


Si los puntos no son colineales, entonces y — Au + 0 y el problema se convierte en 


Forma vectorial del problema de mínimos cuadrados 


Encuentre un vector u tal que la forma euclideana 


ly — Aul (4) 


sea mínima 


Observe que en R, |(х, y] = 4 x? + y? , en R, (x, y, 2| = 4 x? + y? +2?, etc. Entonces, 


minimizar (4) es equivalente a minimizar la suma de cuadrados en (1). 

Encontrar el vector u que minimiza no es tan difícil como parece. Como А es una matriz de 
n X 2 y ues una matriz de 2 X І, el vector Аи es un vector en E que pertenece a la imagen de A. 
La imagen de A es un subespacio de R” cuya dimensión es a lo más dos (ya que cuando mucho 
dos columnas de A son linealmente independientes). Así, por el teorema de aproximación de la 
norma en K" (teorema 8, página 405), (4) es un mínimo cuadrado 


Au = proy,y 


donde H es la imagen de A. Se ilustrará esto con una gráfica para el caso de n = 3. 

En E? la imagen de A será un plano o una recta que pasa por el origen (ya que éstos son los 
únicos subespacios de K? de dimensión uno o dos). Vea la figura 4.9. El vector que minimiza 
se denota por u. De la figura (y del teorema de Pitágoras) se deduce que |y = 4u| es mínima 
cuando y — Au es ortogonal a la imagen de А. 

Es decir, si u es el vector que minimiza, entonces para todo vector u e K? 


Au 1 (y — Au) (5) 


Usando la definición de producto escalar en IR”, se encuentra que (5) se vuelve 


Au- (y - 4u)=0 
(Au) (y – 4u) 2 0 fórmula (6), página 121 
(uA Xy – 40) 20 teorema 1 ii), página 120 


2 


Figura 4.9 


y — Au es ortogonal a Au. 
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u'(A'y — AAT) = 0 (6) 
La ecuación (6) se cumple para todo u e R? sólo si 
Ау — AAT = 0 (7) 


Al despejar и de (7) se obtiene 


Solución al problema de mínimos cuadrados para un ajuste por línea recta 


S1 А y y son como se definieron en (3), entonces la recta y = mx + b da el mejor 
ajuste (en el sentido de mínimos cuadrados) para los puntos (х, y, ), (x,, у,),..., (х,,у,) 


Ь 
cundo| )- uy 
m 


u = (A'A) Ау (8) 


Aquí se ha supuesto que A'A es invertible. Éste siempre es el caso si los n datos no son co- 
lineales. La demostración de este hecho se deja para el final de esta sección. 


| EJEMPLO1 | La recta que mejor se ajusta para cuatro datos 


Encuentre la recta que da el mejor ajuste para los datos (1, 4), (—2, 5), (3, —1) y (4, 1). 


B Solución En este caso 


10d 4 
PW E 21 zs 1 1 1) — 5 
1 3 1-23 4 -1 
1 4 1 


Entonces 


Е 30 —6\[ 1 1 1 1 5 
u=(4 A)! 4 y = Es 
84l-6 441 2 3 4)|-1 


_1[(30 -6 9| 1(300| | 3.57 
840-6 4)\—5) 84(-74) 4-0.88 
Por lo tanto, la recta que mejor se ajusta está dada por 


y = 3.57 — 0.88x 


Esta recta y los cuatros datos se bosquejan en la figura 4.10. 


Figura 4.10 

La recta que mejor se 
ajusta a los cuatro puntos 
es y = 3.57 — 0.88x. 
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у = 3.57 — 0.88x 


APROXIMACIÓN CUADRÁTICA 


Ahora se desea ajustar una curva cuadrática a los n datos. Recuerde que una curva cuadrática 
en x es cualquier expresión de la forma 


y=aw+bx+cx? (9) 


La ecuación (9) es la ecuación de una parábola en el plano. Si los n datos estuvieran sobre la 
parábola, se tendría 


a 2 
y, =4+bx, + cx 


= 2 
Y, =а+ bx, + сх, 


(10) 
у, =а+ х + сх? 
Рага 
A 1 Ху | а 
1 2 
rap де ^? ^| жашла (11) 
: : : Е Е 
у, | x x 


El sistema (10) se puede volver a escribir como 
y = Аи 


al igual que antes. 51 los datos no se encuentran todos sobre Іа misma parábola, entonces y — 
Au z 0 para cualquier vector u, y de nuevo el problema es 


Encontrar un vector и en Ё? tal que |у — Аи | sea mínima. 


Utilizando un razonamiento similar al anterior, se puede demostrar que si cuando menos tres 
de las x, son diferentes, entonces A'A es invertible y el vector que minimiza al vector u está 


dado por 
u —(A'A4)14y (12) 
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| EJEMPLO 2 | El mejor ajuste cuadrático para cuatro puntos 


Encuentre el mejor ajuste cuadrático para los datos del ejemplo 1. 


B Solución Ади 


TERET 
A= i 3. 3] A =|1 -2 3 4| y у= i 
1 4 9 16 
1 4 16 1 
Entonces 
4 6 30 f 3564 396 -396 
АА=| 6 30 84 |, MS 396 516 -156 
30 84 354 -396 -156 84 
y 
4 
3564 396 -396|[1 1 1 a 


u- (4 AY Ay= = 396 516 -156||1 2 3 4 i 





-396 -156 84111 4 9 16 1 
3564 396 -396 9 17820 3.75 
—-——| 396 516 -156 5 [= 3 852 |= | -0.81 
4752 4752 
-396 —156 84 JA 31 -180 0.04 


Así, el mejor ajuste cuadrático para los datos está dado por la parábola 


у = 3.75 — 0.81x —0.04x? 





La figura 4.11 presenta una gráfica de la parábola y los cuatro puntos. 


Nota. Sin es grande, entonces el cálculo de (4/4)! puede llevar a una gran cantidad de errores 
numéricos. En este caso es mucho más eficiente encontrar u resolviendo el sistema (4'4u) = 
A'y por descomposición LU. De hecho, resolver 4:4u = A'y por este método es casi siempre 
más eficiente que calcular (4^4)! cuando n > 3. 


Figura 4.11 

La ecuación cuadrática y — 
3.75 — 0.81x — 0.04»? es 
el mejor ajuste cuadrático 
para los cuatro puntos. 





y = 3.75 — 0.81x — 0.0432 
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| EJEMPLO3 | El mejor ajuste cuadrático para cinco puntos 


puede proporcionar una estimación para g 


El método de ajuste de curvas se puede utilizar para medir las constantes físicas. Suponga, por 
ejemplo, que se deja caer un objeto desde una altura de 200 metros. Se toman las siguientes 




















mediciones: 
Tiempo transcurrido Altura (en metros) 
0 200 
1 195 
2 180 
4 120 
6 25 














Si un objeto en la altura inicial, en reposo, se deja caer, entonces su altura después de t segundos 
está dada por 


1 
s = 200 — == 
2 
Para estimar g, se puede encontrar un ajuste cuadrático para los cinco puntos dados. Los 
coeficientes del término P? serán, si las mediciones son buenas, una aproximación razonable al 


nümero — 28 Utilizando la notación anterior, se tiene 


10 0 200 
1 1 ] 1 ] 1 195 
А=|1 2 4j; 4=|0 12 4 6 y y-|180 
1 4 16 0 1.4 16 36 120 
1 6 36 25 
Entonces 
5 13 57 5912 —3924 508 
АА=| 13 57 289 |, (4 Ay = x —3 924 4596 —704 
57 289 1569 508 | —704 116 
y 
200 
5912 -3924 508][1 1 1 1 1 \|195 
u- ый —3924 4596 —704||0 12 4 б ||180 
508 —704 116)\0 1 4 16 36)|120 
25 
5912 -3924 508 720 1504 080 200.44 
== —3924 4596 —704 || 1185 UN —8460 |=| —1.13 
508 -704 116 J| 3735 — 35 220 — 4.96 


Los datos se ajustaron con la ecuación cuadrática 
s(t) = 200.44 —1.131 —4.69? 
y se tiene que 5 = 4.69, o sea, 


g = 2(4.69) = 9.38 m/seg? 
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Esto es razonablemente cercano al valor correcto de 9.81 m/seg?. Para obtener una aproxima- 
ción más exacta de g sería necesario obtener observaciones más precisas. Observe que el térmi- 
no — 1.131 representa una velocidad inicial (hacia abajo) de 1.13 m/seg. 


Se observa aquí que las aproximaciones de polinomios de grado más alto se obtienen de 
manera idéntica. Vea algunos detalles en los problemas 7 y 9 de esta sección. 

Concluiremos esta sección demostrando el resultado que garantiza que la ecuación (8) será 
siempre válida, excepto cuando los puntos estén en una misma recta vertical. 








Sea (x, y,), (х„ у,), ..., (X y), n puntos en IR”, y suponga que no todas las x, son iguales. 
Entonces 51 А está dada como en (3), la matriz A'A es una matriz invertible de 2 X 2. 
Nota. Si x, = x, = x, = +++ = x, entonces todos los datos están sobre la recta vertical 


x — x, y la mejor aproximación lineal es, por supuesto, dicha recta. 


Se tiene 
1 3$ 
T 1 35 
| 3 


Como no todas las x, son iguales, las columnas de А son linealmente independientes. 
Ahora bien 


X 2 
ZEN ad | al m 
e OI». ўе 

i-l 


n i=l 


lh 3 


Si A'A no es invertible, entonces det A'A = 0. Esto significa que 


"У = ($) (13) 


1 X, 
1 X, 

Sceau У ENTONCES 
1 X 


n 


2 2 Ш n 
ul -u.u-n, lx] o de 
i=l i=l 
de manera que la ecuación (13) se puede establecer como 
|цх[ = Ju - x}? 
y sacando raíz cuadrada se obtiene 
lu - x| = Jullx] 


Ahora, la desigualdad de Cauchy-Schwarz (página 399) dice que lu - x| = [u||x| en 
donde la igualdad se cumple si y sólo si x es una constante múltiplo de u. Pero u y x son 
las columnas de 4 que son linealmente independientes, por hipótesis. Esta contradic- 
ción prueba el teorema. 
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Problemas 4.10 
AUTOEVALUACIÓN 
l. La recta de mínimos cuadrados para los datos (2, 1), (—1, 2) y (3, — 5) minimizará 
a) = Ps [P1=6=>20P+ 18 = (0 = Э) 
D [Ш = (о) + (2 — (o 3F со) + (5 = (o 3- э] 
@) Ш = | 
й [ш ОИУ ЕО [=5 = (+ Te 


De los problemas 1 al 3 encuentre la recta que se ajusta mejor a los puntos dados. 
1. (1,3), (72, 4), (7, 0) 
2. (—3, 7), (4, 9) 
3. (1, 3), (4, 6), (C2, 5), (3, - 1) 
De los problemas 4 al 6 encuentre el mejor ajuste cuadrático para los puntos dados. 
- (2, 75), (3, 0), (1, 1), (4, -2) 
‚ (—7,3), (2, 8), (1, 5) 


‚ @,—1), G, —6), (5, 2), (73, 1), (7, 4) 
. La ecuación cúbica general está dada рог 


ч ео л Б 


a t bx + сю + dx 


Demuestre que Іа mejor aproximación cúbica а n puntos está dada por 


a 
= b tay gt 
u-| |=(447 Ay 

Cc 

d 

donde y es como se definió y 

2 3: 
lx x x 
2 3 
4- lx x x 


2 3 
lx x x 
n n n 


8. Encuentre la mejor aproximación cúbica para los puntos (3, —2), (0, 3), (C1, 4), 2, —2) y 
(1, 2). 


9. El polinomio general de grado k está dado por 
4, +ax ад? +e tax" 


Demuestre que el polinomio de grado k que mejor se ajusta a los n puntos está dado por 


а, 


sl 
11 


К = (44) Ay 
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donde 
2 k 
1 1 X * 
2 k 
A= 1 2 2 % 
1 x х? x* 
n n n 


10. Los puntos (1, 5.52), (—1, 15.52), (3, 11.28) y (—2, 26.43) están todos en una parábola 
a) Encuentre la parábola 
b) Demuestre que |y — Au| = 0. 


11. Un fabricante compra grandes cantidades de refacciones para cierta máquina. Él encuen- 
tra que este costo depende del nümero de cajas compradas al mismo tiempo y que el costo 
por unidad disminuye conforme el nümero de cajas aumenta. Supone que el costo es una 
función cuadrática del volumen y de las facturas anteriores obtiene la siguiente tabla: 




















Nümero de cajas Costo total 
compradas (dólares) 
10 150 
30 260 
50 325 
100 500 
175 670 














Encuentre su función de costo total. 


12. Una persona lanza una pelota al aire en dirección hacia abajo. La altura que alcanza está 


1 E in 
dada por 5(ї) = s, + у + 78. Se toman las siguientes mediciones: 

















Tiempo transcurrido Altura 
(segundos) (pies) 

1 57 

185 67 

215 68 
4 955 














Usando los datos, estime: 
a) La altura a la que se dejó caer la pelota 
b) La velocidad inicial 


с) g (en pies/seg?) 
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MANEJO DE LA CALCULADORA 














En estadística, un problema importante es encontrar la recta de mínimos cuadrados. En 
el contexto de estadística, el procedimiento para hacerlo se denomina regresión lineal. 
Encontrar el mejor ajuste cuadrático se conoce como regresión cuadrática. La regresión 
lineal es una herramienta de uso común y prácticamente todas las calculadoras que gra- 
fican pueden calcular los valores de m y b una vez que se introducen los datos. 

Todos los cálculos estadísticos se realizan oprimiendo las teclas AT y eligien- 
do el tipo de trabajo que se está interesado en realizar, por ejemplo, seleccionando la 
opción 1 se trabaja con estadísticas donde sólo se tiene una variable, la opción 3 propor- 
ciona herramientas para hacer ajustes de curvas a datos presentados como colecciones 
de puntos. 

Se volverá a calcular la recta de regresión para los datos del ejemplo 1: (1, 4), (22, 


5), (3, —1) y (4, 1). 





ECT 
Wybsth. Tests 
Conf. абага 





Presione CED rar (73 Er). 


Aparece la siguiente pantalla con el campo XDAT marcado que es donde se guardan el 
conjunto de puntos con los cuales se va a calcuar el ajuste. 


ERREEN (17. puta MENEREN 


т-с640: 2 
Linear Fit 


Kater stotirticot deta 
a7) 





Oprimendo la tecla marcada como EDIT se obtiene la siguiente pantalla que es donde 
se escriben los datos, utilizaremos la primera columna para los valores de x y la segunda 
columna para los valores de y. 





Para introducir el primer punto oprimimos la secuencia de teclas 


MEE 


con lo que se obtiene la siguiente pantalla. 
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A continuación oprimimos MD para dejar al cursor al inicio del se- 


gundo renglón como se muestra a continuación 





Introducimos el segundo punto, 


( 2 )Gw) Csec )( 5 (enter) 


En esta ocasión ya no hay que regresar el cursor al inicio del tercer renglón. 








тєш 





Introducimos el tercer punto, 


SEMEN E) 








Introducimos el cuarto punto, 











ESA '[* 0014 EA 
toet 
8-64: 1 tZ 


Meet: Linear Fit 


Later stetistical data 





En el segundo renglón se puede especificar cuál columna utilizar para los valores de x y 
de y, en este caso no hay necesidad de cambiar nada. Seleccionamos el modelo a ajustar 
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y que en este caso es una recta por lo que debemos escoger el modelo de Linear Fit y 
oprimir la tecla OK. 
Exi! dela uu 


ter CC 1. 4. 2 С -2.. 
$- 1 Yet: 2 


Model 


Cheope rtotartacat model 


Ма «к 





Aparecen los resultados de este ajuste en los renglones del 1 al 3, en el tercer renglón 
aparece la ecuación de la recta que se ajusta, de la mejor forma, en el sentido de mínimos 
cuadrados, a los puntos proporcionados. 


мо Жи к: '=' 


Н 
' 
1 VETE HTIA вр 
4 


orrelationit-. Й 


1 Covariancetí-6. 1 А 
EC EA A NN ШЕШ 





Para poder leer completamente el renglón, con las teclas del cursor seleccionamos el 
renglón 3 


13.57142857143+=.8... 

orrelationi -. n 
ova ianze: -6.1 

[сене | VECH | CEIT [PICE] DALL ALO] 


y oprimimos la tecla VIEW 


3. 571428571434. 220955 





Finalmente oprimimos la tecla TEXT y ahora ya podemos leer la ecuación de la recta. 


SP EPILEPSII ND +- PASES Dba 





Siguiendo un procedimiento similar podemos leer el valor del coeficiente de correla- 
ción 


Corra: cung 099112 





y el valor de la covariancia. 
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Cooqsradece? 74 204 444447 





Es posible hacer ajustes a polinomios de cualquier grado, en el Manual del Usuario de 
la calculadora aparece un programa para lograr este objetivo (capítulo 18). 


De los problemas 13 al 16 encuentre, con ocho cifras decimales, la recta de regresión 
para los datos dados. 


13. (57, 84); (43, 91); (71, 36); (83, 24); (108, 15); (141, 8) 
14. (0.32, 14.16); (—0.29, 51.3); (0.58, —13.4); (0.71, —29.8); (0.44, 19.6); (0.88, —46.5) 
15. (461, 982); (511, 603); (846, 429); (599, 1722); (806, 2415); (1508, 3295); (2409, 5002) 


16. (—0.0162, —0.0315); (—0.0515, —0.0813); (0.0216, —0.0339); (0.0628, —0.0616); 
(0.0855, —0.0919); (0.1163, —0.2105); (0.1316, —0.3002); (—0.4416, —0.8519) 


En los problemas 17 a 20 encuentre la curva de regresión cuadrática para los datos que 
se proporcionan. 


17. Los datos del problema 13. 18. Los datos del problema 14. 
19. Los datos del problema 15. 20. Los datos del problema 16. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 
I. b) 


МАТГАВ 4.10 


1. Considere el conjunto de datos (1, 2), (2, .5), (—1, 4), (3.5, —1), (2.2, .4) y (4, -2). Sea x un 
vector de 6 X 1 que contiene las coordenadas x y sea y un vector de 6 X 1 con las coorde- 
nadas y. 


a) Dé A = [ones(6,1),x] y explique por qué А es la matriz utilizada para encontrar el ajuste 
a estos datos con la recta de mínimos cuadrados. 


b) Encuentre la solución de mínimos cuadrados и = (4:4)! 4'y. Encuentre v = Aly y com- 
pare con и (el comando diagonal invertida “\” en MATLAB encuentra la solución de 
mínimos cuadrados para un sistema de rango completo sobredeterminado). 


c) Encuentre |y — Aul. Elija w = u + [.1;- .5], encuentre |y — 4w| y compare con |y — Ац. 
Repita para otros dos vectores w. Explique qué parte de la teoría de aproximación por 
mínimos cuadrados ilustra esto.proy , y 


d) La teoría de aproximación por mínimos cuadrados asegura que Au — proy, y, donde H 
es la imagen de A y u es la solución de mínimos cuadrados. Encuentre proy,, y usando 
B = orth(A) como en el problema 7а) de MATLAB 4.9. Verifique que Аи = proy, y. 
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e) La visualización de los datos y del ajuste con la recta de mínimos cuadrados puede ser 
de utilidad. El siguiente programa de MATLAB encuentra los coeficientes para el ajuste 
con la recta, genera varios valores de la coordenada x (el vector s), evalúa la ecuación 
de la recta para estos valores, grafica el conjunto de datos originales con signos de * en 
blanco, y grafica la recta de mínimos cuadrados. 


Nota. Por supuesto, para graficar una recta no se requiere evaluar la ecuación para varios valores, 
por lo que en realidad no es necesario encontrar el vector s. Sin embargo, para graficar ajustes 
con polinomios de grado más alto (o exponenciales) se necesita evaluar la función para varios 
valores de x. La generación de s se incluye aquí para proporcionar el modelo de MATLAB que 
necesitará sólo pequeñas modificaciones para otro tipo de ajustes. 

и = Aly 

s = min(x):(max(x)-min(x))/100:max(x); 

fit = u(1)+u(Q)*s 

plot(x,y”,w?,s,fit) 

u = Aly; % Resuelve el problema de mínimos cuadrados 

s = linspace(min(x)-0.5,máx(x) + 0.5,100); % puntos a graficar 

ajuste_a_recta = u(1) + u(2)*s; % evaluación de la recta 

clf % borrar la ventana de gráficas 

plot(s,ajuste_a_recta,'r”,'LineWidth',2); % graficar la 

% recta ajustada 

hold on % Mantener fija la gráfica 

plot(x,y,'bx','MarkerSize',10,' LineWidth',2); % graficar 

% los datos originales 

grid % desplegar cuadrícula 

legend('Recta de ajuste',' Datos") % deplegar rótulo 

Title([' Recta: *,jnum2str(u(2)),'x + ',num2str(u(1))]) 

'/ deplegar 

%título 


¿Parece un ajuste razonable la recta de mínimos cuadrados para estos datos? 
f) Utilice la ecuación de mínimos cuadrados para aproximar un valor de y para x = 2.9. 


2. Considere los datos en el problema 11 de esta sección. Sea x un vector de 5 X 1 que con- 
tiene los valores del número de cajas compradas. Sea y el vector de 5 X 1 con los valores 
correspondientes del costo total. 


a) El problema pide un ajuste cuadrático. Dé A = [ones(5,1) x x. ^2] y explique por qué 
esta matriz es la matriz usada para ese ajuste. 


Nota. El punto (.) antes del símbolo “^” es importante. Le dice a MATLAB que eleve al 
cuadrado cada componente del vector x. 


b) Siga las mismas instrucciones de los incisos 5) al e) del problema 1 anterior, excepto para 
el inciso b), seleccione w como un vector de 3 X 1, por ejemplo w = u + [.1;-.2;-.05]; para 
el inciso e) use fit = u(1)--u(2)«s - u(3)ss.^2;. 


c) Usando la ecuación cuadrática de mínimos cuadrados, estime el costo total para 75 
cajas y estime el costo total para 200 cajas. 


3. Trabaje el problema 12 de esta sección. 


4. Es importante observar las gráficas de los datos y la solución de mínimos cuadrados. Una 
solución de mínimos cuadrados puede verse bastante afectada por uno o dos puntos. Al- 
gunos datos pueden ser muy distintos al resto de los ellos. Éstos se denominan puntos 
dispersos. Los puntos dispersos pueden indicar errores en los datos o un comportamiento 
poco usual que puede investigarse más a fondo. 
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a) Sean x y y dos vectores que representan los datos del problema 1 de esta sección. Se 
agregará el punto (1.5, —3.8) al conjunto de datos. Sea r = 1.5 y t = —3.8. Forme xx = 


[хут] y yy = [у]. 


i. 


ii. 


iii. 


Dé el comando plot(xx,yy,'m*"), localice el dato adicional y explique por qué se 
puede considerar un punto disperso. 


Se graficará la recta de ajuste de mínimos cuadrados para los datos originales y el 
mismo ajuste para los datos aumentados en la misma gráfica para que se puedan 
comparar. 


Encuentre u, la recta de solución de mínimos cuadrados para los datos en x y y. 
Encuentre uu, la recta de solución de mínimos cuadrados para los datos en xx y yy. 
Forme s igual que en el problema le) anterior usando xx en lugar de x. Encuentre fit 
igual que en el problema le) usando u y encuentre fitl usando uu. Dé el comando 
plot(x,y,'bx',r,t,mo',s.fit,'r',s.fit1,'g") 

Este comando graficará los datos originales con una x azul (bx en el comando) y 
el punto disperso con una vocal o magenta (mo). La recta de ajuste para los datos 
originales quedará en rojo (r) y la de los datos aumentados en verde (g). 


Describa el efecto del punto disperso sobre la recta de ajuste de mínimos cuadrados. 


¿Qué recta piensa usted que representa mejor los datos? 


b) Repita el inciso a) para = 4.9 y t = 4.5. 


5. a) Para los datos en el problema de calculadora 16: 


Encuentre la matriz A para la recta de ajuste de mínimos cuadrados y después en- 


cuentre u, la solución de mínimos cuadrados. 


Encuentre B, la matriz para un ajuste cuadrático de mínimos cuadrados y después 


encuentre v, la solución de mínimos cuadrados. 


Encuentre |y — Aul y |y — Bv]. 
Grafique los datos y ambas curvas de mínimos cuadrados en la misma gráfica: ge- 


nere s y fit igual que en el problema le) anterior y genere fitq = v(1) + v(2)*s + v(3)ss. 
^2;. Después, dé plot(x,y,'bx',s.fit,'r',s.fitq,'b"). 


Analice cuál de los dos (recta o cuadrático) es un mejor ajuste. Justifique su conclu- 


sión con el trabajo realizado. 


b) Repita el inciso a) para el problema de calculadora 14. 


6. Se tomaron, del World Almanac, los siguientes datos sobre eficiencia de combustible en 
mi/gal (millas por galón, mpg) para automóviles de pasajeros en Estados Unidos. 





























Año Promedio de mpg para automóviles 
de pasajeros en Estados Unidos 
1980 152 
1981 15.9 
1982 16.7 
1983 AI 
1984 17.8 
1985 18.2 
1986 18.3 
1987 192 
1988 20.0 
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a) Encuentre una recta de ajuste por mínimos cuadrados y grafíquela. (x = 0 representa 
1980, x = 8 representa 1988, etc.) Analice si la recta parece un ajuste razonable para los 
datos. 


b) Suponiendo que la tendencia continúa, utilice la ecuación de la recta para predecir el 
año en que el promedio de mpg será de 25. 


. Una diseñadora industrial contrata sus servicios profesionales para consultarle sobre un 
experimento que lleva a cabo. Ella está interesada en saber qué efecto tiene la temperatura 
sobre la resistencia de su producto. Como los costos involucrados son altos, la diseñadora 
tiene un límite en la cantidad de datos que puede obtener: 



































Temperatura Nivel de resistencia 
600 40 
600 44 
700 48 
700 46 
700 50 
900 48 
950 46 
950 45 








Encuentre una recta de mínimos cuadrados que se ajuste y una curva cuadrática de 
mínimos cuadrados que también se ajuste. Grafique ambas. A partir de este análisis argu- 
mente si cree que hay evidencia de que la temperatura tiene algün efecto sobre la resistencia 
y, de ser así, diga qué temperatura recomendaría para fabricar el producto más fuerte (va- 
lores mayores de nivel de resistencia indican un producto más fuerte). 


. En el disco hay un archivo mile.m que contiene datos del World Almanac para tiempos 
récord en la carrera de una milla y el año en que se lograron (de 1880 a 1985). 

Dé el comando mile. Esto cargará las variables de los datos en el archivo. La pantalla 
no desplegará nada. Los datos del año se almacenan en la variable xm y los tiempos récord 
en la variable ym. Para desplegar los datos dé [xm ym]. 

Los valores en xm se encuentran entre 80 y 185, donde 80 representa el afio 1880 y 185 
el año 1985. Los tiempos en ym están en segundos. Se cuenta con 37 datos. 


a) Encuentre la recta de mínimos cuadrados y grafíquela. ¿Es esta recta un ajuste razona- 
ble? 


b) A partir de la pendiente de la recta, determine el número promedio de segundos por año 
que ha disminuido el tiempo récord. 


с) Si la tendencia continúa, prediga cuándo se romperá la barrera de una milla en 3 mi- 
nutos; es decir, cuándo ocurrirá el tiempo récord de 3 minutos o menos. ¿Piensa que la 
tendencia continuará? 


. Crecimiento de población Con frecuencia se dice que el crecimiento de la población es 
exponencial. De cualquier manera, la recta de ajuste de mínimos cuadrados puede ser va- 
liosa si se utiliza junto con una reexpresión de los valores de los datos. Si x y p tienen una 
relación exponencial, significa que p = 4e** para algunas constantes А у k. Utilizando las 
propiedades de los logaritmos, se encuentra que In(p) = In(4) + kx. Observe que x y In(p) 
tienen una relación lineal. 
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Así, si se espera una relación exponencial, se vuelven a expresar los datos (x, р) en 
términos de los datos (x, In(p)) y se encuentra una solución de mínimos cuadrados para 
reexpresar los mismos. Esto conduce a In(p) = mx + b y, por lo tanto, р = e”**” es el ajuste 
exponencial. 


a) En seguida se dan los datos de población para Estados Unidos para cada década entre 
1800 y 1900. 















































AñO Población 
(en millones) 
1800 9.9) 
1810 1:22 
1820 9.6 
1830 12-9 
1840 yl 
1850 DD 
1860 31.4 
1870 38.6 
1880 50.2 
1890 62.9 
1900 76.2 





Dé x = [0:10]' (los valores x son tales que x = 0 representa 1800 y x = 10 representa 
1900). Sea p el vector de los valores de población correspondientes. Dé y — log(p); 


i. Encuentre la recta de ajuste de mínimos cuadrados para los datos en x y y. 
Encuentre s y fit igual que en el problema le) anterior. Dé 


fite — exp(fit); 
plot(x,p,'xb',s,fite) 


Aquí exp(fit) encontrará la exponencial е®. ¿Se parece a una exponencial el creci- 
miento de la población? 


ii. Suponiendo que la población sigue creciendo a la misma tasa, utilice la solución 
de mínimos cuadrados para predecir la población en 1950 (encuentre el valor y 
utilizando la solución de la recta de mínimos cuadrados y después encuentre la 
población p usando p — e"). 


b) En la tabla siguiente se encuentran los datos de población para Estados Unidos de 1910 
a 1980. 





























Айо Población 
(en millones) 
1910 02: 
1920 106.0 
1930 11281) 
1940 182 
1950 ISIE 
1960 OP 
1970 203.3 
1980 226.5 














Е 


PROBLEMA 


PROYECTO 


10. 


11. 
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i. Conestos datos y con su proyección de población en 1950 del inciso a), explique por 
qué parece que la tasa de crecimiento disminuyó en el segundo siglo. 


ii. Encuentre el ajuste exponencial de mínimos cuadrados siguiendo los pasos del in- 
ciso a). Asegúrese de utilizar los logaritmos de los valores de la población para y. 
¿Sigue siendo exponencial el crecimiento de la población? 


iii. Explique de qué forma, los coeficientes en la solución de mínimos cuadrados del 
inciso a) y el inciso bii) muestran que la tasa de crecimiento ha disminuido. 


iv. Suponiendo que el crecimiento de la población continúa como en años recientes, 
prediga la población para el año 2000 haciendo uso del ajuste exponencial del inciso 
bii). 


Geología minera Los geólogos estudian la composición de rocas y minerales en las for- 
maciones para reunir información sobre las mismas. Estudiando las rocas metamórficas y 
determinando aspectos como la temperatura y la presión a la que se formaron se obtendrá 
información ütil sobre las condiciones presentes en el momento de su formación. Un mi- 
neral común es el granate. Se sabe que el coeficiente de distribución de Fe-Mg del granate 
es altamente dependiente de la temperatura a la que éste se formó (aquí, el coeficiente de 
distribución Fe-Mg se relaciona con las proporciones de fierro (Fe) y magnesio (Mg) en el 
granate). Sin embargo, la cantidad de calcio (Ca) en el granate también afecta el coeficiente 
de distribución Fe-Mg. Se pueden hacer correcciones a las estimaciones de temperatura si 
la relación entre la cantidad de calcio presente y el coeficiente Fe-Mg del granate se pueden 
determinar. Se reunieron los siguientes datos de las muestras de granate tomadas en las 
montañas de Esplanade en British Columbia. 
































Fracción molecular Coeficiente de distribución 
de Ca Fe-Mg 
.1164 .12128 
.0121 .17185 
.0562 .13365 
.0931 .1485 
.0664 .12637 
1728 .10406 
.1793 .10703 
.1443 .1189 
.1824 .09952 











Encuentre la recta de mínimos cuadrados y grafíquela. Utilice la fracción molecular 
de Ca para las coordenadas x y el coeficiente de distribución Fe-Mg para las coordenadas 
y. ¿Tienen los datos, en apariencia, una relación lineal? Escriba la ecuación de la recta de 
mínimos cuadrados. 


Geología petrolera Las formaciones rocosas se encuentran formando capas. Los pliegues 
en las rocas pueden estar causados por deformaciones de compresión. En pliegues simples, 
denominados deformaciones anticlinales, cuando se comprimen las capas inferiores, ocu- 
rren fracturas que empujan a la roca más arriba de su nivel de formación original (denomi- 
nado nivel de datos referencia). El diagrama esquemático siguiente representa una sección 
transversal. 

El petróleo y el gas pueden quedar atrapados en la parte del pliegue donde ocurre 
la fractura. Existe un nivel más abajo del cual no ha ocurrido compresión, por lo que no 
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hay fractura y por lo tanto no hay petróleo ni gas. Este nivel se denomina nivel de despren- 
dimiento. Es de interés estimar la profundidad del nivel de desprendimiento, ya que una 
compañía petrolera puede concluir razonablemente si sería o no económico hacer una 
perforación más profunda para encontrar petróleo. 


D» 4 
А compresión a lo 
0) h largo del nivel de 
REGE dE 


Y -—— desprendimiento 


Si se supone que un pliegue tiene una sección transversal uniforme, la conservación 
del volumen de la roca implica que el área de la roca arriba del nivel de referencia (etique- 
tado con S en el diagrama) debe ser igual al área de la roca comprimida (representada por 
el área sombreada en el diagrama). Así S — Dh, donde h es la profundidad del nivel de 
desprendimiento y D se denomina desplazamiento. Observe que S tiene una relación lineal 
con Л. 

Usando imágenes sísmicas de las secciones transversales, los geólogos pueden apro- 
ximar el área de exceso (S) arriba del nivel de referencia en varios puntos del pliegue. Un 
método reciente, propuesto para estimar tanto la profundidad del desprendimiento como 
el desplazamiento, utiliza mínimos cuadrados. El proceso incluye la medición de las áreas 
de exceso (coordenadas y) y la medición de la profundidad de algün nivel de referencia fijo 
arbitrario (coordenadas x). La relación entre el área de exceso y la profundidad del nivel 
de referencia será lineal y, de hecho, será sólo una traslación de la recta que relaciona el 
área de exceso con la profundidad del desprendimiento. De esta forma, la pendiente de la 
recta será aproximadamente D, el desplazamiento. La profundidad del desprendimiento 
corresponderá a la coordenada x del punto sobre la recta para el cual el área de exceso es O 
(cero) ya que no hay compresión justo abajo de este nivel y, por lo tanto, ninguna roca fue 
empujada hacia arriba. 


a) Los siguientes datos se obtuvieron con las mediciones hechas en varios niveles de refe- 
rencia y distintas localizaciones en el campo Tip Top, un campo petrolero en produc- 
ción frente al cinturón central de Wyoming. 



































Distancia al nivel de Área de exceso 

referencia (km) (km?) 
3.18 2.19 

2.68 1.88 

2.50 1275 

2.08 1.56 

1.69 1.53 

1,37 1.39 

1.02 11.119 

.79 ‚96 

53 .69 











i. Encuentre la recta de ajuste de mínimos cuadrados y su gráfica. ¿Parece razonable 
la relación lineal; es decir, parece razonable que este pliegue pueda ser una deforma- 
ción anticlinal? 


ii. Encuentre la aproximación al desplazamiento y a la profundidad del desprendi- 
miento. Basado en este análisis, escriba un informe resumiendo el consejo que daría 
a la compañía petrolera. 
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b) Existen otros tipos de pliegues; uno muy común es el pliegue de falla inclinada. En este 
caso existen dos niveles de interés, los niveles de desprendimiento superior e inferior. 
Entre estos dos niveles, el exceso de rocas es empujado hacia arriba. Arriba del nivel 
superior, parte del exceso de rocas es empujado hacia arriba y parte es desplazado 
(horizontalmente). Esta estructura diferente tiene otras implicaciones para el potencial 
de petróleo atrapado. Un examen cuidadoso de los datos y un proceso de mínimos cua- 
drados diferente pueden indicar la presencia de este tipo de pliegue. 

Para dicho pliegue de falla inclinada, la relación entre la profundidad del despren- 
dimiento y el área de exceso consiste en dos rectas, en donde la recta de arriba tiene una 
pendiente menor. Esto se reflejaría en los datos del área de exceso contra la profundidad 
del nivel de referencia si se observa que los puntos se pueden clasificar en dos subcon- 
juntos naturales. Cada subconjunto tendría un ajuste de recta de mínimos cuadrados. 
Esto se denomina ajuste por partes. Estas rectas serían traslaciones de la relación entre 
el área de exceso y la profundidad del desprendimiento. 

El nivel de desprendimiento inferior sería el punto en el que la recta inferior interse- 
ca al eje Л. La coordenada Л del punto de intersección de las dos rectas sería la elevación 
del nivel de desprendimiento superior por encima del nivel de referencia. La diferencia 
entre las pendientes de las dos rectas representa el desplazamiento horizontal de la roca 
a lo largo del nivel de desprendimiento superior. 

Para los datos anteriores del campo Tip-Top, se quiere investigar si sería razonable 
interpretar el pliegue como un pliegue de falla inclinada. 


i. Primero, encuentre la recta de mínimos cuadrados para todo el conjunto de datos 
y encuentre |y — Auf", donde A es la matriz utilizada en el ajuste de mínimos cua- 
drados y и es la solución de mínimos cuadrados. Recuerde que |у — Auf mide la 
suma de los cuadrados de las distancias entre cada valor y de los datos y el valor y 
correspondiente a la recta de mínimos cuadrados. 


ii. Después, grafique los datos y determine cuál podría ser el agrupamiento natural en 
dos segmentos de recta. Determine qué valores de los datos pertenecen a cada gru- 
po. Ajuste una recta de mínimos cuadrados a cada grupo y determine |y — Ац? para 
cada uno. Sume estas longitudes para obtener el número que representa la suma 
de los cuadrados de las distancias de cada valor y de los datos al valor y del ajuste 
por partes. Compare esto con el número obtenido en el subinciso i). ¿Es mejor este 
ajuste por partes? 


iii. Continúe el experimento con diferentes agrupaciones de datos. ¿Hay alguno para el 


que el ajuste por partes sea mejor? 


iv. Para el mejor ajuste por partes, determine la información que se proporciona sobre 
los niveles de desprendimiento y el desplazamiento horizontal [vea el párrafo ante- 
rior en el subinciso 0)]. 
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c) Escriba un informe para la compañía petrolera resumiendo su conclusión y sus reco- 
mendaciones. 


Nota. El método descrito viene de un artículo titulado “Excess Area and Depth to Detach- 
ment” de Jean-Luc Epard y Richard Groshong, Jr. publicado en el American Association of 
Petrolueum Geologists Bulletin, agosto de 1993 (el artículo estudia también la manera en que 
un ajuste cuadrático, para los datos del área de exceso contra la profundidad del nivel de refe- 
rencia, indicaría una compresión). 


ГЕП ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO Y PROYECCIONES 


DEFINICIÓN а 


Esta sección utiliza los conocimientos sobre las propiedades elementales de los números com- 
plejos (resumidas en el apéndice 2) y requiere alguna familiaridad con el material del primer 
año de cálculo. 

En la sección 1.6 se vio cómo se podían multiplicar dos vectores en R” para obtener un 
escalar. Este producto escalar se denomina también producto interno. Otros espacios vectoriales 
tienen productos internos definidos. Antes de ofrecer una definición general, se observa que en 
F el producto interno de dos vectores es un escalar real. En otros espacios (vea el ejemplo 2 
siguiente) el resultado del producto interno es un escalar complejo. Por lo tanto, para incluir 
todos los casos, en la siguiente definición se supone que el producto interno es un número 
complejo. 


Espacio con producto interno 


Un espacio vectorial complejo ве denomina espacio con producto interno si para cada 
par ordenado de vectores и y ven V, existe un número complejo único (и, v), denomina- 
do producto interno de u y v, tal que si u, v y w están en V y a є €, entonces 


i. (У,у) 20 

ii. (у, У) = 0 si у solo si v = 0 
iii. (u, v + w) = (и, v) + (u, w) 
iv. (и +v, w) = (u, w) + (v, w) 

v. (u, v) = (v, и) 
vi. (ом, v) = 0(u, v) 


vii. (и, оу) = ou, у) 


La barra en las condiciones v) y vii) denota el conjugado complejo. 


Nota. Si (u, v) es real, entonces (и, v) = (u, v) y se puede eliminar la barra en v). 


| EJEMPLO 1 | Un producto interno en K^ 


Pes un espacio con producto interno con (u, у) = u · v. Las condiciones iii)-vii) están conteni- 
das en el teorema 1.6.1 de la página 59. Las condiciones 1) y ii) están incluidas en el resultado 
4.9.9, página 388. 


| EJEMPLO 2 | Un producto interno en €^ 


Se definió un espacio vectorial en €" en el ejemplo 4.2.12 de la página 285. Sean x = (x, х,,..., 
X)yy = (у. Y»... y,) en ©" (recuerde que esto significa que los elementos x, y y, son números 
complejos). Entonces se define 
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(х,у) = ху + х,у, ++, 7, а) 


Para demostrar que la ecuación (1) define un producto interno, se necesitan algunos hechos 
sobre los números complejos. Si el lector no está familiarizado, consulte el apéndice 2. Para 1), 





2 
X 
n 





= = = 2 2 
(x, х)= хх + XX) ++ Хх Х, = |x| +|x,] Tet 


Así, i) y ii) satisfacen ya que |x] es un número real. Las condiciones iii) y iv) se deducen del hecho 
de que 2,(2, + z,) = 212, + 212, para cualesquiera números complejos z,, z, y z,. La condición v) 
se deduce del hecho de que 7,2, = 2,7, y Z, = 2, de manera que x, y, = x,y, La condición vi) es 
obvia. Para vii) (u, ау) = (av, и) = (av, и) = a(v, и) = atu, v). Aquí se usaron vi) y v). 


| EJEMPLO3 | Producto interno de dos vectores еп ЄЗ 


En Є? sean x = (1 + ij, —3, 4 —3i) y y = 2 —i, —i, 2 + i). Entonces 

















(x, у) = (1+1) (2 i) (23) (i) + (4 3i) (2 +1) 
=(1+)(2+)+(—3)()+(4—3)(2—) 
= (1+ 31) - 31+ (5 – 101) = 6 – 10: 


| EJEMPLO 4 | Un producto interno en С[а, b] 


Suponga que a < b; sea V = Cla, b] el espacio de las funciones de valores reales continuas en 
el intervalo [a, b] y defina 


b 
Gg) | 1020 d 0) 
Se verá que esto también es un producto interno.' 
(f, f)= y (t) dt > 0.Es un teorema básico del cálculo que si f e Cla, b], f 20 sobre 
[a, b] y | f (t) dt = 0, entonces f = 0 sobre [a, b]. Esto prueba i) y ii), iii)-vii) se deducen de los 


hechos básicos sobre integrales definidas. 


Nota. En C[a, b] se supone que los escalares son números reales y que las funciones son de va- 
lores reales, de manera que no nos preocupamos por los complejos conjugados; sin embargo, si 
las funciones son de valores complejos, entonces de todas maneras se puede definir un producto 
interno. Vea más detalles en el problema 27. 


| EJEMPLO5 | El producto interno de dos funciones en С[0, 1] 


Sea f(t) = 2 e C[0, 1] y g(1) = (4 —1) e C[O, 1]. Entonces 


A с до азу LEM E] 
(а) | P (4-0) dr=|, (41 ^a-(3 a Т 


п 
* Ésta no es la única manera de definir un producto interno sobre Cla, b], pero es la más común. 
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DEFINICIÓN E Sea V un espacio con producto interno y suponga que u y v están en V. Entonces 
i. uy v son ortogonales si (u, v) — 0. 


ii. La norma de u, denotada por ||u||, está dada por 
llull = y (u, u) (3) 


Nota 1. Aquí se usa la doble barra en lugar de una sola para evitar confusión con el valor 
absoluto. Por ejemplo, en el ejemplo 7 ||sen 4| denota la norma de sen / como un “vector” en 
СО, 2 n] mientras que [sen 7| denota el valor absoluto de la función sen t. 


Nota 2. La ecuación (3) tiene sentido ya que (u, u) = 0. 


| EJEMPLO 6 | Dos vectores ortogonales en €? 


En €? los vectores (3, —i) y (2, 6i) son ortogonales porque 


(G, — i), 2,61) 23-24 (2D) (61)=6+ i) (-6)) 26-620 





además |03, - D| = 43:3 +i) (1) = J10. 


| ЕЈЕМРІО 7 | Dos funciones ortogonales en С[0, 27] 


En С[0, 211] las funciones sen t y cos t son ortogonales ya que 


2л І paz cos 21 |27 
(sen 1, cos 1)= | sen t cos t dt — — | sen 2t dt 2 — =0 
0 2 Jo 4 lo 





Además, 


[sen t | = (sen t, sen t)? 


P 1/2 
- | sen? a] 


1/2 
1 2л 
= В | (l — cos 2t) «| 


|1 , 5°02! dl 
NE: 2. JJ 
m 


Si se observan las demostraciones de los teoremas 4.9.1 y 4.9.2 de la página 389, se ve que no 
se utilizó el hecho de que V = 0". Los mismos teoremas se cumplen en cualquier espacio con 
producto interno V. A continuación se enumeran, por conveniencia, después de dar una defi- 
nición. 








DEFINICIÓN Ej Conjunto ortonormal 
El conjunto de vectores {v}, V, . . . , У, } es un conjunto ortonormal en V si 


(у, ү) =0 paraizj (4) 
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MISS (5) 


Si sólo (4) se cumple, se dice que el conjunto es ortogonal. 


TEOREMA Cualquier conjunto finito de vectores ortogonales diferentes de cero en un espacio con 
producto interno es linealmente independiente. 


TEOREMA [El Cualquier conjunto finito linealmente independiente en un espacio con producto interno 
se puede convertir en un conjunto ortonormal mediante el proceso de Gram-Schmidt. 
En particular, cualquier espacio con producto interno tiene una base ortonormal. 


| ЕЈЕМРІО 8 8 Una base ortonormal P,[O, 1] 


Construya una base ortonormal para P,[0,1]. 
Bi Solución Se comienza con la base estándar (1, х, x?}. Como P,[0, 1] es un subespacio de C[0, 1], se puede 


usar el producto interno del ejemplo 4. Como |, I! ах = 1, se hace u, = 1. Después vj = v, — 


1 1 Р 1 1 
(v,, и )и. En este caso (v,, и) = |, (x-1) dx= Pi Asi, v, —x— 2! l=x- ri Luego se calcula 


"| Ja] 3) 555 


Entonces и, i-i j- з Ох —1). Así 


у; = у, — (v, uu, — (v,, uj)u, 


x-2 














Se tiene (v,, и) = үн x!dx- i y 


(oue e (2х-1)4х= 43 | О? a e 
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Entonces u, = ed5 (e —x- j- 45 5(6x? — 6x + 1). Por último, una base ortonormal es 


{1, зох — 1), 4 5(62 — 6x + D}. 
| EJEMPLO 9 | Un conjunto ortonormal infinito С[0, 21] 


En С[0, 2л] el conjunto infinito 


1 1 1 
sen x, COS X, sen 2x, cos 2x,.. sen nx, —— cos nx, ... 
mg Ул Т d Ут uU Jn | 


es un conjunto ortonormal. Esto es cierto ya que si m + n, entonces 


2л 2л 
|, sen mx cos nx dx = [: 


2л 
sen mx sen nx dx = |А cos mx cos nx dx = 0 
Para probar una de estas igualdades se observa que 


LL sen mx cos nx dx — К |, [зеп (т + п)х + зеп (т— п)х | ах 





1 = (m + п)х , 005 (m — 2 P 
2 


=0 


m+n m-—n 0 





ya que cos x es periódica con periodo 27. Se vio que ||sen x|| = Jr. Así, л/а) sen х|| = 1. 
Las otras igualdades se deducen de forma similar. Este ejemplo proporciona una situación en la 
que tenemos un conjunto ortonormal infinito. De hecho, aunque esto está más allá del alcance 
de este libro elemental, es cierto que algunas funciones en C[0, 21] se pueden expresar como 
combinaciones lineales de las funciones en S. Suponga que f e C[0, 21]. Después, si se escribe 
f como una combinación lineal infinita de los vectores en 5, se obtiene lo que se denomina la 
representación por series de Fourier de f. 


DEFINICIÓN EA Proyección ortogonal 


Sea H un subespacio del espacio con producto interno V con una base ortonormal 
tu, u, ..., uj. Siv e V, entonces la proyección ortogonal de v sobre Н denotada por 
proy, v está dada por 


proy,v = (v, uu, + (v, u)u, + +++ + (v, u)u, (6) 





Las demostraciones de los siguientes teoremas son idénticas a sus contrapartes en R” de- 
mostrados en la sección 4.9. 


TEOREMA EJ Sea H un subespacio de espacio de dimensión finita con producto interno V. Suponga que 
H tiene dos bases ortonormales (u,, u, ..., uj y (W,, W,..., W,). Sea v e V. Entonces 


(v, ои, + (v, u)u, +++ + (у, u)u, = (v, w)w, + (у, w)w, +: + (у, w)w, 
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DEFINICIÓN E Complemento ortogonal 
Sea H un subespacio del espacio con producto interno V. Entonces el complemento 


ortogonal de A, denotado por H+, está dado por 


Н = {xe V:(x,h) = 0 para toda h e Н} (7) 


TEOREMA E Si H es un subespacio del espacio con producto interno V, entonces 
i. H+ es un subespacio de V. 
ii. An H+ = {0}. 


iii. dim H+ = n — dim Asi dim V = n < oo. 


TEOREMA E Teorema de proyección 


Sea H un subespacio de dimensión finita del espacio con producto interno V y suponga 
que v є V. Entonces existe un par único de vectores h y p tales que h e H, p e H^, у 


donde h — proy, v. 


Si V tiene dimensión finita, entonces p — proy,, v. 


Observación. Si se estudia la prueba del teorema 4.9.7, se verá que (8) se cumple incluso si V 
tiene dimensión finita. La única diferencia es que si la dimensión de V es infinita, entonces H+ 
tiene dimensión infinita (porque Н es de dimensión finita), entonces, proy,,. v no está definida. 


TEOREMA ES Sea A una matriz de n X n; entonces A tiene n vectores propios linealmente independien- 
tes 51 y sólo si la multiplicidad geométrica de cada valor propio es igual a su multiplici- 
dad algebraica. En particular, А tiene n vectores propios linealmente independientes si 
todos los valores propios son distintos (ya que entonces la multiplicidad algebraica de 
cada valor propio es 1). 


| EJEMPLO ' о | Cálculo de una proyección sobre Р,[0, 1] 


Como P;[0, 1] es un subespacio de dimensión finita de C[0, 1], se puede hablar de DIOY, р fsi 
fe CIO, 1]. Si f(x) = e, por ejemplo, se calcula proy, v, jeg Como Ins Mo. Pe {1, NE 


(2x —1), entonces \[ 5(6x —6x + 1)j es una base ortonormal en P,[0, 1], por el ejemplo 8, y se 
tiene 


рту, уе" = (6,1) Le (е^, V3 Qx - D) УЗ Qx- 1) 
+ (€, 5 (6x? — 6x +1) V5 (6x? — 6x +1) 
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Pero pueden ahorrarse los cálculos. Usando el hecho de que [ е“ ах=е-1, [ хе" dx ly 
[ x'e* dx = е — 2, se obtiene (e*, 1) = е — 1, (e^, NE (2x – 1)) = 43 (3— е), у (e^, \/5 (6x? — бх 
+1) = \/5 (7e — 19). Por último 

роу, e = (е —1)+/3 (3- е) V3 (2х—1) 


+ V5 (Te — 19) (4/5) (6x? — 6x +1) 
= (е —1)+(9— Зе) (2х—1) 

+ 5(7e — 19) (6x? — 6x +1) 
=1.01+0.85x + 0.845? 


Se concluye esta sección con una aplicación del teorema de aproximación de la norma. 


APROXIMACIÓN POR MÍNIMOS CUADRADOS A UNA FUNCIÓN CONTINUA 


Sea f e Cla, b]. Se quiere aproximar f por un polinomio de grado n. ¿Cuál es el polinomio que 
hace esto con el menor error? 
Con el fin de responder a esta pregunta, debe definirse el error. Existen muchas maneras 


diferentes de definir el error. A continuación se dan tres: 


Error máximo = máx FG) -g(x ) para x є[а, b] (10) 
Error de área = | |/(х)— g (x) dx (11) 
2 
Error cuadrático medio — Pr Q)- g (x)| dx (12) 


| EJEMPLO 11 | Cálculo de errores 


Sean f (x) = x? y g(x) = x? sobre [0, 1]. En x? = x, de manera que |x? — 23| = x? — x°. Entonces 
i. Error máximo = máx(x? — х?). Para calcular esto, se calcula d/dx(x? — x°) = 2x —3x? 
= x(2 —3x) = 0 cuando x = 0 y x = 2/3. El error máximo ocurre cuando x = 2/3 y está 


2 3 
dado por _ : En NM. = 0.148. 
3 3 9 27 27 


.. r 1 4 
ii. Error de área = |, (х2 — x!) dx = (3/3 — х*/4) 
ilustra esto. 





к! 


= 5 = 0.083. La figura 4.12 


0 





1 1 
iii. Error cuadrático medio = |, (х - х) dx= | (x* — 2x8 + хб) dx = (х/5 — х°/3 + 


Е. + : - : = 0.00952. 


3 7 105 





1 
x'/T)! - 


0 





Las medidas de error son ütiles. El error cuadrático medio se utiliza en estadística y en 
otras aplicaciones. Se puede usar el teorema de aproximación de la norma para encontrar el 
polinomio único de grado n que se aproxima a una función continua dada con el error cuadrá- 
tico medio más pequeño. 

Del ejemplo 4, C[a, b] es un espacio con producto interno con 
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1,1) 


Error de área 


Figura 4.12 


Ilustración del error de 
área. 


(лв) f( во) dt (13) 


Para todo entero positivo, n, P [a, b], el espacio de polinomios de grado n definidos sobre [a, b], 
es un subespacio de dimensión finita de C[a, b]. Se puede calcular, para f e Cla, b] y p, e Р, 


Ira ==», 7-р) = | [О 7n, OCO- p, (0)] й 








b 
- i | f (0- p, | dt = error cuadrático medio 
Así, por el teorema 6 


El polinomio de grado n que se aproxima a una función continua con el error cuadrá- 
tico medio más pequeño está dado por 


р, = Proy, f (14) 





| EJEMPLO 12 | La mejor aproximación cuadrática media a e* 


Del ejemplo 10, el polinomio de segundo grado que mejor se aproxima a e* sobre [0, 1], en el 
sentido del error cuadrático medio está dado por 


px) = 1.01 + 0.85x + 0.84»? 


Problemas 4.11 
AUTOEVALUACIÓN 
Complete las siguientes afirmaciones con el inciso correcto 


І. En C[0, 1], (x, х3) = 


1 1 | l - 

а) — D LEER E с 

) : ) : ) ^ d) E ) 6 
Il. En C[0, 1], |] = 

1 1 | | Р 

а) – Du д 5 6 
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8. 


10. 


11. 
12. 


13. 


14. 


Il SERI AMADA осе ксы От) = 

а) -7+2i b) 7+8i с) 4—3i d) 4+3i e) -2+5i 
IV. En €, |((1 +: 2 —3i)|| = 

а) —5—10ї b) 15 o) 415 d) 7 e) Ут 
Indique si los enunciados siguientes son falsos o verdaderos 


V. Si H es un subespacio de dimensión finita del espacio con producto interno V y si 
v e V, entonces existen vectores h e Нур e Н tales que v = h + p. 


VI. En el problema V, h = proy, v y p = proy,, v. 


. Sea D, el conjunto de las matrices diagonales de n X п con componentes reales bajo las 


operaciones usuales de matrices. Si А y B están en D,, defina 


(А, В) = а}, + abt i t a,b 


11711 an nn 


Pruebe que D, es un espacio con producto interno. 


- Si A є D, demuestre que ||4|| = 1 si y sólo si aja) cea =1. 
. Encuentre una base ortonormal para D. 


2 0 350 
. Encuentre una base ortonormal para D, comenzando соп 4 = E | y В = | | 


1 0 4 


. En €? encuentre una base ortonormal comenzando con la base (1, i), (2 —1, 3 + 2i). 
6. 
7. 


Encuentre una base ortonormal para P,[0, 1]. 


Encuentre una base ortonormal para P,[—1, 1]. Los polinomios que se obtienen se deno- 
minan polinomios normalizados de Legendre. 


Encuentre una base ortonormal para P,[a, b], a < b. 


. А =(a,) es una matriz real de n X n, la traza de 4, que se escribe tr 4, es la suma de las 


componentes de la diagonal de A: tr A = а + a,, +++: + а„ En M defina (А, В) = tr 
(4B'). Demuestre que con este producto interno М, еѕ un espacio con producto interno. 


Si A e M, , demuestre que ||4| = tr(44”) es la suma de los cuadrados de los elementos de 
A [nota: aquí ||А|| (4, А)”, utilice la notación del problema 9]. 


Encuentre una base ortonormal para M,,. 


Se puede pensar en el plano complejo como en un espacio vectorial sobre los reales con 
vectores básicos 1, i. Si z = a + ib y w = с + id, defina (z, w) = ac + bd. Demuestre que 
éste es un producto interno y que ||z|| es la longitud usual de un número complejo. 


Sean a, b y c tres números reales distintos. Sean p y q en P, y defina (р, q) = p(a)q(a) + 
p(b)q(b) + р(с)4(с). 

a) Demuestre que (р, q) es un producto interno en Р,. 

b) ¿Es (р, q) = р(а) (а) + p(b)g(b) un producto interno? 

En EJ, si x= Н ууш b ) sea (х, у), = х,у, + 3x, y, Demuestre que (x, y) es un pro- 


2 2 
ducto interno en Ё. 





15. 
16. 
*17. 
*18. 
[CáLcuLo 19. 
* CÁLCULO 20. 
* CÁLCULO 21. 
*22. 
*23. 
24. 
25. 
*26. 
*[Cárcuio] 27. 
28. 
29. 
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E 


En È sea (x, y) = хуу, — х,у,. ¿Es éste un producto interno? Si no lo es ¿por qué? 


Con el producto interno del problema 14, calcule 














* 


Sea V un espacio con producto interno. Demuestre que |(u, v)| < ||u|| [lv]. Esto se denomina 
desigualdad de Cauchy-Schwarz [sugerencia: vea el teorema 9 de la sección 4.9]. 


Utilizando el resultado del problema 17, demuestre que ||u + v|| = ||u|| + ||v]]. Ésta se deno- 
mina desigualdad del triángulo. 


En P,[0, 1] sea Н el subespacio generado por (1, x°}. Encuentre H+. 


En C[- 1, 1] sea H el subespacio generado por las funciones pares. Demuestre que H+ con- 
siste en las funciones impares [sugerencia: f es impar si f (~x) = —f (x) y es par si f(—x) = 


ЛОО]. 


Н = P,[0, 1] es un subespacio de Р.[0, 1]. Escriba el polinomio 1 + 2x + 3x? —x* como A(x) 
+ p(x), donde A(x) e H y p(x) e H+. 


Encuentre un polinomio de segundo grado que mejor se aproxime a sen J” en el intervalo 
[0, 1] en el sentido del error cuadrático medio. 


Resuelva el problema 22 para la función cos 25 


Sea A una matriz de m X n con elementos complejos. Entonces la transpuesta conjugada de 
A, denotada por A*, está definida por (4 yn z^ Calcule A* si 


1-2i 3-4i 
A = 
2i —6 
Sea A una matriz invertible de п X п con elementos complejos. А se denomina unitaria si 
А = A*. Demuestre que la siguiente matriz es unitaria: 


1 
а= 2 3 


Demuestre que una matriz de n X n con elementos complejos es unitaria si y sólo si las 
columnas de A constituyen una base ortonormal para €". 


Se dice que una función f es de valores complejos sobre el intervalo (real) [a, b] si f(x) se 
puede expresar como 

о) =) + f. x e [a,b] 
donde f, y f, son funciones de valores reales. La función de valores complejos fes continua 
si f, y f, son continuas. Sea CV[a, b] el conjunto de funciones de valores complejos que son 
continuas en [a, b]. Para f y g en СИ[а, b], defina 


(f.2)- f(x) so dr (15) 


Demuestre que (15) define un producto interno en CVTa, b]. 
Demuestre que f(x) = sen x + ¡cos x y g(x) = sen x — i cos x son ortogonales en CV[0, n]. 


Calcule ||sen x + i cos x|| en CVT0, n]. 
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MANEJO DE LA CALCULADORA 





Muchos de los cálculos de esta sección se pueden realizar en casi todas las calculadoras 
que grafican. En particular, estas calculadoras pueden realizar aritmética compleja y 
aproximar integrales definidas. 

Para calcular una integral definida es necesario tener en la pila la siguiente infor- 
mación; límite inferior (renglón 4), límite superior (renglón 3), integrando (renglón 2) 
y variable de integración (renglón 1). Una vez que se tienen todos los datos en la pila se 
aprieta la función de integrar que es (—)__1 (está asociada con la tecla de TAN). 
Por ejemplo, si queremos resolver 


1 
| (x = 2x +х°)ах 
La secuencia de teclas a oprimir es la siguiente 


Co )(Емтк) (para el límite inferior) 


hab dM hi '=' 


Lacan! 





Ст (ENTER) (para el límite superior) 


tat leti ж: Y 


r= 


I) da ATN] 
жа sr ка emos aser 


Н 
теи 








(uo Оп ШШ ШОС ШЕШ E A ст ащ 
CY'9C 5 Cra — х) у") 6 JENTER) (para el integrando) 


Rap TT. m" к: or, 
Cabal tret 

6: 

5: 

4: 
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Ј 
C. (para evaluar la integral definida) 


ме КЁ R: oat 





El resultado de la integración. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


l. d) IL d) Ш. a) IV. c) V. V 
VI. F (verdadero sólo si dim V es finita) 


1 МАТІАВ 4.11 


En MATLAB, si la matriz А tiene elementos complejos, А’ produce la transpuesta conjugada 
compleja. Así, si u y v son vectores en €", se pueden representar por matrices de л X 1 con ele- 
mentos complejos у (u, v) se calcula con v'«u y Ju] se calcula con norm(u) o sqrt(u'«u). 
En MATLAB se construye la variable i para representar el nümero imaginario J-1 | 
MATLAB reconoce i como tal siempre que no se haya usado para otro propósito. 
Para n dada, si se quiere generar un vector aleatorio en Є", dé 
v = 2xrand(n,1)-1 + i«(2*rand(n,1)-1) 


1. Genere cuatro vectores aleatorios en €*. Encuentre la base ortonormal para el espacio 
generado por estos vectores utilizando el proceso de Gram-Schmidt. Verifique que el con- 
junto de vectores ortonormales obtenido con este proceso es ortonormal y que cada vector 
en el conjunto original es una combinación lineal del conjunto de vectores obtenido. 


2. a) Sea (ц, u,, u,, u,j el conjunto de vectores obtenido en el problema 1 anterior. Sea A la 
matriz [и u, u, u,]. Sea w un vector aleatorio en €*. Verifique que 
ү —(w,u)u, t::: + (w, uu, 
Repita para otro vector w. 
b) (Lápiz y papel) (Qué propiedad de una base ortonormal para €" es expresada en el 


inciso a)? Describa cómo encontrar las coordenadas de un vector en €" respecto a una 
base ortonormal. 


3. Genere cuatro vectores aleatorios еп €5, у, v,, v, y Y, Sea H = gen (v, У„ v, vj. Sea А = 

[v, v, v, v] y B = orth(A). Sea u, la i-ésima columna de B. 

a) Sea w un vector aleatorio en €”. Encuentre la proyección de w sobre H, p = ргоу, №. 
(ж.ш) 
(w,u,) 
(у, и,) 


(w,u,) 


Calcule z = . Verifique que z = B'xw ур = В*В'хуу. Repita para otro vector w. 
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b) Sea x un vector aleatorio en €* y forme h = Ax. Entonces h está en Н. Compare |w — p| 
y |w - h|. Repita para otros tres vectores x. Escriba una interpretación de sus observa- 
ciones. 


с) Sea z = 2v,— 3v, + v, Entonces Н = gen (v,, v,, V, Z} (aquí Н es el subespacio descrito 
en los incisos anteriores de este problema). ¿Por qué? Sea C = [v, v, v,z] y D = orth(C). 
Entonces las columnas de D serán otra base ortonormal para Н. 

Sea w un vector aleatorio en €$. Calcule la proyección de w sobre H usando Ву 
la proyección de w sobre H usando D. Compare los resultados. Repita para otros dos 
vectores w. Escriba una interpretación de sus observaciones. 


a) (Lápiz y papel) Explique por qué el espacio nulo de A” es ortogonal a la imagen de A; 
es decir, si Н = Im(4), entonces el espacio nulo de A’ = H+. 


b) Sea A una matriz aleatoria con elementos complejos de 7 X 4. (Sea А = 2«rand(7,4) -1 
+ i*(2*rand(7,4)-1).) Sea B — orth(A) y sea C = null(A”) (entonces las columnas de B 
forman una base ortonormal para H — Im(4) y las columnas de C forman una base 
ortonormal para H+). Verifique que las columnas de C son ortonormales. 


с) Sea w un vector aleatorio en €". Encuentre h, la proyección de w sobre Н, y p, la proyec- 
ción de w sobre Н+. Verifique que w — p + h. Repita para otros tres vectores w. 


Si O es una matriz de n X n con elementos complejos, entonces O es una matriz unitaria si 
Q'*Q = eye(n). Se puede generar una matriz unitaria aleatoria O generando una matriz 
aleatoria compleja A y después haciendo Q — orth(A). 


a) Genere dos matrices aleatorias unitarias de 4 X 4 como se acaba de describir. Verifique 
que satisfacen la propiedad de ser unitarias y que las columnas forman una base orto- 
normal para €*. 


b) Verifique que la inversa de cada matriz es unitaria. 
c) Verifique que el producto de las matrices es unitario. 


d) Genere un vector aleatorio v en €*. Verifique que cada matriz unitaria conserva la lon- 
gitud, es decir, |Оу| = |v]. 


e) Repita los incisos a) a d) para dos matrices aleatorias unitarias de 6 X 6. 


ERP] Funbamentos DE LA TEORÍA DE ESPACIOS VECTORIALES: 
EXISTENCIA DE UNA BASE (OPCIONAL) 


DEFINICIÓN E 


En esta sección se demuestra uno de los resultados más importantes del álgebra lineal: todo 
espacio vectorial tiene una base. La demostración es más difícil que cualquier otra que hayamos 
hecho en este libro; incluye conceptos que son parte de los fundamentos de las matemáticas. Se 
requiere de un esfuerzo para comprender los detalles. Sin embargo, después de hacerlo, podrá 
tener una apreciación más profunda de lo que constituye una idea matemática esencial. 


Comenzaremos por dar algunas definiciones. 


Orden parcial 


Sea S un conjunto. Un orden parcial de S es una relación, denotada por =, que está de- 
finida para algunos pares ordenados de elementos de S y satisface tres condiciones: 


i. xx x para todo x e 5 ley reflexiva 
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li. Six< yyy € x, entonces x= y ley antisimétrica 
lii. Six - ууу = z, entonces x € 2 ley transitiva 


Puede ocurrir que existan elementos x y y en S tales que no se cumplan х= y ni y = x. 
Sin embargo, si para cada x, y e S, x = у о y = x, se dice que el orden es un orden total. 
Si x = y o y = x, entonces se dice que x y y son comparables. 


Notación. x < y significa que x = yy x £ y. 


| EJEMPLO1 | Un orden parcial en R 


Los números reales están parcialmente ordenados por =, donde = quiere decir “menor o igual 
que”. El orden en este caso es un orden total. 


| EJEMPLO 2 | Un orden parcial en un conjunto de subconjuntos 


Sea S un conjunto y suponga que P(S), denominado el conjunto potencia de S, denota el con- 
junto de todos los subconjuntos de SS. 

Se dice que 4 x B si AC B. La relación de inclusión es un orden parcial sobre P(S). Es 
sencillo probar esto. Se tiene 


1. ACA para todo conjunto А. 
ii Ас Ву Вс А siy sólo si А = В. 


iii. Suponga que А € B y Вс C. Si x є A, entonces x є B, de manera que x e C. Esto 
significa que АС C. 


A excepción de circunstancias especiales (por ejemplo, si S contiene sólo un elemento), el orden 
no será un orden total. Esto se ilustra en la figura 4.13. 


B 
А В А В 
Figura 4.13 
Tres posibilidades para la 
inclusión de conjuntos. 
Ni4 CB Ni4CBniBC A; 
niBCA A y B son conjuntos ajenos 
ACB 
a) b) c) 
DEFINICIÓN El Cadena, cota superior y elemento maximal 


Sea S un conjunto parcialmente ordenado por =. 


i. Un subconjunto T de S se llama cadena si es totalmente ordenado; es decir, si x y y 
son elementos distintos de T, entonces x € y o y = x. 


ii. Sea Cun subconjunto de S. Un elemento u e Ses una cota superior para C sic = u 
para todo elemento c e C. 


446 CaríTULO 4 X Espacios vectoriales 


iii. El elemento m e S es un elemento maximal para S si no existe una s є S con m < s. 


Observación 1. En ii) la cota superior para C debe ser comparable con todo elemento en 
C pero no es necesario que esté en C (aunque debe estar en S). Por ejemplo, el número 
1 es una cota superior para el conjunto (0, 1) pero no se encuentra en (0, 1). Cualquier 
nümero mayor que 1 es una cota superior. Sin embargo no existe un nümero en (0, 1) 
que sea una cota superior para (0, 1). 


Observación 2. Si m es elemento maximal рага S, no necesariamente ocurre que s = m 
para toda s e S. De hecho, m puede ser comparable con muy pocos elementos de S. La 
única condición para la maximalidad es que no exista un elemento de S “mayor que" m. 


| EJEMPLO 3 | Una cadena de subconjuntos de R? 


Sea 5 = R. Entonces P(S) consiste en subconjuntos del plano xy. Sea D, = ((x, y): x? + y? < 
1^j; es decir, D. es un disco abierto de radio r —el interior del círculo de radio r centrado en el 
origen—. Sea 

T= {D;r>0} 


Claramente, T es una cadena, ya que si D, y D, están en T, entonces 
1 2 
TM T— 
D, c D, sir, ry D, c D, 5817, = г 


Antes de seguir, es necesaria una notación nueva. Sea V un espacio vectorial. Se ha vis- 
to que una combinación lineal de vectores en V es una suma finita y ат = ат, + оү, 
+... + a v, Si se han estudiado series de potencia, se habrán visto sumas infinitas de la forma 

Е » . 
у „=0 4,* . Por ejemplo, 
оо п 2 3 


X X Xx 
e= —=l+x+ Le 
2! 3! 








n=0 п. 


Aquí se necesita un tipo diferente de suma. Sea C un conjunto de vectores en V? Para cada 
v e С, sia, denota un escalar (el conjunto de escalares está dado en la definición de V). Enton- 
ces cuando escribimos 


x= оу (1) 


veC 


se entenderá que sólo un número finito de escalares о, son diferentes de cero y que todos los tér- 
minos con a, = 0 se dejan fuera de la sumatoria. La suma (1) se puede describir como sigue: 


Para cada v e C, se asigna un escalar a, y se forma el producto a, v. Entonces x es la 


suma del subconjunto finito de los vectores a, y para el que a, 40. 





DEFINICIÓN Ej Combinación lineal, conjunto generador, independencia lineal y base 


i. Sea C un subconjunto de un espacio vectorial V. Entonces cualquier vector que se 
puede expresar en la forma (1) se denomina combinación lineal de vectores en C. El 
conjunto de combinaciones lineales de vectores en C se denota por L(C). 


н 
t Спо es necesariamente un subespacio de V. 


L 


TEOREMA 


DEMOSTRACIÓN 
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ii. Se dice que el conjunto C genera el espacio vectorial V si V € L(C). 


iii. Se dice que un subconjunto C de un espacio vectorial V es linealmente independiente 
si 
y a v=0 


se cumple sólo cuando а, = 0 para todo v e C. 


iv. El subconjunto В de un espacio vectorial V es una base para V si genera a V y es 
linealmente independiente. 


Observación. Si C contiene sólo un número finito de vectores, estas definiciones son 
precisamente las que se vieron antes en este capítulo. 


Sea B un subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial V Entonces В 
es una base si y sólo si es maximal; es decir, si B & D, entonces D es linealmente depen- 
diente. 


Suponga que Bes una base y que BS D. Seleccione x tal que x e D pero x € B. Como 
B es una base, x puede escribirse como una combinación lineal de vectores en B: 


Mem 


veB 


Si a, = 0 para toda v, entonces x = 0 y D es dependiente. De otra manera о 4 0 para 
alguna v, y así la suma 
x= Y a, y =0 


demuestra que D es dependiente; por lo tanto B es maximal. 

De forma inversa, suponga que В es maximal. Sea x un vector en V que no está 
en B. Sea D = B U {x}. Entonces D es dependiente (ya que B es maximal) y existe una 
ecuación 

b3 ау + Вх = 0 

veB 
en la que no todos los coeficientes son cero. Pero В z 0 porque de otra manera se obten- 
dría una contradicción de la independencia lineal de B. Así, se puede escribir 


x=-p" Y a, vt 


veB 


Entonces, B es un conjunto generador y, por lo tanto, es una base para V. 


¿Hacia dónde lleva todo esto? Quizá pueda verse la dirección general. Se ha definido el or- 
den en los conjuntos y los elementos maximales. Se ha demostrado que un conjunto linealmen- 
te independiente es una base si es maximal. Falta únicamente un resultado que puede ayudar a 
probar la existencia de un elemento maximal. Ese resultado es una de las suposiciones básicas 


de las matemáticas. 


t Si los escalares son números reales o complejos, entonces D^! = 1/p. 
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Muchos de los lectores estudiaron la geometría euclidiana en la secundaria. Tal vez ahí 
tuvieron su primer contacto con una demostración matemática. Para probar cosas, Euclides 
hizo ciertas suposiciones que denominó axiomas. Por ejemplo, supuso que la distancia más 
corta entre dos puntos es una línea recta. Comenzando con estos axiomas, él y sus alumnos de 
geometría pudieron demostrar muchos teoremas. 

En todas las ramas de las matemáticas es necesario tener axiomas. Si no se hace una supo- 
sición, no es posible probar nada. Para completar nuestra demostración se necesita el siguiente 
axioma: 


Lema de Zorn' 


S1 S es un conjunto parcialmente ordenado, no vacío, tal que toda cadena no vacía tiene 
una cota superior, entonces S tiene un elemento maximal. 


Observación. El axioma de elección dice, a grandes rasgos, que dado un número (finito o infi- 
nito) de conjuntos no vacíos, existe una función que elige un elemento de cada conjunto. Este 
axioma es equivalente al lema de Zorn; es decir, si se supone el axioma de elección, se puede 
probar el lema de Zorn y viceversa. Una demostración de esta equivalencia y otros interesantes 
resultados se puede encontrar en el excelente libro Naive Set Theory de Paul R. Halmos (Nueva 
York: Van Nostrand, 1960), en especial en la página 63. 

Finalmente se puede establecer y probar el resultado central. 


Todo espacio vectorial V tiene una base. 


Se quiere demostrar que V tiene un subconjunto linealmente independiente maximal. 
Esto se hace en varios pasos. 


i. Sea S una colección de subconjuntos, todos linealmente independientes, parcial- 
mente ordenados por inclusión. 


ii. Una cadena en S es un subconjunto T de S tal que si A y B están en T, AC B o bien, 
BEA. 


iii. Sea T una cadena. Se define 


М(Т)=оА 
AeT 
Es evidente que M(T) es un subconjunto de V y А € M(T) para todo A e T. Se 
quiere demostrar que M(T) es una cota superior рага Т. Como A € M(T) para todo 
A є T, sólo es necesario demostrar que М(Т) e S; es decir, debe demostrarse que 
M(T) es linealmente independiente. 


iv. Suponga que X o. v = 0, donde sólo un número finito de las o, son diferentes de 


veM(T) 
cero. Se denotan estos escalares рого, œ, ..., о y alos vectores correspondientes 
por v, Y, ...,v, Рага садах, = 1,2, ..., n existe un conjunto 4, e T tal que v, 


e A, (porque cada v, está en M(T) y M(T) es la unión de los conjuntos en 7). Pero 


п 
* Max A. Zorn (1906-1993) pasó varios años en la University of Indiana donde fue Profesor Emérito hasta su muerte el 


9 de marzo de 1993. Publicó su famoso resultado en 1935 [“А Remark on Method in Transfinite Álgebra”, Bulletin of 
the American Mathematical Society 41 (1935):667-670]. 
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Tes totalmente ordenado, de manera que uno de los conjuntos A, contiene a todos 
los demás (vea el problema 3); denominados A, a este conjunto (se puede llegar a 
esta conclusión sólo porque (4,, 4,,..., A,j es finito). Así, 4, € A, para i = 1, 


2,..., hy V Vs ..., V, € A, Como A, es linealmente independiente y x «у, = 0, se 
dal. 


deduce que o, = а, = --- = a, = 0. Entonces M(T) es linealmente independiente. 








v. S es no vacío porque Y e S (© denota el conjunto vacío). Se ha demostrado que 
toda cadena T en S tiene una cota superior, M(T), que está en S. Por el lema de 
Zorn, S tiene un elemento maximal. Pero S consiste en todos los subconjuntos 
linealmente independientes de V. El elemento maximal В e S es, por lo tanto, un 
subconjunto linealmente independiente maximal de V. Entonces, por el teorema 1, 
B es una base para V. 





Demuestre que todo conjunto linealmente independiente en un espacio vectorial V se pue- 
de expandir a una base. 


Demuestre que todo conjunto generador en un espacio vectorial V tiene un subconjunto 
que es una base. 


Sean А, 4, ..., А „п conjuntos en una cadena T. Demuestre que uno de los conjuntos 
contiene a todos los demás [sugerencia: como T es una cadena, А, © A, o bien А, € A.. 
Entonces el resultado es cierto si n = 2. Complete la prueba por inducción matemática]. 


RESUMEN 


* Un espacio vectorial real V es un conjunto de objetos, denominados vectores, junto con dos 
operaciones denominadas suma (denotada por x + y) y multiplicación por un escalar (denotada 
por ох) que satisfacen los siguientes axiomas: (p. 281) 


i. 


ii. 


iii. 


iv. 


vi. 


vii. 


viii. 


ix. 


SixeVyyeV,entoncesx + ye V (cerradura bajo la suma). 
Para todo x,y y zen V, (x - y) -z ^x + (y +2) (ley asociativa de la suma de vectores). 


Existe un vector 0 e Vtal que para todo x e V,x+0=0+x=x (el 0 se llama vector 


cero o idéntico aditivo). 
Six є V, existe un vector —xen Vtal quex + (—x)=0 (=x se llama inverso aditivo de x). 
Six y y están en V, entonces x + y = y + x (ley conmutativa de la suma de vectores). 


Six є V y а es un escalar, entonces ax e V (cerradura bajo la multiplicación por un 
escalar). 


Si x y y están en Vy a es un escalar, entonces a(x + y) = ох + ay (primera ley dis- 
tributiva). 


Six є V y a y Bson escalares, entonces (о + В)х = ax + Вх (segunda ley distributiva). 


Six e V y a y В son escalares, entonces a(Bx) = (aßx) (ley asociativa de la multiplica- 
ción por escalares). 


Рага cada x e V, lx ^ x 
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El espacio E" = (x, х,,..., XJ: x, є R para i= 1, 2,..., п). 
El espacio P, = (polinomios de grado menor que o igual a nj. 
El espacio Cla, b] = (funciones reales continuas en el intervalo [a, b]). 
El espacio М, = (matrices de m X n con coeficientes reales]. 


El espacio €” = ((c,, с,,..., c): с, є € para i = 1, 2,..., nj. С denota el conjunto de números 
complejos. 


Un subespacio H de un espacio vectorial V es un subconjunto de Y que es en sí un espacio vectorial. 


Un subespacio no vacío Н de un espacio vectorial V es un subespacio de V si las dos siguientes 
reglas se cumplen: 


i. Six є Нуу e Н, entonces x + y є H. 
ii. Six e H, entonces ax e H para cada escalar a. 


Un subespacio propio de un espacio vectorial V es un subespacio de V diferente de {0} y de V. 


Una combinación lineal de los vectores у, v,, . . . , v, es un espacio vectorial V es la suma de la 
forma 
av, + «у, IS y a v, 
donde о, а,, . .. , Q, son escalares. 
Se dice que los vectores у, v, . . . , v, en un espacio vectorial V generan a V si todo vector en 
V se puede expresar como una combinación lineal de v,, v, . . . , v,. 
El espacio generado por un conjunto de vectores у, v,, . . . , v, en un espacio vectorial V es el 
conjunto de combinaciones lineales de v,, v, . . . , v,. 
gen (V, V, ..., vj es un subespacio de V. 


Dependencia e independencia lineal 


Se dice que los vectores у, v, . . . , v, en un espacio vectorial V son linealmente dependientes si 
existen escalares c, C,, .. ., c, no todos cero tales que 


cv, tot +ey, = 0 
Si los vectores no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente independientes. 


Dos vectores en un espacio vectorial Y son linealmente dependientes si y sólo si uno es múlti- 
plo escalar del otro. 


Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes en R" genera а R. 


Un conjunto de n vectores en E" es linealmente independiente si n > m. 


Base 

Un conjunto de vectores v,, ү,,... , v, es una base para un espacio vectorial V si 
i {Vp V» -- -~ V, es linealmente independiente. 

ii. (v,,v,..., Y, ) genera a V. 


Todo conjunto de п vectores linealmente independiente en E" es una base en R”. 


La base canónica en K" consiste en n vectores 


(p. 282) 
(p. 284) 


(p. 285) 


(p. 285) 
(p. 293) 


(p. 293) 
(p. 294) 


(p. 299) 


(p. 300) 


(p. 301) 
(p. 301) 


(p. 314) 


(p. 315) 
(p. 320) 
(p. 321) 


(p. 332) 


(p. 332) 
(p. 332) 
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Dimensión 
Si el espacio vectorial V tiene una base finita, entonces la dimensión de V es el número de vec- 
tores en cada base y V se denomina un espacio vectorial de dimensión finita. De otra manera 


V se denomina espacio vectorial de dimensión infinita. Si V = (0j, entonces se dice que V tiene 
dimensión cero. 


La dimensión de V se denota por dim V. 
Si H es un subespacio del espacio de dimensión finita V, entonces dim H < dim V. 


Los únicos subespacios propios de E? son los conjuntos de vectores que están en una recta o en 
un plano que pasa por el origen. 


El espacio nulo de una matriz А de n X n es el subespacio de R” dado por 
N, = {x e R: Ах =0; 
La nulidad de una matriz A de n X n es la dimensión de N, y se denota por v(4). 


Sea A una matriz de m X n. La imagen de A denotado por Im(4), es el subespacio de R” dado 
por 


Im(A) = {y є R”: Ах = y para alguna x e IP”) 
El rango de А, denotado por p(4), es la dimensión de la imagen de А. 


El espacio de los renglones de 4, denotado por R,, es el espacio generado por los renglones de 
А y es un subespacio de R”. 


El espacio de las columnas de 4, denotado por С,, es el espacio generado por las columnas de 
А y es un subespacio de R”. 


Si A es una matriz de m X n, entonces 


C 


А 


= Im(4) y dim К, = dim C, = dim Im(4) = p(4) 
Más aún, 
p(4) + v(4) = п 


El sistema Ax = b tiene al menos una solución si y sólo si p(4) = p(4, b), donde (4, b) es la 
matriz aumentada que se obtiene al agregar la columna del vector ba 4. 


Teorema de resumen 

Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 
i. A es invertible. 

ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial (x — 0). 

iii. El sistema Ax — b tiene una solución ünica para cada n-vector b. 


iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad, 7, de n X n. 


(p. 335) 


(p. 336) 


(p. 336) 
(p. 343) 


(p. 343) 


(p. 344) 


(p. 344) 


(p. 344) 


(p. 344) 


(pp. 344, 345) 


(p. 350) 


(p. 352) 


(p. 353) 
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v. А se puede expresar como el producto de matrices elementales. 
vi. La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes. 
vii. Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes. 
viii. det A z 0. 
ix. v(A) =0. 
x. p(A) = n. 


e Sea B, = lu, u,...,uj y B, = lv, V, - . -~ у} dos bases para el espacio vectorial V. Six e Vy (p. 367) 


19-95 э Yo 


x—bu tbu +++ ри = сү, + бу, + ay 


b, с, 
. b, с, 
Entonces se escribe (x), =| ; у (х), = 
b, C, 
aj 
а... 
Suponga que (u;) ya ?/ |. Entonces la matriz de transición de B, a B, es la matriz de n X n (pp. 369, 370) 
ad. 
id 11 12 ln 
A РЕ а, а, 2n 
nl а e аһ 
Маз айп, (х), = A(x) y, 
e 51 Aesla matriz de transición de B, a B,, entonces A ! es la matriz de transición de B, a В|. (p. 370) 
a; 
а. 
e Si (xj) m 7 |paraj = 1, 2,..., п, entonces ху, X, ..., X, son linealmente independientes si 
а. 
пј 
y sólo si det А + 0, donde (p. 374) 
11 12 ln 
А а а, а, 2п 
nl аһ к a 
e Los vectores u,, u,, . . . , u, en R” forman un conjunto ortogonal si u, * u, = О para iz j. Si además, 
u,’ u, = l para i = 1, 2,..., А, se dice que el conjunto es ortonormal. (p. 387) 
e [ү = |у · v|!? se llama longitud o norma de v. (p. 388) 


e Todo subespacio de IP” tiene una base ortonormal. El proceso de ortonormalización de Gram- 
Schmidt se puede utilizar para construir tal base. (p. 389) 


e Una matriz ortogonal es una matriz O invertible de n X n tal que Q^! = O". (p. 392) 


Resumen 


Una matriz de п X n es ortogonal si y sólo si sus columnas forman una base ortonormal 
para R”. 


Sea Н un subespacio de E" con una base ortonormal (u,, u,,...,u,). Si y e E", entonces la 
proyección ortogonal de v sobre Н, denotada por proy, v, está dada por 


proy,v —(v:u)u, + (v: u)u, + +++ + (v: u)u, 


Sea Н un subespacio de E. Entonces el complemento ortogonal de H, denotado por H+, está 
dado por 


H+ = {x e P:x:h=0para todo h e Hj 
Teorema de proyección 


Sea H un subespacio de K y sea v є R". Entonces existe un par único de vectores h y p tales que 
һе H, p e H+ y 


v =h +p = proy,v + proy, v 
Teorema de aproximación de la norma 


Sea H un subespacio de E" y sea v e R". Entonces, en H, proy, v es la mejor aproximación a v 
en el siguiente sentido: si h es cualquier otro vector en H, entonces 


|у — proy v| < |у — h| 


Sea (xy, V), (X Y). - - -> (X,, y, ) un conjunto de datos. Si se quiere representar estos datos por 
la recta y = mx + b; entonces el problema de mínimos cuadrados es encontrar los valores de m 
y b que minimizan la suma de los cuadrados 


Ё? — (b + mx, y +[у, — (b + mx, i EE — (b + mx, Ji 


La solución a este problema es establecer 


Н jai 
-u-(4 A)! Ау 
m 


donde 
Y 1 x 
y- [ул 
у, 1 x, 


Resultados similares se aplican cuando se quiere representar los datos usando un polinomio de 
grado > 1. 
Espacio con producto interno 


El espacio vectorial complejo V se llama un espacio con producto interno si para cada par de 
vectores u y ven V existe un número complejo único (u, v) denominado el producto interno de u 
y v, tal que si u, v y w están en V y a є €, entonces 


i (v,v)=0 

ii. (У, у) = 0 51 y solo si v = 0 
iii. (u, v + w)- (u, v) + (u, w) 
іу. (u +v, ж) = (u, w) + (V, w) 


v (и, у) = (у, ш) 
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(р. 393) 


(р. 394) 


(р. 396) 


(р. 396) 


(р. 398) 


(р. 412) 


(р. 414) 


(р. 432) 
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vi. (œu, v)=0(u, v) 
vii. (u, Су) = a(u, v) 
Producto interno en €" 
(х, у) = xy, + х,у, ++ х,у, 
Sea V un espacio con producto interno y suponga que u y v están en V. Entonces 
u y v son ortogonales si (u, v) = 0 


La norma de и, denotada por ||u||, está dada por 
Jul] = y(u, u) 


Conjunto ortonormal 
El conjunto de vectores (v,, у,,..., у} es un conjunto ortonormal en V si 


(v,v) = 0 para i * j 


у= (УУ) =1 


Si sólo se cumple Іа primera condición, entonces se dice que el conjunto es ortogonal. 


Proyección ortogonal 


Sea H un subespacio vectorial con producto interno V con una base ortonormal {u}, u,, ...,u,j. 


Siv e V, entonces la proyección ortogonal de v sobre H, denotada por proy, v, está dada por 


proy,v = (v, u,)u, + (v, u)u, + +++ + (v, uu, 
Complemento ortogonal 


Sea H un subespacio del espacio con producto interno V. Entonces el complemento ortogonal 
de H, denotado por H+, está dado por 


H+ = {xe V: (x, h) = 0 para toda h e Н} 
Si H es un subespacio del espacio con producto interno V, entonces 
i. H^ es un subespacio de V 
ii. Ho Н- = {0}. 
iii. dim H+ = n — dim H si dim V = n < оо. 
Teorema de proyección 


Sea H un subespacio de dimensión finita del espacio con producto interno V y suponga que 
v e V. Entonces existe un par único de vectores h y p tales queh e H, p e H+, y 


v=h+p 
donde h = proy, v. 
Si V tiene dimensión finita, entonces р = proy „V. 
Teorema de aproximación de la norma 


Sea H un subespacio de dimensión finita de un espacio con producto interno V y sea v un vec- 
tor en V. Entonces, en H, ргоу„у es la mejor aproximación a v en el sentido siguiente: si h es 
cualquier otro vector en H, entonces 


|у — proy,,v| < |у — h| 


(p. 432) 


(p. 434) 


(p. 434) 


(p. 436) 


(p. 437) 


(p. 437) 


(p. 437) 


(p. 438) 
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[= | EJERCICIOS DE REPASO 


De los ejercicios 1 al 13 determine si el conjunto dado es un espacio vectorial. Si lo es, determi- 
ne su dimensión. Si es finita, encuentre una base para él. 


1. Los vectores (x, y, 2) en Ё? que satisfacen x + 2y — z = 0. 
. Los vectores (x, y, 2) en K? que satisfacen x + 2y — z x 0. 
. Los vectores (x, у, 2) e IR? que satisfacen x + y + z x 0. 


. Los vectores (x, у, z, w) en K* que satisfacen x + y +z + w = 0. 





2 
3 
4 
5. Los vectores en Ё? que satisfacen x — 2 = y + 3 = z — 4. 
6. Los vectores en E? que satisfacen x + 1 = y —2 = z + 3. 
7 


. El conjunto de matrices triangulares superiores de n X n bajo las operaciones de suma de 
matrices y multiplicación por un escalar. 


8. El conjunto de polinomios de grado < 5. 
9. El conjunto de polinomios de grado menor o igual que 4. 
10. El conjunto de polinomios de grado 5. 


11. El conjunto de matrices de 3 X 2, 4 = (а), con a,, = 0, bajo las operaciones de suma de 
matrices y multiplicación por un escalar. 


12. El conjunto en el ejercicio 8, excepto a,, = 1. 


13. El conjunto S = {f e C[0, 2]: f (2) = 0). 


En los ejercicios 14 al 24 determine si el conjunto dado de vectores es linealmente dependiente 


o independiente. 
13 f0 
16. , 


“HL BUE 


1| (3) (0 1 0 2 
17. |-—1|;| 0; 18. |-4 |:| 2|;|-10 
2 1 2) |- 5 
D í(-2) fo 11 (0) (0) fO 
0||1/[0/|]0 
19. (111 31,15 20 O E E 
о 101 [1110 
NN 0) 10) (0) (1 
21. En P :1,2- х°,3- х, 7х? – 8x 22. En P :1,2+x%,3-x,7x” - 8x 


amy TO 
‚ En M»: s > > 
2 lo oflo opi 11 -= 
а вам 19 09 fo o 
. En M,,: 5 * El 

2 "lo oflo oJPl1 1/01 -1 


25. Usando determinantes, establezca si cada conjunto de vectores es linealmente dependiente 
o independiente. 
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1 3|[-5 
2) 44 6 


De los ejercicios 26 al 33 encuentre una base para el espacio vectorial y determine su dimen- 
sión. 

26. Los vectores en K? que están en el plano 2x + 3y — 4z = 0. 

27. Н = {(x, у): 2x — 3y = 0} 28. Н = {(х, у); 3x -2y = 0} 

29. (veR':3x- y-z+w=0) 30. ip e P,: p(0) = 0j 

31. El conjunto de matrices diagonales de 4 X 4. 


32. М 33. М, 


32 


De los ejercicios 34 al 41 encuentre el espacio nulo, la imagen la nulidad y el rango de la matriz 
dada. 


с boe 0 36 
м | 35. 4=|2 0 4 36. 4-|2 0 6 
B 0-22 1 -1 4 
MP E 
2 4 2 1 -1 1 2 
37. А=|0 1 4 38. А= 39. A= 
-1 -2 1 =j xz 
1 -1 0 
гей 2 
єй, 0 1 $ 
40. A=|-1 2 41. A= Е 
bo 3 
4 6 
2-3 6 


31 (11 (1) (0 

2 1 —1 
42. Entes a | b | 43. En: x=| 4|;|0|,|1|,|2 
2)11)10)13 


44. En Pj: x=4+x%1+x?1+x, 1 


45. En M, x-]| JE d B dns 1 

0 2/10 0/11 0/41 1 0 1 

3 1 ї o3 1 —1\/0 0 0 0 
46. En M; x= : : , Я 

0 1 0 0710 0/11 1 -l1 


De los ejercicios 47 al 50 encuentre una base ortonormal para el espacio vectorial dado. 


2 -1 
47. K? comenzando con la base 2) | | 


48. (o, y, Z) е0: х-у-2 = 0} 
49. {(х, y, zZ) eK: х = у = 2) 


50. (x, у, 2) eK х= суу = w} 
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De los ejercicios 51 al 53: a) Calcule proy, v; b) encuentre una base ortonormal para H+; 
с) exprese v como h + p, donde h e H y p e Н+. 


51. 


52. 


53. 


54. 
55. 


56. 
57. 
58. 


-1 
H es el subespacio del problema 48; v=| 2|. 
4 


H es el subespacio del problema 49; v=| 0 |. 


H es el subespacio del problema 50; v = 


_ Oo н 


Encuentre una base ortonormal para P,[0, 2]. 


Utilice el resultado del ejercicio 54 para encontrar un polinomio que sea la mejor aproxi- 
mación por mínimos cuadrados a e* sobre el intervalo [0, 2]. 


Encuentre la recta que mejor se ajuste a los puntos (2, 5), (—1, —3), (1, 0). 
Encuentre el mejor ajuste cuadrático para los puntos en el ejercicio 56. 
Encuentre el polinomio p(x) de grado 3 que ajuste los puntos del ejercicio 56 tal que 


| ПРО? ar 


sea mínimo. 


[E73 Capítulo 


TRANSFORMACIONES 
LINEALES 


ER] DEFINICIÓN Y EJEMPLOS 


El presente capítulo aborda una clase especial de funciones denominadas transformaciones li- 
neales que ocurren con mucha frecuencia en el álgebra lineal y otras ramas de las matemáticas. 
Éstas tienen una gran variedad de aplicaciones importantes. Antes de definirlas, se estudiarán 
dos ejemplos sencillos para ver lo que es posible realizar. 


| EJEMPLO1 | Reflexión respecto al eje x 


En Ё? se define una función T mediante la fórmula i 4 jJ Geométricamente, T'toma un 
y m 
vector en E? y lo refleja respecto al eje x. Esto se ilustra en la figura 5.1. Una vez que se ha dado 


la definición básica, se verá que T es una transformación lineal de E? en E. 


Transformación de un vector de producción en un vector de materia prima 





Un fabricante elabora cuatro tipos de productos distintos, de los cuales cada uno requiere tres 
tipos de materiales. Se identifican los cuatro productos como Р,, P,, P, y P, y alos materiales 
por A, R, y R,. La tabla siguiente muestra el número de unidades de cada materia prima que 
se requieren para fabricar 1 unidad de cada producto. 


y 
(x, y) 
Figura 5.1 il 
El vector (x, —y) es la E 
reflexión respecto al eje x 0 


del vector (x, y). 


Т(х, y) = (х, —y) 
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Necesarios para producir 











1 unidad de 
E Je % Js 
Nümero de R > 1 3 д 
unidades 1 
de materia R, 4 2 2 1 
prima = 


























Surge una pregunta natural: si se produce cierto número de los cuatro productos, ¿cuántas 
unidades de cada material se necesitan? Sean р, р„ p, y p, el número de artículos fabricados 
de los cuatro productos y sean г, r, y r, el número de unidades necesario de los tres materiales. 
Entonces se define 


i r, 2134 
p-|^ r=| r А=|4 2 2 1 
B n 3312 
Pa 
10 
. 30 , | . И 
Por ejemplo, suponga que р = sut ¿Cuántas unidades de А, se necesitan para producir estos 
50 


números de unidades de los cuatro productos? De la tabla se tiene que 


n=p,2+p,:1+ p,:3+p,:4 
=10-2+30-1+20 -3+50-4= 310 unidades 


De manera similar 


r, —10-4 30-24 20-2 50-1=190 unidades 


r,—10-3- 30-34 20-1-- 50-2 = 240 unidades 


En general se ve que 


2134J|^| fx 
122 1| ^ ||» 
3331 2)^] ls 
Pa 
о 
Ap = тг 


Esto se puede ver de otra manera. Si а p se le conoce сото el vector de producción y a г como 
el vector de materia prima, se define la función T por r = 7(p) = Ap. Esto es, T es la función 
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que “transforma” el vector de producción en el vector de materia prima y se hace mediante la 
multiplicación de matrices ordinaria. Como se verá, esta función es también una transforma- 
ción lineal. 

Antes de definir una transformación lineal, hablaremos un poco sobre las funciones. En la 
sección 1.7 se escribió un sistema de ecuaciones como 


Ax=b 


donde A es una matriz de m X n, x e K" y b e R”. Se pidió encontrar x cuando А y b se cono- 
cían. No obstante, esta ecuación se puede ver de otra forma: suponga que A se conoce. Enton- 
ces la ecuación Ах = b “dice”: proporcione una x en IP” y yo le daré una b en R”; es decir, А 
representa una función con dominio R” e imagen en R”. 

La función que se acaba de definir tiene las propiedades de que А(ах) = «Ах si o es un 
escalar y A(x + y) = Ax + Ay. Esta propiedad caracteriza las transformaciones lineales. 


Transformación lineal 


Sean V y W espacios vectoriales reales. Una transformación lineal 7 de V en W es una 
función que asigna a cada vector v e V un vector único Tv e W y que satisface, para 
cada u y v en V y cada escalar о, 


T(u + v)= Tu + Tv (1) 


Т(оу) = «Тү (2) 





TRES OBSERVACIONES SOBRE NOTACIÓN 


1. Se escribe T: V — W para indicar que T toma el espacio vectorial real V y lo lleva al espacio 
vectorial real W; esto es, T es una función con V como su dominio y un subconjunto de W 
como su imagen. 


2. Se escriben indistintamente Ту у T(v). Denotan lo mismo; las dos se leen “T de v^. Esto es 
análogo a la notación funcional f(x), que se lee “f de x". 


3. Gran parte de las definiciones y teoremas en este capítulo también se cumplen para los espa- 
cios vectoriales complejos (espacios vectoriales en donde los escalares son números comple- 
jos). Sin embargo, a excepción de la breve intervención de la sección 5.5, sólo se manejarán 
espacios vectoriales reales y, por lo tanto, se eliminará la palabra “real” en el análisis de los 
espacios vectoriales y las transformaciones lineales. 


Las transformaciones lineales con frecuencia se denominan operadores lineales. 


MED Una transformación lineal de E? en E? 


x+y =1 
А 2 
Sea Т: IR? > E? definida por i =| x — y |. Por ejemplo | ; =| 5 |. Entonces 
y Е 
Зу =9 


5.1 Definición y ejemplos 461 


X EXE y F 
Xx X, x tx, ! 27 A725 
T + =T =|х+х„—у,—у, 
y Y, yty, 
! Зу, t 3y, 


x *y x, + y, 
=|х=—у|+|х,—Уу, 





3y, 3y, 
Pero 
x +), х Xx, +), х 
pu EE ete (5) 
Зу, i 3y, * 
Así 
Yi Y, A Y, 
De manera similar 
ох + oy Xy 
X ох X 
10 1 )- ax — Qy |= 0| x— y ar | 
07 
у y Sj 3y y 


Así, T es una transformación lineal. 


| EJEMPLO 4 | La transformación cero 


Sean V y W espacios vectoriales y defina T: V — W por Tv = 0 para todo v en V. Entonces 
Т(у + vj) =0=0 +0 = Tv, + Tv, y T(av) = 0 = a0 = «Тү. En este caso, T se denomina la 
transformación cero. 


| EJEMPLO 5 | La transformación identidad 


Sea V un espacio vectorial y defina Г V — V por Iv = v para todo ven V. Aquí es obvio que / es 
una transformación lineal, la cual se denomina transformación identidad u operador identidad. 


| EJEMPLO6 | Transformación de reflexión 


Sea T: R > Е? definida por T Н 4 1] Es fácil verificar que T'es lineal. En términos geomé- 
y y 


tricos, T toma un vector en Ё? y lo refleja respecto al eje y (vea la figura 5.2). 


ЮЕШ (6 (xy 

El vector (—x, y) es la 

reflexión respecto al eje y 

del vector (x, y). x x 


a) b) 
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| ЕЈЕМРІО 7 | Transformación de E^ > R” dada por Іа multiplicación por una matriz de m х n 


Sea A una matriz de m X n y defina T: R — R” por Tx = Ax. Como A(x + y) = Ax + Ay y 
A(ax) = «Ах si x y y están en IP”, se observa que T'es una transformación lineal. Entonces: toda 
matriz A de m X n se puede utilizar para definir una transformación lineal de R en V". En la sec- 
ción 5.3 se verá que se cumple el converso: toda transformación lineal entre espacios vectoriales 
de dimensión finita se puede representar por una matriz. 


| EJEMPLO 8 | 8 Transformación de rotación 


X 


| en el plano xy se rota un ángulo 0 (medido en grados o radianes) 
y 


Suponga que el vector v= | 


ГА 


. | : з "EE 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Llame a este nuevo vector rotado v -| | 


y 
Entonces, como se ve en la figura 5.3, si r denota la longitud de v (que no cambia por la rota- 
ción), 
x=rcosal y =rsenol 
х' = гсоѕ(Ө + а) y =rsen(0 + о)ї 


Figura 5.3 


(x”, y”) se obtiene rotando 
(x, y) un ángulo Ө. 





Pero r cos (Ө + о) = r cos Ө cos à — r sen Ө sen о, de manera que 


x' = хсоѕ Ө — y sen Ө (3) 
ш 


De manera similar, r sen (Ө + о) = r sen Ө cos а + r cos Ө sen o, o sea 


y' = xsen Ө + y cos Ө (4) 
E 
Sea 
cos0 —sen0 
% (5 us i 
e 


* Esto se deduce de la definición estándar de cos Ө y sen 0 como las coordenadas x y y de un punto en el círculo unitario. 
Si (x, y) es un punto en el círculo de radio r con centro en el origen, entonces x = r cos y y y = rsen q, donde q es el 
ángulo que forma el vector (x, y) con el lado positivo del eje x. 
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х! 
y 
Tv = A, v, donde A, está dado por (5), se llama transformación de rotación. 


| EJEMPLO 9 | Transformación de proyección ortogonal 


Sea Н un subespacio de R". La transformación de proyección ortogonal P: V — Н se define рог 


Entonces de (3) y (4), se ve que 4, B = | ) La transformación lineal T: E? > E? definida por 
y 


Ру = proy,,v (6) 
Sea (u,, и, . . . , u,j una base ortonormal рага H. Entonces de la definición 4.9.4, página 394, 
se tiene 
Ру = (v: u)u, + (v: u)u, + +++ t (v: upu, (7) 


Сото (у, + у,) >u =v, + u + v: u y (av)  u = o(v * и), se ve que P es una transformación 
lineal. 


| EJEMPLO 10 | Dos operadores de proyección 


X X 
Se define T: 0° E? por 7| y |=| y |. Entonces T es el operador de proyección que toma un 
2 0 
vector en el espacio de tres dimensiones у lo proyecta sobre el plano xy. De manera similar, 
X X 
T| y |=] 0 | proyecta un vector en el espacio sobre el plano xz. Estas dos transformaciones se 
Z 2 


describen en la figura 5.4. 


Figura 5.4 


b) Proyección sobre el 
plano xz: 


(18 
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| EJEMPLO 11 | Operador de transposición 


Defina T: М > М por Т(А) = А'. Como (А + B) = 4' + B' y (aA) = аА", se ve que T, 


mn nm 


denominado operador de transposición, es una transformación lineal. 


| EJEMPLO 12 | Operador integral 


Sea J: C[O, 1] — R definida por Jf = | f(x) dx. Como fi х) + g)]dx = | fG)dx + 
|, g(x) dx y fo f(x)dx = о], f(x) dx si f y g son continuas, se ve que J es lineal. Por ejemplo, 


E = T J se denomina operador integral. 


| EJEMPLO ' ET] Operador diferencial 


Suponga que D: C'[0, 1] > C[0, 1] se define por Df = f". Como (f + g)! = f! + g' y (af) 
= af’ si f y g son diferenciables, se ve que D es lineal. D se denomina operador diferencial. 


ADVERTENCIA No toda transformación que parece lineal lo es en realidad. Por ejemplo, defina 7: R — R 


por Tx = 2x + 3. Entonces la gráfica de ((x, Tx): x e R} es una línea recta en el plano xy; 
pero Т no es lineal porque T(x + y) = 2(x + y) + 32 2x + 2y + Зу Tx + Ty = (2х + 3) + 
(2y + 3) = 2x + 2y + 6. Las únicas transformaciones lineales de R en E) son funciones de la 
forma f(x) = mx para algún número real m. Así, entre todas las funciones cuyas gráficas son 
rectas, las únicas que son lineales son aquellas que pasan por el origen. En álgebra y cálculo 
una función lineal con dominio È está definida como una función que tiene la forma f(x) = 
mx + b. Así, se puede decir que una función lineal es una transformación de E en È si y sólo 
si b (la ordenada al origen) es cero. 


| EJEMPLO 14 | Una transformación que no es lineal 


Suponga que T: C[0, 1] — È está definida por Tf = f(0) + 1. Entonces T no es lineal. Para ver 
esto se calcula 


Т( +8)=(f +в) +1 =/(0) + (0) + 1 
Tf + Tg = [/(0) + 1] + [g(0) + 1] = Д(0) + g0) +2 


Esto proporciona otro ejemplo de una transformación que puede parecer lineal pero que, de 
hecho, no lo es. 


Problemas 5.1 II 
AUTOEVALUACIÓN 
Falso-verdadero 
l. Si T es una transformación lineal, entonces 7(3x) = 37x. 
Il. Si T es una transformación lineal, entonces 7(x + y) = Tx + Ty. 
Ш. Si T es una transformación lineal, entonces 7(xy) = 7x Ty. 
IV. Si A es una matriz de 4 X 5, entonces Tx = Ax es una transformación lineal de E-* en F5. 


V. Si A es una matriz de 4 X 5, entonces Tx = Ax es una transformación lineal de Е? en E. 
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De los problemas 1 al 38 determine si la transformación de Ven W dada es lineal. 
У y 
X 
24 
2 
X 
.TLESEST у «(3 
X 
2 


1. Т. SUM 


N 2. T: R ^K; T 
y 


0 
| 4. nee 
X 


3. Т. R >R; | 


л 
м 
i 
y 
z 
N 
=; 
NR > 
Il 
o 
E, 
© 


e A 
У > 
7 z 
y y 
т z 
A ж. 
Уз > 
II "= 

Il 

м ч, чоюн 
Mr н” ji 
© 

- 

i 

y 

3 

N 
= 

<~ > 

I 

< х, 
==” 


10. T: R> R iC - 


+ 
11. T R> R: j| -f " 12. T: R 5 £* iC 


15. T: RR; T(x)= i 16. Т. R*>R? T 


x, x, 
13. HE 2E; T| ^|-x +x кх, 14 T:R>R37|% = |х 
x 
yl [xctz 
2 ytw 


X 

17. ТЮ 0; т| У |-| 7 
2 yw 
Ww 


18. T: M —^ М; T(A) = AB, donde B es una matriz fija de n X n 


19. T: M, М, A) = АА 
20. T: M — М; T(A) = AB, donde B es una matriz fija de n X p 


mn mp 


21. T: M — М; T(A) = BA, donde B es una matriz fija de q X m 


mn qn? 
22. T: D. — Р; T(D) = DAD, es el conjunto de matrices diagonales de n X n) 
23. T.D, O D; TD) =1+ D 


24. T: P, P; Tla, + ax + ax?) = a, + ax 





25. T: P, P; T(a, + ax + ax?) = a, + ax 
26. T: W^ — P5 T(a b c) = (a + b)+ (c + dy? 
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27 


28. 
29. 
30. 
31. 
32. 


33. 


34. 
35. 


36. 


37. 
38. 
39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 
46. 


T: R> P; Т(а) = а + ах + ax +++ + ax 

T: P,— P4 Т(р(х)) = POF 

T: P, P; Т(р(х)) = р(х) + POP 

T: C[0, 1] > С[0, 1]; 7/(х) = 20) 

T: C[0, 1] > С[0, 1]; Tf(x) = (х) +1 

T: C[0, 1] > С[0, 1]; Tf(x) = xfx) 

T: С[0, 1] — E; Tf = |, f(x)g(x) dx, donde g es una función fija en C[0, 1] 
T: СЧ, 1] > C[0, 1]; Tf = (fg)', donde g es una función fija en C'[0, 1] 
T: C[0, 1] СПІ, 2]; Tf(x) = f(x — 1) 


- 


: C[0, 1] 0; Tf = (2) 


T: C[0, 1] СО, 1]; 7f(x) = f(1) + f2) 
T: M. —> V; T(A) = det А 


nn 


Sea T: IR? > RP? dado por T(x, y) = (~x, —y). Describa T geométricamente. 


1 —4 
Sea T una transformación lineal de RP? > E? tal que ()- 2 ИНЕ 0 |. 
Encuentre: 0 3 | 


“э? 


En el ejemplo 8: 


a) Encuentre la matriz de rotación A, cuando Ө = л/6. 


; =з |... , с. . 
b) (Qué le ocurre al vector | | si se le rota un ángulo de л/6 en la dirección contraria а 
4 


las manecillas del reloj? 


cosg -—senO 0 
Sea A, =|sen9 cosg 0 |. Describa geométricamente la transformación lineal T: 


0 0 1 
E? — R dada por Tx = A x. 
cosg 0 -—senO 


Conteste las preguntas del problema 42 рага 4,=| 0 1 0 


ѕепӨ 0  cosO 
Suponga que en un espacio vectorial real V, T satisface T(x + y) = Tx — Ty y Tlax) = aTx 
para а = 0. Demuestre que T es lineal. 
Encuentre una transformación lineal T: M,, > M.,. 


Si Tes una transformación lineal de Ven W, demuestre que T(x — y) = Tx — Ty. 
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47. Si T es una transformación lineal de V en W, demuestre que Т0 = 0. ¿Son estos dos vec- 
tores cero el mismo? 


48. Sea V un espacio con producto interno y sea u, e V fijo. Suponga que T: У > Ю (o €) está 
definido por Tv = (v, uj). Demuestre que T es lineal. 


*49. Demuestre que si Ves un espacio vectorial complejo con producto interno y Т: V — € está 
definido por Tv = (u, v) para un vector fijo u, e V, entonces T по es lineal. 


50. Sea V un espacio con producto interno con el subespacio de dimensión finita Н. Sea (u,, 
u, ...,u,j una base para H. Demuestre que T: V — H definida рог Ту = (v, uj)u, + (у, и,) 
u, + +++ + (v, uu, es una transformación lineal. 


51. Sean V y W dos espacios vectoriales. Denote por L(V, W) el conjunto de transformaciones 
lineales de V en W. Si T, y Т, están en L(V, W), defina aT, y T, + T, por (aT v = a(T v) 
y (T, + T,)v = Ту + Ty. Pruebe que L(V, И) es un espacio vectorial. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 
L y п. V Ш. Е IV. Е V у 


Де MATLAB 5.1 


Información de MATLAB: impresión de gráficas 


Para imprimir una gráfica en MATLAB, es necesario seleccionar la ventana de la figura de 
interés y del menú se escoge 


File —> Print. 


También puede utilizar el atajo CtrI- P 


Precaución. La impresión directa de la pantalla no conserva las relaciones de aspecto en ella; 
así, los ángulos rectos pueden no parecerlo y las longitudes iguales pueden ser distintas. Para 
que se conserve una relación de aspecto cuadrada se introduce el comando axis square (doc 
axis). 


1. Gráficas en computadora: creación de una figura 


Una figura que se quiere graficar se describe utilizando una matriz que contiene los puntos 
importantes en la figura y una matriz que contiene información sobre los puntos que deben 
conectarse con segmentos de recta. 


La matriz de puntos 


La matriz de puntos es una matriz de 2 X п, donde п es el número de puntos; el primer ren- 
glón contiene las coordenadas x y el segundo las coordenadas y de los puntos. 


La matriz de líneas 


La matriz de líneas es una matriz de 2 X m, donde m es el número de líneas. Cada elemento 
es el número de una columna de la matriz de puntos. La información indica que los dos 
puntos a los que se hace referencia en una columna de la matriz de líneas deben conectarse 
por un segmento de recta. 
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Por ejemplo, para describir el primer rectángulo de la siguiente figura: 


(0, 3) (2,3) 
punto 4 punto 3 punto 4 punto 3 
(0, 0) (2, 0) punto 1 punto 2 
punto 1 punto 2 
a) b) 
i 0 2 0 
pis = 
0 3 3 


1 
Ins = 
2.34 1 


La matriz Ins dice que el punto 1, (0, 0), (columna 1 de pts) está conectado соп el punto 2, 
(2, 0), (columna 2 de pts); el punto 2 está conectado con el punto 3, (2, 3), (columna 3 de pts); 
el punto 3 está conectado al punto 4, (0, 3), (columna 4 de pts), y el punto 4 está conectado 
con el punto 1. 

Si se trata del segundo rectángulo de la figura anterior, con las diagonales de esquina a 
esquina, la matriz pts sería la misma y 


N 

шә 

AR 
A 











M Para graficar la figura después de introducir las matrices pts y Ins se utiliza el archivo 
grafics.m que se presenta a continuación (copie las instrucciones a un archivo con nombre 
grafics.m) 





function grafics(pts,lns,clr,symb,M) 


GRAFICS Grafica puntos y líneas 
grafics(pts,lns,clr,symb,M) es una función que grafica 
puntos y líneas 


pts: Matriz de 2xn de puntos a graficar 
lns: Matriz de 2xm de líneas a graficar 
clr: Opciones de color, ejemplo 'r' (grafica en rojo) 
sym: Símbolo a utilizar para representar puntos, 
ejemplo '*','«' 
M: Entero positivo que se utiliza para los límites 
de los ejes 
Grafica los puntos y las líneas 
plot (pts(1,1ns(:)),pts(2,1ns(:)),clr,... 
pts(1,:),pts(2,:),[clr,symb]); 
axis ([2M,M,2M,M]) ; 
axis square 
grid on 


o? o9 оо o? o? оо оо оо оо o9 со oe 
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La sintaxis para correr grafics desde la ventana de comandos de MATLAB es grafics(pts, 
Ins, clr, syrn, M): 


pts = la matriz de puntos 
Ins = la matriz de líneas 
clr = opciones de color; por ejemplo, ‘r’ representa el rojo; pida con doc linespec una 
descripción de otras opciones de color 
sym = у ќо’о +’ oX u “0”; ver doc linespec 


Los puntos en la matriz de puntos serán graficados individualmente utilizando el símbolo 
que se elija. 

M es algún número positivo, por lo general, un entero. Establece la escala sobre los ejes 
de la pantalla de gráficas entre –- М = х = Му - М = у = М. 

Por ejemplo, grafics(pts, Ins, ‘b’, ‘+°, 10) graficará el rectángulo dado por el primer con- 
junto de matrices, pts y Ins, en azul, con los vértices (las esquinas del rectángulo) dibujados 
con un signo “+” y la escala de los ejes: -10 х= 10 y —10=< y x 10. 


a) Introduzca las siguientes matrices: 


ОРЕ 

0 0.3 3 D 0 7 7 10 101277 9 

uo ETT 
2.5.4 5 6 7 8 9 10 il 12 13 1 


Dé el comando grafics(pts, los, ‘r’, **”, 20) 


Describa en palabras la figura producida y describa otras características de la pantalla 
de gráficas. 


b) Diseñe su propia figura. Forme una matriz de puntos y de líneas y grafíquela utilizando 
el archivo grafics.m. 


. Suponga que Т: IR? > K? es una transformación lineal (como una rotación respecto al ori- 
gen) y que se desea graficar la imagen de una figura después de aplicarle la transformación. 


a) (Lápiz y papel) Considere los puntos P, y P, en el plano. Sea x el vector que comienza 
en el origen y termina en Р, y sea y el vector que comienza en el origen y termina en P,. 
Explique las razones por las cuales el vector z = x — y es paralelo al segmento de recta 
entre P, y P,. 





1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
Sea T: K? > E? una transformación lineal. Entonces el punto terminal de Tx será el 
punto en la imagen transformada que viene de P, y el punto terminal de Ty será el co- 


rrespondiente a la imagen transformada que viene de P,. Así, Tx — Ty será paralelo al 
segmento que une las imágenes transformadas de P, y P,. Explique por qué, a partir de la 
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b) 


linealidad de Т, es posible concluir que el segmento entre P, y P, representado por x — y, 
se transforma en el segmento entre las imágenes transformadas de P, y P,, representado 
por 7x — Ty. 

El inciso a) implica que para graficar la imagen de una figura después de aplicar 
una transformación lineal T sólo es necesario aplicar la transformación a la matriz de 
puntos; la matriz de líneas de la imagen transformada será la misma. Cualquier transfor- 
mación lineal Т: R? > E? se puede representar por la multiplicación con una matriz A de 
2 X 2. Así, la matriz de puntos de la imagen transformada será А * pts, donde pts es la 
matriz de puntos de la figura original. 


Se desea graficar, sobre el mismo conjunto de ejes, la figura dada por las matrices de 
puntos y líneas dadas en el problema 1а) de esta sección de MATLAB y su imagen trans- 
formada después de aplicar una transformación de rotación. Recuerde que la matriz de 
la transformación lineal que rota en el sentido contrario a las manecillas del reloj respecto 
al origen, un ángulo 6, está dada por 


ds cos (0) —sen (0) 
sen (0) cos (0) 


Los siguientes comandos grafican la figura original (en rojo) y su rotación positiva un 
ángulo de 7/2 respecto al origen (en azul): 


th= —pi/2;A = [cos(th) —sen(th);sen(th) cos(th)] 
graphics(pts,Ins;r',**,20) 

hold on 

graphics(A*pts,Ins,b”,*”,20) 

hold off 


Observe que se utiliza el comando hold on para que ambas figuras aparezcan en el mismo 
conjunto de ejes. El comando hold off libera la figura para que cuando se ejecute el 
siguiente comando de graficación se borre la figura. 


Interpretación. En la gráfica, identifique los cuatro puntos de la figura original que 
se encuentran en la parte inferior (sobre el eje x). Identifique los puntos en los que se 
transformaron. Identifique algunos segmentos entre los puntos de la figura original y los 
segmentos correspondientes en la figura transformada. Verifique que estos segmentos de 
la figura transformada sean en realidad rotaciones de 7/2 en sentido de las manecillas 
del reloj de los segmentos de la figura original. Haga lo mismo para los dos puntos de la 
figura original que se encuentran en el eje y. 

Una modificación útil para relacionar los puntos originales con los puntos trans- 
formados es utilizar la siguiente versión modificada de la función grafics con nombre 
graficsl.m 


function graficsl(pts,lns,clr,symb) 


GRAFICS1 Grafica puntos con etiquetas y líneas 
graficsl(pts,lns,clr,symb) es una función que grafica 
puntos con etiquetas y líneas. 


pts: Matriz de 2xn de puntos a graficar 

lns: Matriz de 2xm de líneas a graficar 

clr: Opciones de color, ejemplo 'r' (grafica en rojo) 

sym: Símbolo a utilizar para representar puntos, 
ejemplo '*','«' 


o? o9 оо оо оо A o? oe oe 
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% Obtiene los límites de los ejes de estar presentes 

rr=axis; 

% Selecciona los límites de los ejes utilizando los mínimos 

$ y máximos de pts 

M=[min(pts(1,:))-1,max(pts(1,:))+1,min(pts(2,:)) 

-1,max (pts(2,:))+11; 

M=[rr;M]; 

% Selecciona los límites para que quepan las figuras 

M= [min(M(:,1)),max(M(:,2)) , min(M(:,3)),max(M(:,4))1]; 

$ Grafica los puntos y las líneas 

plot (pts (1,1ns(:)),pts(2,1ns(:)),clr,... 
pts(1,:),pts(2,:),[clr,symb]); 

$ Etiqueta los puntos con nümeros sucesivos 

text(pts(1,:)',pts(2,:)',num2str([1:length(pts)]')); 

axis (M); 

axis square 

grid on 


c) En el mismo conjunto de ejes, grafique la figura original (la que se utilizó en los incisos 
anteriores de este problema) y la imagen transformada después de la rotación positiva de 
21/3 respecto al origen. Interprete como se indicó en el inciso b). 


d) En el mismo conjunto de ejes, grafique la figura del problema 1b) de esta sección de 
MATLAB y la imagen transformada después de la rotación respecto al origen por un 
ángulo de su elección. 


3. Considere la figura cuyas matrices de puntos y líneas están dadas en el problema 1а) ante- 
rior. 


a) Utilice el archivo grafics.m y/o graficsl.m para graficar, sobre los mismos ejes la figura 
original y la figura después de aplicar la transformación dada por la multiplicación por 


la matriz 4, donde 
2 
d= 0 


Seleccione un parámetro M adecuado al llamar a grafics para que ambas figuras se apre- 
cien correctamente en la pantalla de gráficas (necesita experimentar con la selección de 
este parámetro M. Después de determinar el adecuado valor de M, dé hold off y repita 
la secuencia de comandos necesarios para graficar las dos imágenes en los mismos ejes). 
También puede utilizar la función graficsl y el programa seleccionará los ejes adecuados 
por usted. 


Describa la geometría de la transformación. 


b) Repita el inciso a) para las transformaciones siguientes: 


2 


с) (Lápiz y papel) Describa la geometría de Т. E? > E? dada por T(x) = Ax, donde 


a= °) 


parar>0ys>0. 
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5.2 | PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES: IMAGEN Y NÚCLEO 


En esta sección se desarrollan algunas propiedades básicas de las transformaciones lineales. 


TEOREMA E Sea T: V —> W una transformación lineal. Entonces para todos los vectores u, v, v,, 
V»... > Y, en Y y todos los escalares а, o, ..., o: 
i. T(0)=0 


ii. T(u—v) = Ти— Ту 
ШЕШ ov татат) = ЛҮ толу в da Tv. 
Nota. En la parte i) el 0 de la izquierda es el vector cero en V; mientras que el 0 de la 
derecha es el vector cero en W 
L DEMOSTRACIÓN i. T(0) = T(0 + 0) = T(0) + T(0). Así, 
0 = T(0) — T(0) = T(0) + T(0) — T(0) = T0 
ii. T(u — v) = T[u + (- Dv] = Tu + T[((-1)v] = Tu + (-1)Tv = Tu - Tv. 
iii. Esta parte se prueba por inducción (vea el apéndice 1). Para n = 2 se tiene T (œv, 
+ өү) = Tav) + Т(а,у,) = a,Tv, + а,Ту,. Así, la ecuación (1) se cumple para 
п = 2. Se supone que se cumple para n = k y se prueba para n = k + 1: T(a,v, + 
QN O, та ov so) ed v. оу e ej y Usando 


la ecuación en la parte iii) para n = k, esto es igual a (a, Tv, + o, Tv, +...+ o,Tv,) 
+ o, ,, Ту, у, que es lo que se quería demostrar. Esto completa la prueba. 


Observación. Los incisos i) y ii) del teorema 1 son casos especiales del inciso iii). 


Un dato importante sobre las transformaciones lineales es que están completamente deter- 
minadas por el efecto sobre los vectores de la base. 


TEOREMA В Sea V un espacio vectorial de dimensión finita con base В = (v, у,,..., V,). Sean зу, 
W,, - - . , W, vectores еп W. Suponga que Т, y T, son dos transformaciones lineales de V 
en W tales que Tv, = Ту = w para i = 1, 2,..., п. Entonces para cualquier vector v e 
NA E d = Iy 
DEMOSTRACIÓN Como В es una base para V, existe un conjunto único de escalares а, œ, . . . , а, tales 


L que v = ау, + оу, t :--: + ау. Entonces, del inciso iii) del teorema 1, 


IEN => TE, 36 ОУ ШОУ Ес Лу ac GLJINL ap ооо ав 02 ЈГ 


n nn 


= @ 7 aF QW. np eu e а У, 
De manera similar 

E COS ORO sr GLJDZ 983r JD 
= GN =F aW, gp SA qp aw, 


Por lo tanto, Ту = Tx. 
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El teorema 2 indica que si 7: V — W y V tiene dimensión finita, entonces sólo es necesario 


conocer el efecto que tiene T sobre los vectores de la base en V. Esto es, si se conoce la imagen 
de cada vector básico, se puede determinar la imagen de cualquier vector en V. Esto determina 
T por completo. Para ver esto, sean v}, у,,..., v, una base en V y sea v otro vector en И Enton- 
ces, igual que en la prueba del teorema 2, 


Tv = a Tv, + a Tv, Tc а Tv. 


Así, se puede calcular Ту para cualquier vector v e V si se conocen Tv, Tv,,..., Ту. 


| EJEMPLO 1 P Si se conoce el efecto de una transformación lineal sobre los vectores de la base, 


B Solución 


TEOREMA EJ 


DEMOSTRACIÓN 


se conoce el efecto sobre cualquier otro vector 


1 0 
Sea T una transformación lineal de E? en Ё y suponga que T| 0 |= к , T|1 (1 y 
3 4 
0 0 
0 ; 3 
TIO | 5) Cate T| —4 |. 
1 5 
3 1 0 0 
Se tiene | -4|23/0|—4| 1195/0 |. 
5 0 0 1 
Entonces 
3 1 0 0 
—4 |=3T|0|-4T|1|+5T/|0 
5 0 0 1 
—3|2|—4| Eas 51614 а 25)_[ 35 
3 4 —3 9 —16 —15 —22 
Surge otra pregunta: si w,, W, . . . , w, son п vectores en W, ¿existe una transformación lineal 
T tal que Ту, = w, parai=1,2,...,n? La respuesta es sí, como lo muestra el siguiente teorema. 
Sea V un espacio vectorial de dimensión finita con base В = (v,, У,,..., у}. Sea W un 
espacio vectorial que contiene los vectores w,, w,, . . . , w,. Entonces existe una transfor- 
mación lineal única Т: V> W tal que Tv, = w, parai=1,2,...,n. 
Se define la función T como sigue: 
. Ty =W, 
IL Spy =a y, + ay, Еау, entonces 
IN e ax ar Gy, wr 99 SAN (1) 


Como B es una base para V, T está definida para todo v e V; y como W es un espacio 
vectorial, Tv e W. Entonces sólo falta demostrar que T es lineal; lo que se deduce direc- 
tamente de la ecuación (1). Siu = av, t ay, ---:tev.yv- Bv ЕВ, +. + 
D. у entonces: 


nm 
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MS) = Y ez, == a ae (es, 37 e ae e so se (en. se 8) 
= (шч /@ о che Duy ceste erg V 
LA ау cp wd Ww Ев) 
= Tu + Tv 


De manera similar, T(av) = «Ту, así que T es lineal. La unicidad de T se obtiene del 
teorema 2 y la prueba queda completa. 


Observación. En los teoremas 2 y 3 los vectores үу, w,,..., ү, no tienen que ser independientes 
y, de hecho, ni siquiera tienen que ser distintos. Más aün, se hace hincapié en que los teoremas 
se cumplen si V es cualquier espacio vectorial de dimensión finita, no sólo E. Observe también 
que la dimensión de W no tiene que ser finita. 


| EJEMPLO 2 | Definición de una transformación lineal de E? en un subespacio de R? 


Encuentre una transformación lineal de K? en el plano 


D2x—yc3z-20 


y 
I 
NR > 


B Solución ^ Delejemplo 4.6.3 de la página 333, se sabe que Wes un subespacio de dos dimensiones de R? соп 
1 0 


: - 1 0 
vectores básicos w, =| 2 | y w, = | 3 |. Utilizando la base estándar en IR”, v, = H уу, = И 
0 1 
0 à 1 E 
se define la transformación lineal T por j| | =|2|уТ A =|3 
0 1 


Entonces, сото lo muestra el análisis que sigue al teorema 2, Т está completamente determi- 
nada. Por ejemplo, 


5 1 0 1 0 : : | 
(Aja rr(0]-2|a(3|- n 
0 1 =7 

De manera más general, 


X 


(C -|2x +3y 
y 
y 


Ahora se darán dos definiciones importantes en la teoría de transformaciones lineales. 
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DEFINICIÓN Núcleo e imagen de una transformación lineal 
Sean V y W dos espacios vectoriales y sea 7: V — W una transformación lineal. Entonces 


i. El núcleo de 7, denotado por nu 7, está dado por 


nu T= (ve V:Tv=0) (2) 





ii. La imagen de Т, denotado por Im Т, está dado por 


Im T = (we W: w = Tv para alguna v e Vj (3) 





Observación 1. Observe que nu T'es no vacío porque, de acuerdo al teorema 1, 7(0) = 0 de 
manera que 0 e nu T para cualquier transformación lineal 7: Se tiene interés en encontrar otros 
vectores en V que *se transformen en 0". De nuevo, observe que cuando escribimos 7(0) — 0, 
el 0 de la izquierda está en V y el de la derecha en W. 


Observación 2. La imagen de T'es simplemente el conjunto de “imágenes” de los vectores en V 
L Imacen bajo la transformación T. De hecho, si w = Tv, se dice que w es la imagen de v bajo T: 


Antes de dar ejemplos de núcleos e imágenes, se demostrará un teorema de gran utilidad. 


TEOREMA Eà Si T: V— W es una transformación lineal, entonces 
i. nu T'es un subespacio de V. 


ii. Im T es un subespacio de W. 


E DEMOSTRACIÓN i. Sean u y ven nu T: entonces T(u + v) = Tu + Tv=0+0=0yT(0u) = aTx = 
a0 = 0 de forma que u + v y au están en nu T. 


ii. Sean w y x en Im T. Entonces w = Tu y x = Tv para dos vectores u y v en V. Esto 
significa que 7(u + v) = Tu + Tv = w + x y T(au) = «Ти = aw. Por lo tanto, 
w + x y aw están en Im T. 


| EJEMPLO3 | Núcleo e imagen de la transformación cero 


Sea Tv = 0 para todo v e V (T es la transformación cero). Entonces nu T = Ve Im T = {0}. 
| EJEMPLO4 | Núcleo e imagen de la transformación identidad 
Sea Tv = v para todo ve V (Tes la transformación identidad). Entonces nu T = {0} e Im T = V. 


Las transformaciones cero e identidad proporcionan dos extremos. En la primera todo se 
encuentra en el núcleo. En la segunda sólo el vector cero se encuentra en el núcleo. Los casos 
intermedios son más interesantes. 
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| EJEMPLOS | Núcleo e imagen de un operador de proyección 


X 
Sea T: R — E? definida por T| y |= 


2 


© ч > 


Esto es (vea el ejemplo 5.1.10, página 463), T es el operador de proyección de Ё? en el plano xy. 


х х 0 
SiT| у |= у |=0 = | 0 | entonces х = y = 0. Así, nu T = ((x, у, 2): x = y = 0, z € R}, es decir, 
2 0 0 
el eje z, e Im T = ((x, y, 2): z = 0), es decir, el plano xy. Observe que dim nu Т = 1 y dim 
Im T = 2. 
DEFINICIÓN El Nulidad y rango de una transformación lineal 


Si T'es una transformación lineal de Ven W, entonces se define 
Nulidad de Т = v(T) dim nu Т (4) 
Rango de T = p(T) = dim Im T (5) 


Observación. En la sección 4.7 se definieron el rango, la imagen, el espacio nulo y la nulidad 
de una matriz. Según el ejemplo 5.1.7, toda matriz 4 de m X n da lugar a una transformación 
lineal Т: IR" — E" definida por Tx = Ax. Es evidente que nu T = N, Im T = Im A = С, (Т) 
= v(A) y p(T) = p(4). Entonces se ve que las definiciones de núcleo, imagen, nulidad y rango 
de una transformación lineal son extensiones del espacio nulo, la imagen, la nulidad y el rango 
de una matriz. 


| EJEMPLO 6 | Núcleo y nulidad de un operador de proyección 


Sea Н un subespacio de R" y sea Tv = proy,,v. Es obvio que la Im T = H. Del teorema 4.9.7 de 
la página 396, se tiene que toda ve Vsiv =h + р = proy,v + proy,'v. Si Ту = 0, entonces h = 
0, lo que significa que v = рє Н. Así nu T = Н+, p(T) = dim Н, y (T) = dim H+ = n — p(T). 


| ЕЈЕМРІО 7 | Núcleo e imagen de un operador traspuesto 


Sea V = М y defina T: М „> M, por 7(A) = A" (vea el ejemplo 5.1.11, página 464). Si TA 
= А! = 0, entonces 4' es la matriz cero de n X m por lo que А es la matriz cero de m X n. Así, 
nu T = {0} y es claro que Im T = М. Esto significa que v(T) = 0 y p(T) = nm. 


| ЕЈЕМРІО 8 | 8 Núcleo e imagen de una transformación де Р, еп Р, 


Defina 7: P, —> P por T(p) = T (a, + ax + a,x* + a,x?) = a, + ax + a,x? Entonces si T(p) = 
0, a, + ах + ax? = 0 para toda x, lo que implica que a, = a, = ca, = 0. Así nu T = (pe P; 
р(х) = a) e ImT = P, (7) =1 y p(T) =3. 
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| EJEMPLO 9 | Núcleo e imagen de un operador integral 


Sea V = C[0, 1] y defina J: C[0, 1]: DB. por Jf = f f(x) dx (vea el ejemplo 5.1.12, página 464). 
Entonces nu J = {f є C[0, |, f(x) dx = 0}. Sea a un número real. Entonces la función 
constante f(x) = а рага x e T0, 1]: está en CIO, Цу fo dx = о. Como esto se cumple para 


todo número real o, se tiene que Im J = IJ. 


En la siguiente sección se verá que toda transformación lineal de un espacio vectorial de di- 
mensión finita en otro se puede representar por una matriz, lo que permitirá calcular el nücleo 
y la imagen de cualquier transformación lineal entre espacios vectoriales de dimensión finita 
encontrando el espacio nulo y la imagen de la matriz correspondiente. 


Problemas 5.2 |.— |— L|) ÁAMÀ — /— ) | | | — — — —  —— —  —— — 


AUTOEVALUACIÓN 


De los siguientes enunciados, indique si son verdaderos o falsos. 


l. Sea T: V — W una transformación lineal. En ocasiones es posible encontrar tres 
vectores diferentes v, e V, v, e Vy we W tales que Tv, = Tv, = №. 


Il. Si Tv, = Tv, como en el problema 1, entonces v, — v, e nu T. 
Ш. Si T'es una transformación lineal de v еп w, entonces la imagen de T es w. 


IV. Sea v, у,,..., v, una base para E" y sea w,, w,,... , w, una base para P, ,. Enton- 
ces existen dos transformaciones lineales S y T tales que Tv, = w, y Sw, = v, para 
[UD и. 


Я "^ 0 0 
V. Si T: R > RP es una transformación lineal y T | | -{ | entonces T'es la trans- 
formación cero. 0 С 


VI. Existe una transformación lineal T de E? — E? сор р(Т) = (Т). 


+ 0 0 0 0 
VII. Suponga que Т: M,, > M,,con p(T) = 4. 51 ТА = О entonces 4 = al 


Delos problemas 1 al 13 encuentre núcleo, imagen, rango y nulidad de la transformación lineal 


dada. 
X 
1. T: R> EX: C) 2. т: S E T| y 4 
y) \0 y 
2 
3. гагат) | x) 4. тиэ r| }=х+› 
y —2x y 
X 
5. TR r|? |-2| * +? 
2 y+w 


w 
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6. 
7. 
8. 


*9, 
10. 
11. 


12. 


13. 
14. 


15. 
16. 
17. 
18. 
19. 


20. 


21. 


22. 


"[CAicuo] 23. 
*24. 


25. 


*26. 


22? 


] 2 
T: M,— M. T4) = AB, donde в =( | 

0 1 
T. B — P, 1а) = a t ax + а? + ax 
D врата) аьа + (a — bjx? 


T.M >M; Т(А) = А +A 


T: C'[0,1] > C[0, 1]; Tf = f" 
T: C'[0, 1] СО, 1]; Tf = f" 


T. C[0, 1]:— R; 77 = (3) 
T: Е? — 0; T es una rotación de 1/3 


Sea T: V — W una transformación lineal, sea (v,, v,, . . . , у} una base para V y suponga 
que Tv,=0 parai=1,2,...,n. Demuestre que T es la transformación cero. 


En el problema 14 suponga que W = V y Tv, = v, para i = 1, 2,..., n. Demuestre que Т 
es el operador identidad. 


Sea T: V — KJ. Demuestre que Im T'es cualquiera de las siguientes: а) {0}; b) una recta que 
pasa por el origen; с) un plano que pasa por el origen; d) R. 


Sea T: R — V. Demuestre que nu T es uno de los cuatro espacios enumerados en el pro- 
blema 16. 


Encuentre todas las transformaciones lineales de E? en K? tales que la recta y = 0 se trans- 
forma en la recta x — 0. 


Encuentre todas las transformaciones lineales de IR? en K? que llevan a la recta y = ax ala 
recta y = bx. 


Encuentre una transformación lineal T de K? > EK? tal que 
nu T= {(x, у, 2): 2x— y +z = 0). 
Encuentre una transformación lineal T de K? > Е tal que 
Im Т = {(x, y, 2): 2х -2 y +z = 0). 


Defina T: M — M, Por TA = A — А. Demuestre que nu T = (matrices simétricas de n X nj 
e Im T = (matrices antisimétricas de n X n}. 


Defina T: C'[0, 1]  C[0, 1] por Tf(x) = xf'(x). Encuentre el núcleo y la imagen de T. 


En el problema 5.1.51 se le pidió que demostrara que un conjunto de transformaciones 
lineales de un espacio vectorial V a un espacio vectorial W, denotadas por L(V, W) es un es- 
pacio vectorial. Suponga que dim V = n < oo y dim W = m < oo. Encuentre dim L(V, W). 


Sea H un subespacio de V donde dim H — k y dim V — n. Sea U el subconjunto de L(V, V) 
que tiene la propiedad de que si Te U, entonces Th = 0 para todo h є Н. 


a) Demuestre que U es un subespacio de L(V, V). 
b) Encuentre dim U. 


Sean S y Ten L(V, V) tales que ST'es la transformación cero. Demuestre o contradiga que 
TS es la transformación cero. 
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RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 
L V П. V Ш. F IV. F 


V. F VI. F Vil. Y 


ES REPRESENTACIÓN MATRICIAL DE UNA TRANSFORMACIÓN LINEAL 


ln 


DEMOSTRACIÓN 


Si A es una matriz de m X n y Т. R — R” está definida por Tx = Ax, entonces, como se observó 
en el ejemplo 5.1.7 de la página 462, T' es una transformación lineal. Ahora se verá que para 
toda transformación lineal de R” en E" existe una matriz А de m X n tal que Tx = Ax para 
todo x e PR”. Este hecho es de gran utilidad. Como se dijo en la observación de la página 476, si 
Tx = Ax, entonces nu T = N, e Im T = R, Más aún, v(T) = dim nu T = v(4) y p(T) = dim Im 
T= p(A). Así se puede determinar el núcleo, la imagen, la nulidad y el rango de una transformación 
lineal de E» > R” determinando el espacio nulo y la imagen de la matriz correspondiente. 
Adicionalmente, una vez que se sabe que Tx = Ax, se puede evaluar Tx para cualquier x en Ё 
mediante una simple multiplicación de matrices. 

Pero esto no es todo. Como se verá, cualquier transformación lineal entre espacios vecto- 
riales de dimensión finita se puede representar mediante una matriz. 


Sea T: E» — E" una transformación lineal. Existe entonces una matriz única de m X n, 


A, tal que 
ES: para toda x e №" (1) 


Sea w, = Те, w, = Te, ..., w, = Те. Sea A, la matriz cuyas columnas son w,, W, ..., W, 
y hagamos que 4, denote también a la transformación de E" > R”, que multiplica un 
vector en R" por A.. Si 


Chy 
E аў се: 1 2 
w,—| “ | parai=1,2,...,n 
d. 
mi 
entonces i-ésima 
posición 
0 
0 
ай а ar ey . ar 
a a a a ad: 
= 21 22 2i 2n =, DTE 
4,е, Za > 5 W, 
0 
a a a a . a 
mi m2 mi mn mi 
0 


De esta forma, А,е, = w, para i = 1, 2, . . . , n. De acuerdo al teorema 5.2.2 de la página 
472, T y la transformación A, son la misma porque coinciden en los vectores básicos. 
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Ahora se puede demostrar que 4, es única. Suponga que Tx = A,x y que Tx = B,x 
para todo x e R”. Entonces 4,x = B,x, o estableciendo С, = A, — В,, se tiene que 
C,x = 0 para todo x e R”. En particular, Сте, = 0 para i = 1, 2,..., п. Pero como se 
deduce de la demostración de la primera parte del teorema, С,е, es la columna i de С,. 
Así, cada una de las n columnas de C, es el m-vector cero, la matriz cero de m X n. Esto 
muestra que 4, = В, y el teorema queda demostrado. 


Observación І. En este teorema se supone que todo vector en R” y R” está expresado en térmi- 
nos de los vectores de la base estándar en esos espacios. Si se eligen otras bases para K" y R”, 
por supuesto, se obtendrá una matriz A, diferente. Para ilustrar este caso, vea el ejemplo 4.8.1 
de la página 371 o más adelante, el ejemplo 8. 


Observación 2. La demostración del teorema muestra que es sencillo obtener A, como la ma- 
triz cuyas columnas son los vectores Te.. 


DEFINICIÓN Matriz de transformación 


La matriz A, en el teorema 1 se denomina matriz de transformación correspondiente a T' 
o representación matricial de 7. 


Nota. La matriz de transformación A, está definida usando las bases estándar tanto en E" 
como en R”, Si se utilizan otras bases, se obtendrá una matriz de transformación diferente. Vea 
el teorema 3 de la página 482. 


En la sección 5.2 se definieron la imagen, el rango, el núcleo y la nulidad de una transformación 
lineal. En la sección 4.7 se definieron la imagen, el rango, el espacio nulo y la nulidad de una 
matriz. La prueba del siguiente teorema es consecuencia del teorema 1 y se deja como ejercicio 
(vea el problema 44 de esta sección). 


TEOREMA 2| Sea A, la matriz de transformación correspondiente a la transformación lineal T. En- 
tonces 


im =m = Cy 


ii. p(T) = р(4,) 
jii. nu T = Na, 


iv v(T) = (A, 


ШЕШ Representación matricial de una transformación de proyección 


Encuentre la matriz de transformación А, correspondiente a la proyección de un vector еп K? 
sobre el plano xy. 


x х 1 1 0 0 0 0 
B Solución Aquí T| y |=| y |. En particular, T| 0|=|0|, 7|1|=|1|y7|0|=|0|. Así, 
2 0 0 0 0 0 1 1 
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100 x 1 0 0Jfx x 
A, =|0 1 O.Observeque 4| y|=|0 1 Oll у= yl. 
ооо 2 0 0 ojiz 0 
| EJEMPLO2 | Representación matricial de una transformación de ЕЁ? еп R* 
x= Y 
t + 
2 
Defina Т: еп E, por T| y |= А 
AX—y-z 
=х Fy +22 
Encuentre 4,, nu T, Im T, v(T) y p(T). 
1 1 0 L -l 0 
0 К 1 : 1 0 1 1 
B Solución т|о|= "E , y |0 |= . Así A, = 
2 -1 -1 2 =] =] 
0 0 1 
1 1 2 = 1 2 
Observe (a manera de verificación) que 
1-1 0 Xy 
X 
0 1| 1 ytz 
y |= 
2 ==] =1 2х=ў=@ 
2 
=1 1 2 =x+y+2z 


Ahora se calculan el núcleo y la imagen de 4. La forma escalonada por renglones de 


1. =1 0 1 =1 0 
0 1 | 0 1 : . 
es . Esta forma tiene tres pivotes, de manera que 
2.51. =l 0 0 I 
1 1 2 0 0 0 ya que p(4) + v(4) = 3 
р(А) = 3 y v(4)=3-3=0 
1 =1 0 
-t 0 1 1 
Esto significa que nu T = (0), Im T = gen NM MT) =0y p(T) = 3. 
-1 1 2 
MENTES Representación matricial de una transformación de E? en E? 
x 2x— у + 32 
Defina T: R 2 K? рог T| у |=| 4x—2y+6z |. Encuentre А, , nu T, Im T, v(T) y p(T). 
2 —6x +3у – 92 


1 2 0 -1 0 3 
E Solución Сото T|0|=| 4|, T|1|=| -2 y T|0|=| 6|setiene 
0 —6 0 3 1 =9 
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2 =1 3 

А„=| 4-2 6 

—-6 3 —9 

teorema 2 ii) 
2 
Del ejemplo 4.7.4 de la página 346, se ve que p(4) = p(T) = 1 e Im T = gen 4 
—6 


Entonces v(T) = 2. 


teorema 2 iii) 


Para encontrar N, — nu T, se reduce por renglones para resolver el sistema Ax — 0: 


2 2p 39 2-13][20 
4-2 6|0|——lo0 00]|0 
-6 3 -9 | 0 0 оо|о 


X 


Esto significa que | y | e N, si 2x — y + 3z = 0, o sea, y = 2х + 3z. Estableciendo primero 


2 


x = 1,2 = 0 y después x = 0, z = 1, se obtiene una base para N: 


13 (0 
nu T =N,=gen3|2|,/3 
0) (1 


| EJEMPLO4 | Representación matricial de una transformación cero 


Es fácil verificar que si T'es la transformación cero de R" — R”, entonces A, es la matriz cero de 
m X n. De igual manera, si T'es la transformación identidad de E > R", entonces А, = Г. 


MENTE Representación matricial de una transformación cero 


Se vio en el ejemplo 5.1.8 de la página 462, que si T es la función que rota a todo vector en PR? 


соѕӨ  —sen o] 


un ángulo 6, entonces 4, | B B 
sen cos 


Ahora se generalizará el concepto de representación matricial a espacios arbitrarios de dimen- 
sión finita. 


TEOREMA EJ Sean V un espacio vectorial de dimensión n, W un espacio vectorial de dimensión m y T: 
V ә W una transformación lineal. Sea B, = (у, v, - - . , v,) una base para V y sea B, = 
IW, W» ..., У} una base para W. Entonces existe una matriz única А, de m X n tal que 


(73), ALS) yy 2) 


Е 


DEMOSTRACIÓN 
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Observación 1. La notación (2) es la notación de la sección 4.8 (vea la página 366). Si 


с, с, 
€ €; 
xe WEE, Sex, ar еер Se OS ENOTES (px), — . Sea c = , entonces 4 с es un 
2 nn B, b ҮЛ 
Cc С 
п п 
а, а, 
m-vector que se denotará por d=| ? |. La ecuación (2) dice que (7х), =| ? |, es 
2 
decir : : 
d d 
m m 


IDX = Gii К 


m m 


Observación 2. Como en el teorema 1, la unicidad de A, es relativa a las bases B, y В,. 
Si se cambian las bases 4, cambia (vea los ejemplos 8 y 9, y el teorema 5). Si se usan las 
bases estándar, entonces esta 4, es la 4, de la definición 1. 


Sean ү = у. Tiv, = Y, DY, = у, Como y, e И se tiene que para i — 1,2; m 


уа, or GERE, e еее ат М) 


mi m’ 


Para algún conjunto (único) de escalares a,, 4, .. . „а „у se escribe 


а ар ae 
a a a 
ГЕ: 21 == p» == 
Fs, = & |2 (Y,)5, е рыш о (ry ES EN 
ml © am 


Esto significa, por ejemplo, que y, = аж, + а, у, + +++ + а w,. Ahora se define 


11 12 ln 

d. = а, а, а, 

а т а n2 СЕ 

Сото 

‚ 0 
0 | 0 
эе. кб O as (en 
0 1 
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se tiene, como en la prueba del teorema 1, 


i-ésima posición 


a a a 0 
11 12 ln 
0 
а а, а, eh 
== : ==, 2a |= 
A), = =| [262 
ал а а 0 
: GL. 
bd mi 
ал a e ы 0 
Si x está en V, entonces 
€ 
C, 
Coa =l 
С 
п 
y 
a, a5 Ar ci е, ar 412€, сЕ a 
EN NE NEC MEC E = aC + а, ct G4, 
оит ; : з : : : : 
ал an2 A Gru СЯ аа + 0,56; PLN e ri 
а а; а 
а 
= a lre 2 |е 2" 
1 o 2 n 
Oui an2 Cir 


zy, E) rese Oa 


De manera similar, Tx = Mer reh an sos sp) m ЛУ se ФГ аР оо оар у= 
ОУ, T Cya СУУ de manera que Л (ху = e y e r ENa ~ CO 
осу СЕ (ху КҮСЕ хх La pruebade la unicidad es 
exactamente igual que la prueba de unicidad en el teorema 1. 


El siguiente resultado es consecuencia del teorema 4.7.7 de la página 350, y generaliza el teore- 
ma 2. Su demostración se deja como ejercicio (vea el problema 45 de esta sección). 


TEOREMA a | Sean V y W espacios vectoriales de dimensión finita con dim V = n. Sea T: V ә W una 
transformación lineal y sea 4, una representación matricial de T respecto a las bases B, 
en V y B, en W. Entonces 


i. p(T) = р(4,) i. v(4) =v(4,) ii. v(4) + p(T) = n 


Nota. i) y ii) implican que p(4,) y v(4,) son independientes de las bases B, y B,. 
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| EJEMPLO6 | Representación matricial de una transformación de P, en P, 


Defina T: P, — P, por (Тр)(х) = xp (x). Encuentre A, y úsela para determinar el núcleo y la 
imagen de T. 


B Solución Utilizando las bases estándar В, = (1, x, x°} en P, y B, = (1, x, x?, x°} en P, se tiene 


0 0 0 000 
1 0 0 | _|1 00 
(TQ), 7 G2, 7| | о), 76, 7|. Y 60», 26, е L| AS е 0 
0 0 1 0 0 1 
0 0 0 
І 1 0 0 
Es evidente que р(4) = 3 y que una base рага К, es Ра е Por lo tanto, Im Т = 
0 0 1 
gen (x, x?, х3}. Como v(4) = 3 — p(4) = 0, se ve que nu T = (0). 


| EJEMPLO7 | Representación matricial de una transformación de P, en P, 


Defina T: P, — P, por T (a, + ах + ах + а) = a, + a,x?. Calcule A, y utilícela para encon- 
trar el núcleo y la imagen de T. 


B Solución Utilizando las bases estándar B, = (1, x, x^, x°} en P, y B, = {1, x, x°} en P, de inmediato 


0 1 0 0 
se ve que (T(), =|0 1, (TG), =|0), (TG?) =|0| y (TG), =|0 |, por lo que 
0 0 1 0 
0100 1 0 
A,=|0 0 0 0|.Esobvio que p(4) = 2 y una base para R,es4| 0 |, | 0 [+ de manera que 
0010 0 1 
а, 0 
а 
Im T = gen (1, х?}. Entonces, v(4) = 4—2 = 2, y si А, ! |=| 0 | entonces a, = 0 y a, = 0. 
a, 0 
a, 
1 0 
15 0 0 А 
Por Іо tanto a, y a, son arbitrarios y Р es una base рага №, de manera que (1, x°} es 
una base para nu T. 0 0 
0 1 


En todos los ejemplos de esta sección se ha obtenido la matriz A, utilizando la base están- 
dar en cada espacio vectorial. Sin embargo, el teorema 3 se cumple para cualesquiera bases en 
V y W. El siguiente ejemplo ilustra esto. 
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| EJEMPLO 8 | 8 Representación matricial relativa a dos bases no estándar en R? 


+ 1) (- 
Defina Т. K? > Ё por JH - 6 | Usando las bases B, = B, = \ | | >) calcule A.. 
y ху zx 


s% . 1 = -1 1 — 
B Solución Se tiene T = Y yT 2 = . Como | =—6 =2 ? , Se encuentra que 
—1 2 2 =5 2 —1 2 
0 —6 —1 1 — -1 1 
= . De manera similiar =17 +6 i por lo que "d . Así 
2a v -5 -1 2 si i6 
—6 17 р -4 А І = 
А -f j Para calcular, por ejemplo, Т | И primero se escribe | 
- - - -4 -4 -13 
3 , de manera que A s . Entonces | T | | = | | = | - 
2 1% —3 7 x T " -3 
A Б, = a . Por lo tanto, T = = 27 : +8 E: = : : 
=2 6 =3 8 7 =1 2 =11 


—4 —4 +7 3 . , 
Observe que j| И = » _ т = " | lo que verifica los cálculos. 


XA += 

KA 
Il 
| 
— 
чә 

е 
| 

Rh = 

NÚ<=A 
| 
чө 


Para evitar confusión, a menos que se establezca de forma explícita algo distinto, siempre se 
calculará la matriz A, respecto a la base canónica.' Si T: V — V es una transformación lineal y 
se utiliza alguna otra base B, entonces se hará referencia a 4, como la matriz de transformación 


: . —6 17 . 
de T respecto a la base B. Así en el último ejemplo, 4, -( | es la matriz de transforma- 


1 —3 
ción de T respecto a la base \ {'\ | 2); 


Antes de terminar esta sección, debe responderse una pregunta obvia. ¿Para qué molestar- 
se en utilizar otra base que no sea la estándar cuando los cálculos son, como en el ejemplo 8, 
bastante más complicados? La respuesta es que con frecuencia es posible encontrar una base 
B* en №" para la que la matriz de transformación respecto a B* es una matriz diagonal. Es muy 
sencillo trabajar con matrices diagonales, como se verá en el capítulo 6, y existen muchas ven- 
tajas al escribir una matriz en forma diagonal. 


| EJEMPLO 9 | La representación matricial de una transformación lineal 


respecto a dos bases no estándar en E? puede ser diagonal 


12x+10 
Defina T: R > E? por T (7) -( í | Encuentre A, respecto a las bases B, = B, = 


OU. 


n 2 
* Esto es, en cualquier espacio en el que se haya definido la base estándar. 


B Solución 


TEOREMA E 
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AO == AAA 
(JA Al me 2) 


Existe otra forma de resolver este problema. Los vectores | i y | : se expresan en 


términos de la base estándar S QC): Esto es | l = (a) «c y | | A 
0J11 =1 0 1 =3 0 


+ als) Entonces la matriz A — | 


2 . i 
es la matriz cuyas primera y segunda columnas 
representan las expansiones de los vectoresen B en términos de la base estándar. A partir del pro- 


3 2 А аа 
| | es la matriz de transición de Sa 
B,. De manerasimilar, la matriz de А es la matriz de transición de B, a S (vea el problema 4.8.44, pá- 
gina 378). Ahora suponga quex está expresada en términos de B,. Entonces Ax es el mismo vector 
12 
—15 
escrita en términos de S. Por último, como se busca T( Ax) en términos de B, (ése era el problema), 
se premultiplica por la matriz de transición A~! para obtener (Тх), = (4! CA)(x),,. Es decir, 


«eem os o 3x 36 3€ 3) 


como antes. Este resultado se resume a continuación. 


cedimiento descrito en la página 371, la matriz A^! = | 


; В 1 : 
ahora escrito en términos de S. Sea C = | | . Entonces CAx = Т(Ах) es la imagen de Ах 





Sea T: R > R” una transformación lineal. Suponga que C es la matriz de transfor- 
mación de T respecto a las bases estándar 5 y 5 en R” y R”, respectivamente. Sea A, 
la matriz de transición de B, a la base 5 en K" y sea A, la matriz de transición de В, a 
la base S, en R”. Si A; denota la matriz de transformación de Т respecto a las bases B, 
y B,, entonces 


(3) 





En el ejemplo 9 se vio que al observar la transformación lineal T respecto а la nueva base, la 
matriz de transformación A, resulta ser una matriz diagonal. Se regresará a este procedimiento 
de “diagonalización” en la sección 6.3. Se observará que dada una transformación de E" en E", 
con frecuencia es posible encontrar una base B tal que la matriz de transformación de Т respecto 
a B es diagonal. 
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Figura 5.5 


Dos expansiones: 


a) Se comienza con este 
rectángulo. 


b) Expansión en la direc- 
ción de x con c = 2. 


C) Expansión en la direc- 
ción de y con c — 4. 


Transformaciones lineales 


GEOMETRÍA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES DE R? En R? 


Sea T: K?— R una transformación lineal con representación matricial 4, Ahora se demostra- 
rá que si А „ез invertible, entonces T se puede escribir como una sucesión de una o más trans- 
formaciones especiales, denominadas expansiones, compresiones, reflexiones y cortes. 


EXPANSIONES A LO LARGO DE LOS EJES X O Y 


Una expansión a lo largo del eje x es una transformación lineal que multiplica a la coordenada 
x de un vector en Ё? por una constante c > 1. Esto es 


os) 
emones 7 y) (5) vr) (5) temen mesi (5 1) me 
¡AAA 


De manera similar, una expansión a lo largo del eje y es una transformación lineal que multi- 


+ N X Cx 
plica la coordenada y de todo vector en Ё? por una constante c > 1. Como antes, si T | | = | ) 
» y 


: led 1 0 1 0\(х x 
entonces la representación matricial de T'es A, — f | de manera que f || | -( | 
с су) Lo 


y y y 
(0, 8) (3, 8) 
(0, 2) (3, 2) (0, 2) (6, 2) 
X х х 
01 (3,0) 0 (6, 0) 01 (3,0) 
a) ) с) 


Ь 


COMPRESIÓN А LO LARGO DE LOS EJES X O Y 


Una compresión a lo largo de los ejes x o y es una transformación lineal que multiplica a la co- 
ordenada x o y de un vector en Ё? por una constante positiva с < 1. La representación matricial 
de una compresión es la misma que para una expansión, excepto para la compresión 0 < c < 1, 
mientras que para la expansión c « 1. En la figura 5.6 se ilustran dos compresiones. 


Figura 5.6 

Dos compresiones: 

a) Se comienza con este 
rectángulo. 

b) Compresión a lo largo 
del eje x соп c = i 

C) Compresión a lo largo 


А 1 
del eje x con с = 7. 


Figura 5.7 

Reflexión de un vector en 

F respecto a la recta 

x=y: 

a) (2, 5) se obtiene refle- 
jando (5, 2) respecto a 
la recta y = x. 


b) (1, —4) se obtiene refle- 


jando (—4, 1) respecto 
alarecta y — x. 
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y 
(0, 3) (4,3) 
X 
? (4, 0) 
a) b) c) 
REFLEXIONES 


Existen tres tipos de reflexiones que serán de interés. En el ejemplo 5.1.1 de la página 458 se vio 


q ue la tr ansformación 
y y 


refleja al vector en K? respecto al eje x (vea la figura 5.1). En el ejemplo 5.1.6 de la página 461, 


se VIO que la transformación 


refleja al vector en K? respecto al eje y (vea la figura 5.2). Ahora 
1 0\/ x [x —1 O\/x Ns: 
0 —1) y =ў d 0 1Jly y 


. "T : . -1 
j es la representación matricial de la reflexión respecto al eje x y | ) { 


| 1 
de manera que i 


es la representación matricial de la reflexión respecto al eje y. Por último, el mapeo T | | = Н 
y X 


que intercambia x y y, tiene el efecto de reflejar un vector en K? respecto a la recta x — y (vea 
la figura 5.7). 





a) b) 
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Figura 5.8 

Dos cortes a lo largo del 

eje x: 

a) Comenzamos con este 
rectángulo. 


b) Corte a lo largo del eje 
xconc = 2. 


C) Corte a lo largo del eje x 
conc = —2. 


Transformaciones lineales 





: 1 0 0 1 . - 
Si (t = C ) entonces Т A = И УТ | y = б de manera que la representación matricial 
y X 


T . 0 1 
de la transformación lineal que refleja a una vector en K? respecto a la recta x = yes A = f | 


CORTES 


А З? х А 
Un corte а lo largo del eje х es donde una transformación que toma al vector | | y lo convierte 
x -t cy Е i : 
en un nuevo vector , donde c es una constante que puede ser positiva o negativa. En la 
y 


figura 5.8 se ilustran dos cortes a lo largo del eje x. 


; 1 1 0 0+с:1 
Sea Тип corte а Іо largo del eje x. Entonces г) = A y e -( | = И ае та- 


{ 2 1 . 
nera que la representación matricial T'es D 3l Por ejemplo, en la figura 5.85, c — 2, así 


- ov ]x-« 


lo =2 
En la figura 5.8c, с = —2. Así, A, f; ) 


3 = 
2 
0 == 
2 
3 1—2 3 a f ЖОР ; 
Observe que 4, fa) = f al | = | Es decir, un corte a lo largo del eje x deja sin cambio 


3 
0 
a los vectores con coordenada y igual a cero. 


1 — 
А, 
0 1 
1 —2 
А, 
0 1 
. ik X , 
Un corte a lo largo del eje y es una transformación que toma a un vector | | y lo convierte 
y 


X Р 5 
en un nuevo vector | ‚ donde сез una constante que puede ser positiva o negativa. En la 
y + сх 


figura 5.9 se ilustran dos cortes a lo largo del eje y. 
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Figura 5.9 
Dos cortes a lo largo del 
eje y: y 
a) Se comienza con este 
rectángulo. 


b) Corte a lo largo del eje 
усопс = 3. (0, 4) (1, 4) 


C) Corte a lo largo del eje y 
conc = —3. 





9| 1,0) 
a) b) c) 


Si Tes un corte a lo largo del eje y, entonces 
1 1 
T = y T 0 = 0 
0 с 1 1 


| | Por ejemplo, en la figura 5.95, c = 3, así 


c 1 


«3» eH X) 


En la figura 5.9c, c — —3, así 


RO 


Observe que 4, -(2 | : Н -|) Esto es, los cortes a lo largo del eje y dejan sin 


o 


de manera que 4, = | 


4) \—з 14) la 
cambio a los vectores con coordenadas x igual a cero. 
En la tabla 5.1 se resumen estos tipos de transformaciones lineales. 


Tabla 5.1 Transformaciones lineales especiales de R’ en IR? 














Transformación Representación matricial de la transformación A, 
-z А e (0 
Expansión а lo largo del eje х NS 1 
т 5 1 0 
Expansión а lo largo del eje y m Р” 1 
0 
0 1 





кә 
© 


Compresión a lo largo del eje y 20 e El 


0 


су 





© 
j= 


Compresión a lo largo del eje x [. 


| 
me 
| 
| 


Reflexión respecto a la recta y = x 10 
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Transformaciones lineales 


Tabla 5.1 Transformaciones lineales especiales de R en E? 


(continuación) 





Reflexión respecto al eje x 


1 0 
() il 





Reflexión respecto al eje y 





Corte a lo largo del eje x 


O) 
0 1 
c 


| 
| 
0 





Corte а Іо largo del eje y 


@ 


En la sección 1.10 se estudiaron las matrices elementales. La multiplicación de una matriz 
por una matriz elemental tiene el efecto de realizar una operación elemental con renglones en 
esa matriz. La tabla 5.2 enumera las matrices elementales en R. 











Tabla 5.2 Matrices elementales en K? 























Operación elemental Matriz 
con renglones elemental Ilustración 

CANO CON AA rens c 
Е 0 1 o iz №) (е w 

п 0 п Os xx (е y 
К, p cR, Ü e (- cJ wW p CZ су 

le Еа area 
и @ i o ijz w z w 

l ( ONE sew à? y 
R, >R, + cR, c 1 e f w ETE MIA 

ЕЕ: 0 1 0 ix y) (= w 

E m R, i o 1 olz w) lx y 

















Toda matriz elemental E de 2 X 2 es uno de los siguientes: 


TEOREMA E 


i. La representación matricial de una expansión a lo largo del eje x o y 
ii. La representación matricial de una compresión a lo largo del eje x o y 
iii. La representación matricial de una reflexión respecto a la recta y = x 
iv. La representación matricial de un corte a lo largo del eje x o y 

V. La representación matricial de una reflexión respecto del eje x o y 


vi. El producto de la representación matricial de una reflexión respecto al eje x o y y la 
representación matricial de una expansión o compresión. 


Im DEMOSTRACIÓN Se hará referencia a las tablas 5.1 y 5.2 


О, Ésta es la representación matricial de una expan- 
Caso І: zn | c>0 


sión a lo largo del eje x si c > 1 o una compresión a 
lo largo del eje x s10 < c « I. 
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Caso 2: к-[ | с<0 


=] 


Caor U ge i Entonces Ё - О 


| que es la representación ma- 
tricial de una reflexión respecto al eje y. 
Caso 25: c<0,c%4—1 Entonces —c>0y 
E- € @ m =l Que 0 
0 1 0 1 y 
que es el producto de la representación matricial de una reflexión respecto al eje y y la repre- 
sentación matricial de una expansión (si —c > 1) а lo largo del eje x. 


IO А К : 
Casos: H | | c>0 Lo mismo que el caso 1 con el eje y en lugar del eje x. 
C 
X 0 . S А 
Caso A: ве б MEC) Lo mismo que el caso 2 con los ejes intercambiados 
C 
Cmos P= l c Ésta es la representación matricial de un corte a lo 
0 1 largo del eje x. 
COS MES 1 0 Ésta es la representación matricial de un corte a lo 
e i largo del eje y. 
GUB Ж zb | Ésta es la representación matricial de una reflexión 
1 0 respecto a la recta y = x. 


En el teorema 1.10.3 de la página 126, se demostró que toda matriz invertible se puede ex- 
presar como el producto de matrices elementales. En el teorema 6 se demostró que toda matriz 
elemental en K? se puede expresar como el producto de representaciones matriciales de expan- 
siones, compresiones, cortes y reflexiones. Por esto, se tiene el siguiente resultado 


TEOREMA Sea T: K? > E? una transformación lineal tal que su representación matricial es inver- 
tible. Entonces T se puede obtener como una sucesión de expansiones, compresiones, 
cortes y reflexiones. 


Nota. De acuerdo al teorema de resumen de la página 353, 4, es invertible si y sólo si р(4,) = 
2. Pero según el teorema 4, р(4,) = p(4). Esto significa que 4, es invertible respecto a todas las 
bases en K? o no es invertible respecto a alguna. 
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| EJEMPLO ' DN Descomposición de una transformación lineal en PR? en una sucesión 


de expansiones, compresiones, cortes y reflexiones 


. Р T e 1 2 
Considere la transformación T: K? — Е con representación matricial 4, = E | Usando 


la técnica de la sección 1.10 (vea el ejemplo 3 de la página 127), 4, se puede escribir como el 
producto de tres matrices elementales: 


BELLI Р 


Ahora 
1 0 І 
{ J representa un corte a lo largo del eje y (con c = 3) 
1 2 А 
f j representa un corte a lo largo del eje x (con c = 2) 
1 0| |] 0\1 0 representa una expansión a lo largo del eje y (con c = 2) 
0 -2 0 —-140 2 seguida de una reflexión respecto al eje x. 


Así, para aplicar Ta un vector en E^, se tiene que 
i. Cortar a lo largo del eje x con c = 2. ii. Expandir a lo largo del eje y con c = 2. 
iii. Reflejar respecto al eje x. iv. Cortar a lo largo del eje y con c = 3. 
Observe que estas operaciones se realizan en el orden inverso en que se escriben las matrices 
en (4). 


Para ilustrar esto, suponga que v — | | 


Entonces 


Usando las operaciones i) a iv) se tiene que 


b om GE t C CI 
mp GHI Án GERD 


En la figura 5.10 se bosquejan estos pasos. 
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Figura 5.10 y 


Descomposición de la 
transformación lineal 


(Jr 4) 











en una sucesión de cortes, 0 s 
expansiones y reflexiones: (3, —2) 
a) Se comienza соп ese 
vector. 
b) Vector obtenido por el 
corte a lo largo del eje x a) " ә 
con c = 2. 
C) Vector obtenido al 
expandir a lo largo del y y 
ејеусопс = 2. 
а) Vector obtenido al refle- (— 1, 4) 
jar respecto al eje х. 
e) Vector obtenido por el El, 1) 
corte a lo largo del eje y 0 х 0 * 
con c = 3. 
d) e) 
AUTOEVALUACIÓN 
X Z 
І. Si Т: K? 5 ЕЁ es la transformación lineal T| y |=| —x |, entonces А, = 
2 y 
OO ORE 1 0 0 0 04 
а) |0 ~ i DRE RORO CI OO d| 010 
1 0 0 0 0 0 1 = 00 0 
Il. representa(n) una expansión a lo largo del eje y. 
1 1.0 
2 0 — 0 1 0 
a) b) |2 c) d) 1 
0 1 ( 2 O = 
0 1 2 
Ш. representa(n) una expansión а lo largo del eje х. 
dj — b) 1 0 0 ES 
0 1 й =1 0 1 
1 1 0 
1 = 1 0 
d) 3 e) | | Ag А 
0 1 J 


De los problemas 1 al 38 encuentre la representación matricial A, de la transformación lineal T, 
nu T, Im T, v(T) y p(T). A menos que se especifique otra cosa, suponga que B, y B,son bases 
canónicas. 
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Transformaciones lineales 
T: R ET 


1 ngog r|*|-| 72 2. 
y —xt y 


3. T: R> 0; Т(х)= 





s T R> r| || 7t 6. T: R> R; T|” 
y cx + dy y 
x y esa x 
7. T: R — R; T| у |= | Зх +у +42 8. Т. R> R; T| y 
2 5х — у +8z Z 
х= у +22 +3у 
9. TR; T|” |=| y+4z+3w| 10. T>; T|” 
t х + 62 + 6w 2 
w w 








X 


y 


| 


0 


tb 
11. T: R — EK; T id, 
cy t dz 
2 1 3 
12. Т. R>R T eene i ¿BB = > 
y 2x+ y -2 2 
4x — e] 4 
13. Т. Ю?— RP? Т a 4 B = В, = , 
y 3x +2у 1) 43 
T] atya 
14. TE! S E T| y | bd 2 
y = 32 
2 
1 1 1 1 
В, = 0 , 1 Й 1 T | 
1 0 1 
х= у 1 
2 3 * 2 1 
15. ТЮ R’; Т =| 2x +y |; В = 17415 ;В,=+|—1|, 
y 
y 0 


16. T-P, >P; Ta + ах + а?) =a ax + ар? 
17. ТЮР; Та) = a + ax + аж? + axi 
18. T: P, 5 R; Tía, + ax + a, + ax) = a, 


19. T: P, >P;Tla, + ахта t ax) — (a, + a)x — a, 





. i "MS E 3 ау — 4 2 
20. T: P, P; Pla, + ax + ay? + ax + ax?) = ах + ар? + а, 


(4 > ч 
ы, 

2х 

—х 4. Т. 0° 02; T у y 


x= yw z 
=2х+=2уў==22 


х+у 
=y Fý 
=% + 2y + z 


Ax —4y —2z 
—3x +6y + 32 


x= y+22+ w 
=% + z+2w 
x—2y+5z+4w 


Ax ysbo z= w 


Carcuro] 
Carcuro] 
[Carcuro] 
[CALcuLo] 


CÁLCULO 
CÁLCULO 
CÁLCULO 





CÁLcuLO 





CÁLCULO. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 


27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


*40. 


41. 


42. 


43. 
44. 
45. 
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T: P, —> P; T(a +t ax + ax? + ax’) = (a — a; + 2a, + 3a) + 
(a, + 4a, + За,)х + (a, + 6a, + 5a)x? 


22° 


— b+2c+ d — +2с+2 
ТМ, MT а Ь _|а с d —a с а 
c d a=2b+5c+4d 2a=b+ с- d 


a . 2 3 A = 3 
T: P, P5 Pla, + ax + ax + ay? + ax?) = a + ax 


TM, MT a b Е а+Ь+с+а a+b+c 
с а a+b a 


T. Р,—> P5 Т|р(х)] = хр); B, = {1, х, 2); B, — 11, (1 +), (1 +9 (1 + xy) 


T: P, P5 Tp(x) = хр(х) + р(х); В, = {1,х„?}; B, = (1, (x — 1), 
(x — DG — 2, (x — D(x - 2x - 3), 


D: P,—> Р, Dp(x) = px) 





T: P, > P; Tp (x) = хр'(х) = р(х) 

D: P, P, 4; Dp(x) = р'(х) 

D: P,— P4 Dp(x) = p'(x) 

D: P, —> P; Dp(x) = р) + 2p'(x) + р(х) 

T: P,— P4 Tp(x) = p'(x) + xp'(x)  2p(x) 

D: P,— P, y Dp(x) = р®(х) 

T: P, — P5 Tp(x) = хр (х) + xpe- D(x) + +++ xp'(x) + р(х) 
ЛР, E: = | рф) dx 


J: P 02р = | POP dx 


a 
T: R — P; T| b =a + bx + cx’ 


e 


Defina T: М, — M, por TA = А'. Encuentre А, respecto a las bases canónicas en М, у 


mn 


nm" 


"m 
Defina T € € рот") | id 
y 


. Encuentre А... 
то Е T 


Sea V = gen (1, sen x, cos xj. Encuentre A4,, donde D: V — V está definida por Df(x) = 
f'(x). Encuentre imagen D y nu D. 


Conteste las preguntas del problema 41 dado V = gen fe*, xe, x?e*]. 
Defina T: € — € por Tx = proy, x, donde Н = gen((1/ A 2)(1, i)j. Encuentre A,. 
Demuestre el teorema 2. 


Demuestre el teorema 4. 
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De los problemas 46 al 53 describa en palabras las transformaciones lineales Т: R — E? que 


tienen la representación matricial A.. 


10 
46. A, = S 47. A, = 1 
0 1 0 - 
4 
г 1 0 

50. A, = 51. A, = 
* f Jj à 51 


1 0 {2 

48. A,= 49. A,= 
ea) li 
10 

52. A,= 
att 


ал00) 


En los problemas 54 al 63 escriba la representación matricial de 2 X 2 de la transformación 
lineal dada y bosqueje la región obtenida al aplicar esa transformación al rectángulo dado. 


54. Expansión a lo largo del eje y con c = 2 


55. Compresión a lo largo del eje x con c = - 


56. Corte а lo largo del eje х con с = —2 


57. Corte a lo largo del eje y con c = 3 


58. Corte a lo largo del eje y con c = - 


59. Corte a lo largo del eje y con c = l 


сл 


y 


(0, 2) (5, 2) 
X 
0 (5, 0) 
y 
(—3,4) (0, 4) 














(=3, 0) 0 
y 
(22, 2) (3,2) 
0 X 
(-2, -1) (3, —1) 
y 
(22, 1) (1, 1) 
X 
0 
(2, —4) (1, —4) 











y 
(=1, 3) 
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60. Reflexión respecto al eje x 





61. Reflexión respecto al eje y 





62. Reflexión respecto a la recta y = x 





63. Reflexión respecto a la recta y = x 





De los problemas 64 al 71 exprese cada transformación lineal con matriz de transformación 
dada А, como una sección de expansiones, compresiones, reflexiones y cortes. 


2 -1 32 0 -2 з 6 
€. 47i. gj €4-7|14] 9^7. 4 67. Ap= |, , 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 
lL. b) ll. c) Ш. c, d) 
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M 








En los problemas de esta sección se hace referencia al archivo grafics/grafics] de MATLAB; еп 
la suposición de que trabajó los problemas de MATLAB 5.1. 


1. Considere el rectángulo en la figura 5.8a). Desarrolle una matriz de puntos y líneas para 


éste. 
a) Sea T' la transformación que expande a lo largo de eje y por un factor de 3 y comprime a 
; 1 iy ss 
lo largo del eje x por un factor de > Encuentre su representación matricial y, sobre los 


mismos ejes, grafique el rectángulo original y su imagen transformada usando el archivo 
graficslgraficsl. 

b) Utilizando las representaciones adecuadas y el archivo grafics/graficsl, reproduzca las 
imágenes de las transformaciones de corte en las figuras 5.85) y 5.8c). 


c) Con la representación matricial correcta y el archivo grafics/grafics!, en los mimos ejes 
coordenados, grafique el rectángulo original y la imagen después de aplicar una transfor- 
mación de corte a lo largo del eje y con c = —2. 


. La representación matricial de una composición de transformaciones lineales es el producto 


de las representaciones matriciales de las transformaciones individuales en el orden adecua- 
do. Si T: K? > K? con representación matricial А y S: R? — RP? con representación matricial 
B, entonces 7(S(x)) = ABx. 


a) (Lápiz y papel) Encuentre la matriz R que representa la rotación positiva (sentido con- 
trario a las manecillas del reloj) alrededor del origen, un ángulo x/2 y la matriz E que 
representa la expansión a lo largo del eje x por un factor de 2. 


b) Introduzca las matrices de puntos y líneas para la figura dada en el problema 1a) de 
MATLAB 5.1. Haciendo uso del archivo graficslgrafics1, en los mismos ejes grafique la 
figura, la imagen de la figura después de rotar primero y luego expandir, y la imagen de 
la figura después de expandir primero y luego rotar. Utilice un color diferente y (símbolo 
para el punto) para cada gráfica. Necesitará la instrucción hold on después de cada lla- 
mada a graficslgrafics1. Tendrá que ajustar el parámetro M al llamar grafics hasta que 
las tres figuras se ajusten correctamente en la pantalla. No guarde esta gráfica. Lo que 
importa es encontrar la M adecuada (si utiliza la función grafics! no es necesario el pro- 
cedimiento para ajustar el valor de M, la función selecciona un valor de M adecuado). 

Con esa M encontrada, en el mismo conjunto de ejes, grafique la figura y la imagen 
de la rotación primero y después la expansión. Etiquete esta gráfica, asegurándose de 
decir qué imágenes se graficaron [utilice la ayuda para explorar los comandos title(título), 
xlabel(etiqueta x) y ylabel(etiqueta y)]. Repita para la figura y la imagen con la expansión 
primero y la rotación después. 

Describa la comparación entre las dos gráficas. Explique cuando menos una caracterís- 
tica de la geometría de las gráficas que permita conocer qué tipo de transformación se 
realizó primero. 


© 


3. Proyecciones 


Sea v un vector en R con longitud 1. Sea T: E* — Ё' dada рог 


T(x) = ргоу х = (v : x)v 
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а) (Lápiz y papel) Demuestre que T'es lineal. Demuestre que la representación matricial, P, 
de T (respecto a la base canónica), está dada por 
Р = (уу VN c0 УУ) 


Aquí v, se refiere a la componente і de v. Recuerde que se ha supuesto que v tiene lon- 
gitud 1. 


b) Suponga que v es un vector de longitud 1 en K? dado por v = (1 0). 


i. Utilice el archivo grafics/grafics! para encontrar la matriz P que representa la proyec- 
ción sobre v. Introduzca las matrices de puntos y líneas del problema la) de MATLAB 
5.1. Sobre el mismo conjunto de ejes, grafique la figura original y la imagen de la fi- 
gura después de aplicar la transformación P Use colores y/o símbolos distintos. Para 
cada punto clave en la figura original, identifique el punto de su imagen después de 
aplicar la transformación. Haga lo mismo para dos de los segmentos de recta de la 
figura original. 


ii. (Lápiz y papel) Utilice P para encontrar una base para el nücleo y la imagen de la 
transformación. Describa la forma en que la geometría de la proyección sobre v expli- 
ca estos resultados. 


c) Repita las instrucciones del inciso b) para el vector v de longitud 1 en la dirección de 
ү = (1 1)' (рага encontrar v, divida w entre su longitud). 


d) Repita las instrucciones del inciso 5) para el vector v de longitud 1 en la dirección de 
w=(-1 1) 


e) Repita los incisos b) a d) para una figura creada por usted. 


. Reflexiones 


Sea v un vector en K? de longitud 1. La transformación que refleja un vector dado x en R? 
a través de la recta determinada por v es una transformación lineal. Por lo tanto, tiene una 
representación matricial. Se llamará F a esta representación. 


a) (Lápiz y papel) Explique por qué 2proy, x = x + Fx, utilizando el siguiente diagrama. 
Con esto, dé un razonamiento de por qué F = 2P — I, donde P es la representación ma- 
tricial de la proyección sobre v е Z es la matriz identidad de 2 X 2. 


recta determinada 
,^ рогу 





b) Encuentre la matriz F, como en el análisis anterior, representando la transformación de 
la reflexión al otro lado del eje x. Aquí v = (1 0). 

Utilice la matriz de puntos y líneas del problema 1а) de MATLAB 5.1 y el archivo 

graficslgrafics] para dibujar, en los mismos ejes, la figura original y su imagen después de 
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aplicar la reflexión dada. Para cada punto clave en la figura original, identifique su ima- 
gen bajo la transformación. Haga lo mismo para dos segmentos de recta de la figura ori- 
ginal. Verifique que las imágenes son las reflexiones dadas de los segmentos originales. 


c) Repita las instrucciones del inciso 5) para la reflexión respecto a la recta y = —x. Aqui el 
vector v es el vector de longitud 1 en la dirección de w = (—1 1). 


d) Repita los incisos b) y c) para una figura creada por usted. 


5. Cree un diseño o una figura usando una o dos figuras originales y aplicándoles varias trans- 
formaciones. Utilice grafics/grafics1 y la instrucción hold on (necesitará dar el comando hold 
on después de cada llamado a grafics/graficsl). 

Si grafica una figura transformada que decide desechar, la puede “borrar” volviendo 
a graficarla usando la opción de color ‘w’, que es el color del fondo de la figura, al llamar 
graficslgerafics1. Un problema, sin embargo, es que puede borrar partes de las líneas de otras 
figuras que sí quiera conservar. De ser así, simplemente vuelva a graficar las que quiera con- 
servar que fueron afectadas. 

$1 desea trasladar una figura a unidades en la dirección x y b unidades en la dirección y y 
tiene n puntos, utilice la matriz de puntos dada por newpts = pts + [a*ones(1,n); b*ones(1,n)], 
donde pts es la matriz de puntos original para la figura. 


6. Sea T: R > K* una transformación lineal definida por 


1 3 2 2 

T 0|. “ү т! 7} | 0 
3 7 4 6 
=1 2 3 =2 
3 1 4 5 

T 25. к]! т|2|— 1 
0 1 1 17 
=2 4 1 —10 


a) Verifique que el siguiente conjunto (v, у,, V} V,} es una base рага № y por lo tanto T está 


з» 14 
bien definida. 

2 3 4 

—1 2 2 

N > 0 » 1 

— 3 —2 1 


b) Encuentre la representación matricial, C, de T respecto a las bases canónicas. Recuerde 


que necesita encontrar 7(e) para i = 1, ..., 4 y que T(e) es una combinación lineal de 
Uv). .... Т(у,)), donde los coeficientes de las combinaciones lineales son las coordena- 
das de e, respecto a la base (v,, v, v, V,)- 


c) Sea А Іа matriz [у, v, v, v,] y sea Bla matriz cuyas columnas son los lados derechos de 
las igualdades en la definición de 7; es decir, 
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3 2 1 5 
-1 0 —1 1 
7 6 1 17| 
2 —2 4 —10 
Verifique que la representación matricial, C, de la transformación T satisface С = BA”! Ex- 


plique por qué esto es cierto usando los conceptos de coordenadas y matrices de transición. 


d) Usando C, encuentre una base para el núcleo y la imagen de 7: 


7. Sea T: IR? > K? una transformación definida por una rotación negativa de т/4 respecto al ori- 
gen, después una expansión a lo largo del eje x por un factor de 2 y una expansión a lo largo 
del eje y por un factor de 3, seguidas de una rotación positiva de т/4 respecto al origen. 


a) Encuentre la representación matricial de T respecto a la base canónica. 


b) Encuentre la representación matricial de T respecto a la base. 


^) C) 


c) Explique la manera en la cual se puede describir la geometría de T únicamente en térmi- 
nos de expansiones en ciertas direcciones. 


ЕЯ ISOMORFISMOS 


En esta sección se introduce una terminología importante y después se demuestra un teorema 
que muestra que todos los espacios vectoriales de n dimensiones son “en esencia” el mismo. 


DEFINICIÓN a Transformación uno a uno 


Sea T: V —> W una transformación lineal; entonces T es uno a uno, escrito 1-1, si 


Tv, = Tv, implica que v, = v, a) 


Es decir, Tes 1-1 si y sólo si todo vector w en la imagen de Tes la imagen de exactamente 
un vector de V. 


Nota. Una transformación 1-1 se llama también inyectiva. 


TEOREMA Sea T: У—› W una transformación lineal. Entonces Tes 1-1 si y sólo si nu T = {0}. 


8 DEMOSTRACIÓN Suponga que nu Т = {0} y Tv, = Tv,. Entonces Tv, — Ту, = T(v, — v,) =0, lo que signi- 
fica que (v, — v,) € nu T = {0}. Así, v, — v, = 0, por lo tanto, v, = у,, lo que muestra que 
T es 1-1. Ahora se probará que si Tes 1-1, entonces nu Tes 1-1, entonces nu T = {0}. 
Suponga que Tes 1-1 y ve nu T. Entonces Ту = 0. Pero también T0 = 0. Así, como T 
es 1-1, v = 0. Esto completa la prueba. 
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| EJEMPLO1 | Una transformación 1-1 de E? en E? 


— 1 —1 
Defina T: R > K? por T * |=| * 7 | Es sencillo encontrar A, = y P(4,) = 2; así, 
y 2x— y 2 1 


v(4,) =0yN,, — nu T = (0j. Por lo tanto Tes 1-1. 


| EJEMPLO 2 | Una transformación de ЕЁ? en Е? дие no es 1-1 


— ] —1 
Defina T: R — E? por T * |=| % Y] Entonces A, = , PLA) = 1 y v(A4,) = 1; por 
y 2x +2y 2. 2 


1 0 
lo tanto, v(T) = 1 y Tno es 1-1. Observe, por ejemplo, que В =0= го) 


DEFINICIÓN E Transformación sobre 


Sea T: V — W una transformación lineal. Entonces se dice que T es sobre W o simple- 
mente sobre, si para todo w e W existe cuando menos una v e V tal que 7v — w. Es 
decir, T es sobre W si y sólo si Im T = W. 


Nota. Una transformación sobre se denomina también suprayectiva. 


| EJEMPLO 3 | Cómo determinar si una transformación es sobre 


En el ejemplo 1, p(4,) = 2; entonces Im T = K? y T es sobre. En el ejemplo 2, р(4,) = 1 e 


1 
Im T = e) + K^, por lo tanto, T no es sobre. 


TEOREMA El Sea T: V —^ W una transformación lineal y suponga que dim V = dim W = n. 


i. Si Tes 1-1 entonces T'es sobre. 





ii. Si T'es sobre, entonces T'es 1-1. 


DEMOSTRACIÓN Sea A, una representación matricial de T. Entonces si T 1-1, nu T = (0; y v(4,) = 0, 
lo que significa que p(T) = p(4,) = n — 0 = n de manera que Im T = W. Si T es sobre, 
entonces p( 4.) = n, por lo tanto v(T) = v(4,) =0 y T'es 1-1. 








TEOREMA EJ Sea T: V — W una transformación lineal. Suponga que dim V = n y dim W = m. En- 
tonces 
i. Sin >m, Tno es 1-1. 
ii. Si m > n, T no es sobre. 

DEMOSTRACIÓN І. Sea (Y, V, . - -, Y, y una base para V. Sea уу = Tv para = 1, 2, ..., n y observe el 


conjunto 5 = (w,, w,,..., №}. Como m = dim W < n, el conjunto S es linealmente 
independiente. Así, existen escalares, no todos cero, tales que cw, + cw, + · + 
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cw, = 0. Sea y = cv, + cv, + +: + сү. Como los elementos v, son linealmente 
independientes y como no todos los coeficientes c, son cero, se ve que v = 0. Pero Ту 
A O E аР арр 
c w, = 0. Por lo tanto, v e nu Ty nu T2 (0). 

ii. Sive V, entonces v = ау, + av, + --- + ау para algunos escalares а, 4,, ..., a, y 
IN=a Ту La Tv += a IN =4aw, dw 5 гам, Аз, ТУ Үү... ‚у 
= (Tv,, Ту,, Ту } genera a la imagen de T. Entonces, del problema 4.6.34 de la página 
346, p(T) = dim Im T < n. Como т > n, esto muestra que Im T + W. Entonces T no 
es sobre. 


| EJEMPLO 4 | Una transformación de E? en E? no es 1-1 


1 2 3 


X 
Sea T: K? — E? dada por T| у |= 
> 4556 


| y |. Aquí п = 3 у m = 2, de manera que T no es 
2 
1-1. Para ver esto, observe que 
-1 =] 2 2 
"5 4 2 ; | (sr E 4 2 i E: «(3 
0 4 5 6 0 6 3 4 56 3 6 


Es decir, dos vectores diferentes еп R tienen la misma imagen en 2. 


| EJEMPLO 5 | Una transformación lineal de R? en R3no es sobre 


1 2 
Sea Т: K? > E? dada рог i) =|3 4 |) En este caso n = 2 y m = 3, por lo que Т по es 
У 5 6 y 
sobre. Para demostrar esto, debe encontrarse un vector en que no esté en la imagen de Т. Un 
0 0 
ejemplo de vector así es | 0 | Esto es, no existe un vector x = c) en EK? tal que 7х =| 0 | Esto 
1 4 1 
0 
se prueba suponiendo que T c) = | 0 |. Es decir, 
"M o 
1 2 0 xt 2y 0 
3 : |") 0| o | зх+4у |= |0 
5 6) t 5x-6y) |1 
Reduciendo por renglones se tiene 
12,0 1 2 [0 1 210 
34,|0|—-|0-2|0|——-|0 21 0 
56 |1 0 -4 | 1 0 0/1 
0 
La última línea se lee 0 · x + 0 · y = 1. Por lo tanto, el sistema es inconsistente y | 0 | no está 
1 


en la imagen de Т. 
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DEFINICIÓN В Isomorfismo 
Sea Т: V — W una transformación lineal. Entonces T es un isomorfismo si Т es 1-1 y 
sobre. 

DEFINICIÓN ES Espacios vectoriales isomorfos 


Se dice que los espacios vectoriales V y W son isomorfos si existe un isomorfismo T de 
V sobre W. En este caso se escribe V = W. 


Observación. La palabra “isomorfismo” proviene del griego isomorphus que significa “de igual 
forma” (iso = igual; morphus = forma). Después de unos ejemplos se verá la relación tan cer- 
cana que tienen las “formas” de los espacios vectoriales isomorfos. 

Sea T: R  K" y sea A, la representación matricial de T. Ahora bien, T'es 1-1 si y sólo si nu 
T = {0}, lo que se cumple si y sólo si v(4,) = 0 si y sólo si det А, + 0. Por ello, se puede extender 
el teorema de resumen (visto por ültima vez en la página 353) en otra dirección. 


TEOREMA E Teorema de resumen (punto de vista 7) 


Sea A una matriz de n X n; entonces las 11 afirmaciones siguientes son equivalentes, es 
decir, cada una implica a las otras 10 (de manera que si una es cierta, todas son cier- 


tas): 
i. 
ii. 
iii. 
iv. 
ү. 
vi. 
vii. 


viii. 


Es invertible. 

La única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial (x = 0). 
El sistema AX = b tiene una solución única para cada n-vector b. 

A es equivalente por renglones a la matriz identidad, Г, de n X n. 

А se puede expresar como el producto de matrices elementales. 

La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes. 

Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes. 

det A z 0. 


. V(4) = 0. 


. pA) =n. 
хі. 


La transformación lineal Т de R” en R definida por Tx = Ax es un isomorfismo. 


Ahora se verán algunos ejemplos de isomorfismos entre otros pares de espacios vectoriales. 


| EJEMPLO6 | Un isomorfismo entre K? y P, 


a 


Defina T: R — P, por T| b | = а + bx + cx?. Es sencillo verificar que Tes lineal. Suponga que 


a 


с 


T| b| = 0 = 0 + Ox + 0x?. Entonces а = b = с = 0. Es decir, nu Т = (0) y Tes 1-1. Si 


c 





TEOREMA E 


DEMOSTRACIÓN 
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а, 


р(х) = a, + ах + a,x?, entonces р(х) = Т | а |. Esto significa que Im T = Р, y Tes sobre. Por 


3 = 
lo tanto, E? = P.. a, 


Nota. Dim K? = dim Р, = 3. Entonces por el teorema 2, una vez que se sabe que T'es 1-1, tam- 
bién se sabe que es sobre. Esto ya se verificó, aunque no era necesario hacerlo. 


Un isomorfismo entre dos espacios vectoriales de dimensión infinita 


Sea V= {f € C'[0, 1]: /(0) = 0} y W = C'[0,1]. Sea D: V— W está dado por Df = f". Suponga 
que Df = Dg. Entonces f' = g'o(f —g)' =0yf(x)-— g(x) = c, una constante. Pero f(0) = g(0) 
= 0, de manera que c = 0 y f = g. Entonces D es 1-1. Sea g e C'[0,1] y sea f(x) = 1А g(t) а. 


Entonces, por el teorema fundamental de cálculo, fe С 0, 1] y /'(x) = g(x) para todo x e [0, 1]. 
Más aún, como f g(t) dt = 0, se tiene que f (0) = 0. Por lo tanto, para todo g en W existe una 


f € Vtal que Df = g. Así, D es sobre y se ha demostrado que V = W. 


El teorema que sigue ilustra la similitud entre dos espacios vectoriales isomorfos. 


Sea T: V — W un isomorfismo 


i. Si Vis Va У, genera a V, entonces Ту, Ту... , Tv, genera a И. 
li. 51У, У,,..., v, SON linealmente independientes en V, entonces ТҮ, Ту,,..., Tv, son 
linealmente independientes en W. 
iii. Si (У, V» ..., v, y es una base en V, entonces (Tv,, Zv -.-, Tv ) es una base en W. 


iv. Si V tiene dimensión finita, entonces W tiene dimensión finita y dim V = dim W. 


i. Sea we W. Entonces como Tes sobre, existe un vector v e V tal que 7v = w. Como 
los vectores v, generan a V, se puede escribir v = ау, + ау, + +++ + ау, de manera 
que = 11 = олу a dv. += == a ту у eso muestra que Жу TV ao oa IN Y 
genera a JW. 

ji. Suponga que c Jv oco TV есле — 0 Entonces Me v ЕСУ sse Y o 
0. Así, como T'es 1-1, су + су, + sec prm 0, lo que implica que c, = €, —-:: = 
c, — 0 ya que los vectores v, son independientes. 

iii. Esto se deduce de las partes 1) y ii). 


iv. Esto se deduce de la parte iii). 


Por lo regular es difícil demostrar que dos espacios vectoriales de dimensión infinita son iso- 
morfos. Sin embargo, para los espacios de dimensión finita es muy sencillo. El teorema 3 dice que 
si dim V z dim W, entonces V y W no son isomorfos. El siguiente teorema muestra que si dim 
V = dim W, y si V y W son espacios vectoriales reales, entonces V y W son isomorfos. Esto es, 


Dos espacios reales de dimensión finita 
de la misma dimensión son isomorfos. 
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TEOREMA E Sean V y W dos espacios reales! de dimensión finita con dim V = dim MW. Entonces 
V= W. 
L DEMOSTRACIÓN Sea (v, V, ..., Уу} una base para Vy sea (үу, W,, ..., w,j una base para W. Defina la 


transformación lineal T por 
ТАУ, = wy. para = 2- MH (2) 


Segün el teorema 5.2.2, página 472 existe exactamente una transformación lineal que sa- 
tisface la ecuación (2). Suponga que v e V y Tv = 0. Entonces si y = cv, + су, + · · · + 
ev setiene que Jy — c Zy ЕСУ scc d 617v = Cow, Few, t^ Low —0 
Pero сото w,, w,,..., w, son linealmente independientes, c, = c, e = 0 DOR 
lo tanto, v = 0 y Tes 1-1. Como V y W tienen dimensión finita y dim V = dim W, T es 
sobre por el teorema 2 y la prueba queda completa. 








Este último resultado es esencial en el álgebra lineal. Nos indica que si se conoce un espacio 
vectorial real de dimensión n, se conocen todos los espacios vectoriales reales de dimensión n. 
Es decir, si se asocian todos los espacios vectoriales isomorfos, entonces R” es el único espacio 
de dimensión n sobre los reales. 


Problemas 5.4 
AUTOEVALUACIÓN 
Indique si los enunciados siguientes son verdaderos o falsos. 
l. Una transformación lineal de R” > R” con n = m no puede ser 1-1 y sobre a la vez. 
ll. Si dim V = 5 y dim W = 7, es posible encontrar un isomorfismo 7 de V en W. 
Ш. Si T es 1-1, entonces nu Т = {0}. 
IV. Si T es un isomorfismo de un espacio vectorial Y en E, entonces p(T) = 6. 


V. Si 4, es una matriz de transformación de un isomorfismo de R‘ en E, entonces det 
"ses 
T 


= 


. Demuestre que T: М, — M, definida por TA = A' es un isomorfismo. 
2. Demuestre que T: R > R es un isomorfismo si y sólo si A, es invertible. 


*3. Sean V y W dos espacios vectoriales reales de dimensión п y sean B, y B, dos bases para V y 
W, respectivamente. Sea А, la matriz de transformación relativa a las bases B, y B,. Demues- 
tre que T: V — W es un isomorfismo si y sólo si det А, z 0. 


4. Encuentre un isomorfismo entre О, las matrices diagonales de n X п con elementos reales, 
y R. [Sugerencia: Analice primero el caso n = 2.] 


а 

* Es necesaria la palabra "reales" porque es importante que los conjuntos de escalares en V y W sean el mismo. De otra 
manera, la condición T(av) = «Ту puede no cumplirse porque v e V, Tv e W, y av o «Ту pueden no estar definidas. El 
teorema 6 es cierto si se omite la palabra "real" y en su lugar se imponen las condiciones de que V y W estén definidos 
con el mismo conjunto de escalares (como € por ejemplo). 


12. 
13. 


14. 
15. 


16. 
17. 


18. 
*19, 


*20. 
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. ¿Para qué valor de m es isomorfo a IP” el conjunto de matrices simétricas de n X n? 


. Demuestre que el conjunto de matrices simétricas de n X n es isomorfo al conjunto de ma- 


trices triangulares superiores de n X n. 


. Sea V =P, y W = {рє P; p(0) = 0j. Demuestre que V = W. 
8. 
. Encuentre una condición sobre los números т, n, р, q tales que М, = M, 
10. 
11. 


Defina Т: P, — P, por Tp = p + p'. Demuestre que T es un isomorfismo. 


Demuestre que D, = P, ,. 


Pruebe que cualesquiera espacios vectoriales complejos de dimensión finita V y W con dim 
V = dim W son isomorfos. 


Defina T: C[0, 1] > C[3, 4] por 7f(x) = f(x — 3). Demuestre que T es un isomorfismo. 


Sea B una matriz invertible de n X n. Demuestre que T: М, — М, definida por ТА = AB 
es un isomorfismo. 


Demuestre que la transformación Тр(х) = xp'(x) no es un isomorfismo de P, en P, 


Sea H un subespacio del espacio V de dimensión finita con producto interno. Demuestre 
que 7: V — H definida por Tv = proy, v es sobre. ¿Bajo qué circunstancias será 1-1? 


Demuestre que si 7: V —> Wes un isomorfismo, entonces existe un isomorfismo S: W —^ V 
tal que S(Tv) = v. Aquí S se llama transformación inversa de T y se denota por T'^!. 


Demuestre que si Т: R — 0" está definido por Tx = Ax у si T'es un isomorfismo, entonces 
A es invertible y la transformación inversa T~! está dada por Т-!х = A^!x. 


Encuentre T~! para el isomorfismo del problema 7. 


Considere el espacio C = {z = a + ib, donde a y b son números reales e i? =— 1}. Demues- 
tre que si los escalares se toman como reales, entonces C = EJ. 


Considere el espacio €. = {(с, €, ..., с): c, € Су los escalares son reales}. Demuestre 
que Є' = R”. [Sugerencia: vea el problema 19.] 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 
L V П. Е Ш. У №. V у. у 


МАТГАВ 5.4 


1. 


Sea Т: R*— E" una transformación definida por 7(v) = w,parai=1,...,4, donde 


(у, У Уз» va = 


о о о н 
— N oU 
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1 2 =l 0 

2 5 =] 3 
iw, W5, Wi, м) = > > > 

1 3 =1 7 

0 2 2 7 


a) Verifique que el conjunto (v,, у,, v, v, es una base para Ё? y, por lo tanto, que T está 
bien definida. 


b) Verifique que el conjunto (w,, W,, W,, w,; es una base para IR*. ¿Por qué se puede concluir 
que T es un isomorfismo? 


c) Encuentre la representación matricial, 4, de T respecto a la base canónica (vea el pro- 
blema 6 de MATLAB 5.3). Utilice la representación matricial para encontrar una base 
para el núcleo y la imagen de T y verifique así, que T es un isomorfismo. Verifique que А 
es invertible. 


d) Suponga que 5: R*— Е es la transformación definida por S(w,) = v, parai=1,...,4. 
Encuentre una representación matricial, B, de S y verifique que В = 4”. 


ES IsoMETRÍAS 


En esta sección se describe un tipo especial de transformación lineal entre espacios vectoriales. 
Se comienza con un resultado sumamente ütil. 


TEOREMA Sea A una matriz de m X n con elementos reales.! Entonces para cualesquiera dos vec- 
tores x e E"y y e R”: 


(A) y cox у) а) 





DEMOSTRACIÓN : e З 
L_—————— Ecuación (6) Teorema lii) Ley asociativa para la Ecuación (6) 


p. 120 р. 119 multiplicación de matrices p. 120 


Ab o y = Y ASA AY Cyn 


Recuerde que en el teorema 4.9.3 de la página 393, se demostró que la matriz O con ele- 
mentos reales es ortogonal si O es invertible y Q^! = O”. En el teorema 4.9.3, de la página 393 
se demostró que O es ortogonal si y sólo si las columnas de O forman una base ortonormal 
рага R”. Ahora sea O una matriz ortogonal de n X n y sea T: K" — K una transformación lineal 
definida por Tx = Ox. Entonces, usando la ecuación (1), se calcula 


(x: Ту) = Ох · Оу = x: (О'Оу) =x: (ly -x-y 


п 
* Este resultado se puede extender fácilmente a matrices con componentes complejas. Vea el problema 21 de esta 
misma sección. 
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En particular, si x = y, se ve que Tx · Tx = х · x osea 
[Tx] = |х| 


para todo x еп R. 


DEFINICIÓN a Isometría 
Una transformación lineal Т: R” > K" se denomina isometría si para cada x en R” 


[Tx] = |х| Q) 


Debido a la ecuación (2) se puede decir que: una isometría en K" es una transformación lineal 
que preserva la longitud en R". Note que (2) implica que 


[Tx — Ту| = Ix — yl (3) 
[ya que Tx — Ty = T (x — у)]. 
TEOREMA 2| Sea T una isometría de R” > P* y suponga que x y y están en R”. Entonces 


Ix: Ty = ху (4) 


Esto es, una isometría en R” preserva el producto escalar. 


E DEMOSTRACIÓN Es = E) (кеу) |х LR HV | (5) 
[ку ху ху AS a УВ (6) 
Como |7x — Тур = |х — yf, |TxP = |x} y |TyP = |ур, las ecuaciones (5) y (6) mues- 

tran que 


Ех Iy xX y o Ix Iy X y 


Cuando se desarrolló la ecuación (2) se demostró que si la representación matricial de T es 
una matriz ortogonal, entonces T'es una isometria. Inversamente, suponga que T'es una isome- 
tria. Si A es la representación matricial de T, entonces para cualesquiera x y y en R” 


de (4) de (1) 


| | 


x: y= Tx: Ty = Ax: Ay ^ x: А'Ау 
Xy x: A'Ay - 0 o х: (у - 44y)=0 
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TEOREMA Ej 


Transformaciones lineales 


Entonces (vea la página 395) 
y = AtAy e (E^ = {0} 
Se ve que para toda y e K" 


y = A'Ay (6) 


Esto implica que АА = І, de manera que A es ortogonal. 
Se ha demostrado el siguiente teorema: 


Se dice que una transformación lineal T: E — K* es una isometría si y sólo si la repre- 
sentación matricial de T'es ortogonal. 


IsoMETRÍAS DE R? 


Sea T una isometría de E? — 2. Sea 


Е 


Entonces u, y и, son vectores unitarios [por la ecuación (2)] y 
de (4) 


ZEE 


Por lo tanto u, y u, son ortogonales. De la ecuación 3.1.7 de la página 227, existe un número 


Ө, con 0 = Ө < 2r tal que 
ba | 
и = 
sen Ө 


5 eg а Lg T 
Dirección de u, = dirección de u, = 


Como и, y u, son ortogonales, 


En el primer caso 


cos (o + z) 
2 @ =) 
u = 


cos Ө 


2 
“n(o + z) 
2 


cos (9-5) а 
ѕеп 
sn[ 0-5) PROS 
2 


En el segundo caso 


NI 
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Con lo que la representación matricial de Tes 


Q = cos0 —sen8 odes cosg X senO 

! sen соѕӨ > AsenO —cos8 
Del ejemplo 5.1.8 de la página 462, se ve que Q, es la representación matricial de una trans- 
formación de rotación (un ángulo 6 en el sentido contrario a las manecillas del reloj). Es fácil 


verificar que 
cos 0 sen 0 _ cos0 —епӨ|([1 0 
senO —cos Ө sen Ө cos0/ 0 —1 


pero la transformación Т: R > K? dada por: 


'H 0 


:) respecto al eje x (vea el ejemplo 5.1.1, página 458). Entonces se tiene el 


es una reflexión de | 
Y 


siguiente teorema. 


TEOREMA a | Sea T: R? > E? una isometria. Entonces T'es 
i. una transformación de rotación, o bien 


ii. una reflexión respecto al eje x seguida de una transformación de rotación. 
Las isometrías tienen algunas propiedades interesantes. 


TEOREMA E Sea T: EK» E" una isometria. Entonces 


i. Siu „u, ...,u esun conjunto ortogonal, entonces Ти, Ти,,..., Tu es un conjunto 
1 2 n 1 2 n 


ortogonal. 


ii. T es un isomorfismo. 


L DEMOSTRACIÓN i. Siiejyu, u, = 0, entonces (Tu) · (Tu) = ц ‘и = 0, lo que prueba i). 


ii. Sea u,, и, ..., u, una base ortonormal para E". Entonces por la parte i) y el hecho 
de que | Ти] = Ju] = 1, se encuentra que Ти, Ти,,..., Tu, es un conjunto ortonormal 
en R”. Por el teorema 4.9.1 de la página 389, estos vectores son linealmente indepen- 
dientes y por lo tanto forman una base para R”. Entonces Im T = R”, lo que prueba 
que nu Т = (0) [ya que v(T) + p(T) = n]. 


Se concluye esta sección con una descripción de cómo extender el concepto de isometría 
a un espacio arbitrario con producto interno. Recuerde de la página 434 que un espacio V con 
producto interno 


Ivi] = (у, у)! 


(Recuerde que, con el fin de evitar confusiones, se usan dobles barras para denotar una norma.) 
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DEFINICIÓN 2| Isometría 


Sean V y W dos espacios vectoriales reales (o complejos) con producto interno y sea T: 
V — W una transformación lineal. Entonces T es una isometria si para todo v e V 


у, = ТУ, (7) 


Los siguientes dos hechos son consecuencia inmediata: primero, como Т(у, — v) = Ту, — Tv, 
se tiene que para todo v, y v, en V 


Iv, = ТУД, = ЦУ, sb, 
Segundo, 
TEOREMA E Sea T: V — W una isometría. Entonces para todo v, y v, en V 
(Iv TV) (УУ) (8) 
Es decir, una isometría preserva los productos internos. 


La demostración del teorema 6 es idéntica a la prueba del teorema 2 con productos 
internos en V y W en lugar de producto escalar en R”. 


DEFINICIÓN В Espacios vectoriales isométricamente isomorfos 


Se dice que dos espacios vectoriales Y y W con el mismo conjunto de escalares son 
isométricamente isomorfos si existe una transformación lineal Т: V — W que sea tanto 
isometria como isomorfismo. 


TEOREMA El Cualesquiera dos espacios reales de dimensión n con producto interno son isométri- 
camente isomorfos. 


DEMOSTRACIÓN Sean (u, Uu, ...,u J y (№, W» . . ., №) dos bases ortonormales para V y W, respectiva- 
mente. Sea T: V — W la transformación lineal definida por Tu, = w, i = 1,2,...,n. Si 
se puede demostrar que T es una isometría, entonces la demostración queda completa, 
ya que de acuerdo con el razonamiento del teorema 5 se llega a que T es también un 
isomorfismo. Sean x y y en V. Entonces existen conjuntos de números reales с, c, ..., 


coy d.d cccdtalesquex Кк uU. toos cn y y wur Edu + du. 
Como los u, son ortonormales, (x, y) = (cu, + cu, + --: + cu), (du, + du, ++ 
du) ed tod + cd. De manera similar como 7x = c Tu sc fur ste 


са oW сИ A Ex IN) (ow C ҮҮ сут 


(dw, + dw, - +dw))= сӣ + cd, +: ++ + cd, porque los ж, son ortonormales. 
Esto completa la prueba. 
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| EJEMPLO1 | Una isometría entre K? y Р,[0, 1] 


Este teorema se ilustra mostrando que R y P,[0, 1] son isométricamente isomorfos. En K? se usa 


1) f0) (0 
la base estándar 4/0 |,| 1 |,| 0 |; En P, se usa la base ortonormal (1, AE (2x — 1), J| 5(6х? — 
0/10 1 


а а, 


6x + 1)}. (Vea el ejemplo 4.11.8, página 435.) Sean x =| b | у у= | b, | dos vectores en IR*. En- 


с €; 


tonces (х,у) = x y = аа, + b,b, + c,c,. Recuerde queen P,[0, 1] se definió (p, q) = |А р(х)а(х) dx. 


1 0 0 
Defina T| 0 |=1, T|1 = [3 (2х—1)уТ 0 =./5(6x? — 6x +1); por lo tanto 
0 0 1 
a 
Т|ь |=а+ь.[3 (2х —1) + e| 5(6x? — 6x +1) 
C 


(Tx, Ty) = fla, + b 3 (2x —1) + e 5(6х° — 6x + 1)] 
x [а, + b, 4/3 (2x — 1) + c, 4 5(6x? — 6x + 1)] dx 
= да, f de + | bb,3 (2x — 1 de + | cc [5(6x? — 6х - 1*1 d 
+(a,b, + ab) f 3 Qx —1) а 
+ (ac, + ac) f 56x — 6x +1) d 
+ (be, + be) f I3 Ох - DI 56? — 6x + D] de 
= аа, +0, tcc, 


Aquí se ahorró tiempo usando el hecho de que {1, \[3 (2х — 1), \[5 (6x? — 6x +1)) es un con- 
junto ortonormal. Por lo tanto, T: K* — P,[0, 1] es una isometria. 
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Problemas 5.5 
AUTOEVALUACIÓN 
Indique si los enunciados siguientes son falsos o verdaderos 
l. La transformación lineal 7: E — KE" es una isometría si ||7x|| = ||x|| para todo x en R. 


Il. La transformación lineal 7: K^ > 0" es una isometría si las columnas de su represen- 
tación matricial son ortogonales por pares. 


Ш. La transformación lineal 7: E — PR" es una isometría si las columnas de su represen- 
tación matricial son ortogonales por pares y cada columna tiene norma 1. 


Р 3 
IV. Si T: E? > E? es una isometria, entonces T | 3 es ortogonal a (2) 
E 3 


V. Si T: E" > E" es un isomorfismo, entonces T es una isometría. 


VI. Si T: E" > K" es una isometria, entonces T es un isomorfismo. 


1. Demuestre que para cualquier número real Ө, la transformación T: K* — K*" definida por 
Tx — Ax, donde 


senO cose 0 
A-|cos0 -—senO 0 
0 0 1 


es una isometría. 


2. Haga lo mismo para la transformación T, donde 


cos0 0 -—senO 
A=| 0 1 0 


senO O  cos0 


3. Sean A y B matrices ortogonales de n X n. Demuestre que T: R — R definida por Tx = 
A Bx, es una isometria. 


4. Encuentre A, si T es la transformación de K? — K? definida por 


28) (12 y [(-wJ6 25 мүз 
T| 13 |= v2 т| 2/3 |=| 1/6 T| -28 |=| -1/43 
—2/3 0 2/3 24 6 13 ГАБ 
Demuestre que А, еѕ ortogonal. 
5. Demuestre el teorema 6. 


6. Sea T: R > K? una isometria. Demuestre que T preserva los ángulos. Es decir, (ángulo entre 
X y y) = (ángulo entre 7x y Ty). 


7. Dé un ejemplo de una transformación lineal de IR? sobre E? que preserve los ángulos y no 
sea una isometría. 


8. Para x, y e K"con x y y +0, defina: (ángulo entre x y y) = < (x, y) = cos”! [(x - yyIxl|y[]. 
Demuestre que 51 T: R — K* es una isometria, entonces T preserva los ángulos. 


9. Sea Т: K" > E" una isometria y sea Tx = Ax. Demuestre que Sx = A^!x es una isometría. 
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De los problemas 10 al 14 encuentre una isometría entre los pares de espacios dados. 


10. 
12. 
14. 
15. 


16. 


17. 
18. 


19. 


20. 
21. 


*22. 


P, [-1, 1], R? «Асл 11. P, [- 1, 1], E* 
M,,, F* *[Cárcuro] 13. M, Р, [- 1, 1] 


D y RP" (D, = conjunto de matrices diagonales de n X n). 
Sea A una matriz de n X n con elementos complejos. Entonces la transpuesta conjugada de 
— | 1+1 -4+2i 
А, denotada por А*, está definida por (4*), = 4, . Calcule А* si A = | à f e q 
=H 


La matriz compleja А de n X n se llama hermitiana! si 4* = A. Demuestre que la matriz 


А = Ыы = es hermitiana. 
3+ 2i 6 


Demuestre que si 4 es hermitiana, entonces las componentes de la diagonal de А son reales. 





La matriz compleja А de n X n se llama unitaria si 4* = 471 Demuestre que la matriz 
l+i 3—2 

„| Ер... 
[+ 342i] °S unitaria. 





2 26 


Demuestre que 4 es unitaria si y sólo si las columnas de A forman una base ortonormal 
en €". 


Demuestre que si A es unitaria, entonces |det A| = 1. 


Sea A una matriz de n X n con componentes complejas. En ©”, si x = (с, с, -.-, €) y y = 
(d, d,, . . . , d ), defina el producto interno (x, у) = c,d, + c,d, + + + + c,d. (Vea el ejemplo 
4.11.2.) Pruebe que (Ах, у) = (x, 4*y.) 


Demuestre que cualesquiera dos espacios vectoriales complejos con producto interno de la 
misma dimensión (finita) son isométricamente isomorfos. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


L V П. Е Ш. У IV. V V. F М. V 


d MATLAB 5.5 


1. 


a) (Lápiz y papel) Considere la definición de isometría y explique, usando geometría, por 
qué la rotación respecto al origen y la reflexión a través de una recta determinada por un 
vector de longitud 1 en Ё? son isometrías. 


b) Elija tres valores para un ángulo Ө y verifique para cada uno que la representación ma- 
tricial (respecto a la base canónica) de la rotación positiva por un ángulo 0 es una matriz 
ortogonal. 

Genere tres vectores aleatorios у de longitud 1. Para cada uno, verifique que la repre- 
sentación matricial (respecto a la base canónica) de la reflexión a través de ves una matriz 
ortogonal. Refiérase al problema 4 de MATLAB 5.3 para el análisis de la reflexión. 


* Llamada así en honor del matemático francés Charles Hermite (1822-1901). 
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c) (Lápiz y papel) Pruebe en general que la representación matricial de una rotación es 
una matriz ortogonal y que la representación matricial de una reflexión es una matriz 
ortogonal. 


d) La teoría de isometrías de E? en P?implica que una reflexión a través de un vector v de 
longitud 1 debe ser una reflexión a través del eje x seguida de una rotación. Un vector 
de longitud 1 se puede representar como (cos (о) sen (a)). Genere un vector aleatorio w y 
divídalo entre su longitud para producir un vector v de longitud 1. Encuentre a mediante 
alpha = a tan(v(2)/v(1)) (si la primera componente de v es cero, entonces o = + 1/2). 
Encuentre la representación matricial F de una reflexión a través de v y verifique que F 
= RX, donde Res la representación matricial para una rotación positiva de 0 = 2а, y 
X es la representación matricial de una reflexión respecto al eje x. Repita para otros dos 
vectores w. 


e) (Lápiz y papel) Pruebe el resultado del inciso d). [Sugerencia: Encuentre una expresión 
general para F en términos de o y utilice las identidades trigonométricas.] 


2. Trabaje el problema 4 anterior. Además, verifique que la transformación T mapea una base 
ortonormal sobre una base ortonormal. ¿Es siempre cierto esto para una isometría? ¿Por 
qué? 


EET RESUMEN 


* Transformación lineal 


Sean V y W dos espacios vectoriales. Una transformación lineal Т de V en Wes una función que 
asigna a cada vector v e V un vector único 7v e W y que satisface, para cada u y ven V y cada 
escalar a, (p. 460) 


T(u + v) = Tu + Ту 
T(av) = a Tv 


* Propiedades básicas de las transformaciones lineales 


Sea T: V — W una transformación lineal. Entonces, para todo vector u, v, у,,..., v, en Vy 

todo escalar о, а,,..., а 
i 700) = 0 

ii. Т(и- v) = Tu — Tv 


й. T(o v, o,v, ..., ov) = а ТУ о,Ту,,...,а TV, 


Lg nn 


(p. 472) 


n 


* Núcleo e imagen de una transformación lineal 


Sean V y W dos espacios vectoriales y sea T: V — W una transformación lineal. Entonces el 
nücleo de 7, denotado por nu 7, está dado por (p. 475) 


nu T= {ve V: Tv = 0) 
La imagen de 7, denotada por Im T está dada por 
Im T = (we W: Tv para algún v e Vj 


nu T'es un subespacio de V e Im T es un subespacio de W. 
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Nulidad y rango de una transformación lineal 
Si T'es una transformación lineal de V en W, entonces 
nulidad de T = v(7) = dim nu T 
rango de T = p(T) = dim In T 


Matriz de transformación 


Sea T: símbolo E» > @ una transformación lineal. Entonces existe una matriz única de m X n, 
A, tal que 


Tx = A,x para toda x e E" 


La matriz A, se llama matriz de transformación de T. 

Sea A, la matriz de transformación correspondiente a una transformación lineal T. Entonces 
і. InT- Ri, 7 Car 

ii. p(T) = p(4,) 

iii. nu T — N, 

iv. v(T) = v(A,) 


Representación matricial de una transformación lineal 


Sea V un espacio vectorial real de dimensión n, W un espacio vectorial real de dimensión m 
y T: V ^ W una transformación lineal. Sean B, = (v, V,, - . ., Vy una base рага V y B, (у, 


w,, ***, уу} una base рага W. Entonces existe una matriz única A, de m X n, tal que 


(Tx) y Ax) n 


A, se denomina representación matricial de Т respecto a las bases B, y B,. 


Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensión finita con dim V — n. Sea T: V —^ W una 
transformación lineal y sea 4, una representación matricial de T. Entonces 


i. p(T) = p(A,) 
ii, v(T) =v(4,) 
ii. v T) + p(T) = n 


Transformación uno a uno 


Sea T: V — W una transformación lineal. Se dice que T'es uno a uno, descrito 1-1, si Tv, = Tv, 
implica que v, — v,. Esto es, T'es 1-1 si todo vector w en la imagen de T'es la imagen de exacta- 
mente un vector en V. 


Sea T: V — W una transformación lineal; entonces Tes 1-1 si y sólo si nu T = (0j 


Transformación sobre 


Sea T: V — W una transformación lineal. Se dice que T es sobre W o simplemente sobre, si 
para todo w e W existe al menos un v e V tal que Tv = w. Es decir, T es sobre W si y sólo si 
Im T = W. 


(p. 476) 


(pp. 480, 481) 


(p. 480) 


(р. 482) 


(p. 484) 


(p. 503) 
(p. 503) 


(p. 504) 
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• беа T: V — W una transformación lineal y suponga que dim V = dim W = n: (p. 504) 


i. Si Tes 1-1, entonces T es sobre. 


ii. Si T'es sobre, entonces T'es 1-1. 


* Sea T: V — W una transformación lineal. Suponga que dim V = n y dim W = m. Entonces (p. 504) 


i. Sin >m, Tnoes 1-1. 


ii. Sim > n, T no es sobre. 


*  Isomorfismo 


Sea T: V — W una transformación lineal. Se dice que T es un isomorfismo si Tes 1-1 y sobre. (p. 506) 


* Espacios vectoriales isomorfos 


Los espacios vectoriales V y W son isomorfos si existe un isomorfismo T de V sobre W. En este 
caso, se escribe V = W. (p. 506) 


*  Cualesquiera dos espacios vectoriales reales de dimensión finita con la misma dimensión son 
isomorfos. (p. 506) 


* Teorema de resumen 
Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes 11 afirmaciones son equivalentes: (p. 506) 


i. Es invertible. 
ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial (x — 0). 
iii. El sistema Ax — b tiene una solución ünica para cada n-vector b. 
iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad, Z, de n X n. 
v. Á se puede expresar como el producto de matrices elementales. 
vi. La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes. 
vii. Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes. 


viii. det 4 z 0. 
ix. v(A) = 0. 
x. p(A) 7 n. 


xi. La transformación lineal Т de IP” en R definida por Tx = Ax es un isomorfismo. 


* Sea T: V —^ W un isomorfismo: (p. 507) 
i. Si v,, v, ..., v, genera a V, entonces Ту, Ту,,..., Tv, genera a W. 
ii. Si v,, У,,..., v, son linealmente independientes en V, entonces ТУ, Tv,, ... , Tv, son lineal- 


mente independentes en W. 
iii. Si (v, v, ..., v } es una base en V, entonces (Tv,, Tv, ..., Tv } es una base en W. 
1 7 п 1 2 n 


iv. Si V tiene dimensión finita, entonces W tiene dimensión finita y dim V = dim W. 


*  Isometría 


Una transformación lineal Т: R > 0" se llama isometría si para todo x en R (p. 511) 


[Tx] = |х| 
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Si T'es una isometría de E — R”, entonces para todo x y y en E (p. 511) 
[Tx — Ту| =|lx—yl y Tx: Ty=x:y 
Sea Т. R > E" una isometria, entonces: (p. 513) 
i. Siu, u, ...,u,es un conjunto ortogonal, entonces Tu,, Tu,, ..., Tu, es un conjunto orto- 
gonal. 
ii. T'es un isomorfismo. 
Una transformación lineal T: R > E es una isometría si y sólo sila representación matricial 
de T'es ortogonal (p. 512) 
Sean V y W dos espacios vectoriales reales (complejos) con producto interno y sea T: V — W 
una transformación lineal. Entonces T es una isometría si para cada v e V (p. 514) 
у, = 127, 
Espacios vectoriales isométricamente isomorfos 
Se dice que dos espacios vectoriales V y W son isométricamente isomorfos si existe una transfor- 
mación lineal Т: V — W que es tanto un isomorfismo como una isometría. (p. 514) 
Cualesquiera dos espacios reales de dimensión n con producto interno son isométricamente 
1somorfos. (p. 514) 
En los ejercicios 1 al 8 determine si la transformación dada de Va W es lineal. 
І. T:R —-B E; T(x, y) = (0, —y) 2. T: RSE; T(x, у, 2) = (1, у, 2) 
3. T: 9 —-BK5 T(x, у, 2) = (у, 2, 1) 4. Т: 5 E; T(x, y) = xly 
5. T: P, Py; (Тр)(х) = xp(x) 6. T: P> P; (Тр)(х) = x!p(x) + 2xp(x) + р(х) 


7. Т:Р, Pj (Tp)G) = 1 + р(х) 8. T: C[0, 11 C[0, 1]; Тӯ) = f(1) 


En los ejercicios 9 al 15 encuentre el nücleo, imagen, rango y nulidad de la transformación 
lineal dada. 


xy [ro o 
2 d 
9. T: 2 0; C)" JE 10. T:E >R; Т|у|=|2 4 3 
y y 2 1 2 -6]z 
X 
11. T: X9 S E; Т| y | " 12. T: P,2 P, Тр(х) = х?р(х) 
—X 
2 


13. T: P, — P4; (Тр)(х) = Xp (x) + 2xp(x) + р(х) 


14. T: M, M,,; T(4) = AB, donde В | | ]j 
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Transformaciones lineales 


15. T: C(0, 1] 5 E; 7f = f(1) 


Delos ejercicios 16 al 23 encuentre la representación matricial de la transformación lineal dada 
y encuentre su nücleo, imagen, nulidad y rango. 


16. T: X2 >; T(x, y) = (0, —y) 17. T:R 07; T(x, у, 2) = (y, 2) 
18. T: 0; Т(у, х, y, 2) = (aw + bx, cy + dz) 

19. T: Æ 02; T(x, y, 2, w) = (x — 22, 2y + 3w) 

20. T: P, P; (Тр)(х) = хр(х) 


21. T: P, >P, (Tpx) = x'p(x) + 2xp! + р(х) 


22^ 
2 


23. T:R >R; T(x, у) = (x – у, 2х + Зу); B, A0 Al B, (75) (| 


De los ejercicios 24 al 27 describa en palabras la transformación lineal Т: R > K? con la repre- 
sentación matricial 4, dada. 


10 
3 0 10 1 -5 
24. al y 25. A 1 26. e y 27. ^ Jj 


3 


22. T: M, М,,; TA = AB, donde в-[7 j 


De los ejercicios 28 al 31 escriba la representación matricial de 2 X 2 de las transformaciones 
lineales dadas y haga un bosquejo de la región obtenida cuando se aplica la transformación al 
rectángulo dado. 


y 


(0, 3) (4, 3) 


28. Expansión a lo largo del eje x con c = 3 








; 1 
29. Compresión a lo largo del eje y con c = 3 








30. Reflexión respecto a la recta y = x 
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31. Corte a lo largo del eje x con c = —3 





De los ejercicios 32 al 35 escriba cada matriz de transformación A, como una sucesión de ex- 
pansiones, compresiones, reflexiones y cortes. 


0 5 —6 4 
32. a ; | 33. ^ | 34. 4-| i s) 35. „|; а 


36. Encuentre un isomorfismo Т: Р, > p. 


37. Encuentre una isometria T: R?> P[— 1, 1]. 





Capítulo 


VALORES CARACTERÍSTICOS, 
VECTORES CARACTERÍSTICOS 
ш Y FORMAS CANÓNICAS 


6.1 | VALORES CARACTERÍSTICOS Y VECTORES CARACTERÍSTICOS 


Sea T: V —^ W una transformación lineal. En diversas aplicaciones (una de las cuales se da en 
la siguiente sección) resulta útil encontrar un vector ven V tal que 7v y v son paralelos. Es decir, 
se busca un vector v y un escalar À tal que 


Ty = w а) 


Si v 5 0 y A satisface (1), entonces X se denomina un valor característico de T y v un vector 
característico de T correspondiente al valor característico A. El propósito de este capítulo es 
investigar las propiedades de los valores característicos y vectores característicos. Si V tiene di- 
mensión finita, entonces T se puede representar por una matriz A... Por esta razón se estudiarán 
los valores y los vectores característicos de las matrices de n X n. 


DEFINICIÓN EH Valor característico y vector característico 


Sea A una matriz de n X n con componentes reales.! El número A (real o complejo) se 
denomina valor característico de А si existe un vector diferente de cero v en €" tal que 


Ау = Ау (2) 


El vector у = 0 se denomina vector característico de А correspondiente al valor caracte- 
rístico À. 


[ - 
* Esta definición es válida si A tiene componentes complejas; pero como las matrices que se manejaban tienen, en su 
mayoría, componentes reales, la definición es suficiente para nuestros propósitos. 
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Nota. Los valores y vectores característicos también se denominan valores y vectores propios o 
eigenvalores y eigenvectores; la palabra “eigen” es la palabra alemana para “propio”. 


Observación. Como se verá (ejemplo 6) una matriz con componentes reales puede tener valores 
y vectores característicos complejos. Por esta razón, en la definición, se asegura que v e €". No 
se usarán en este libro muchos hechos sobre los números complejos. En el apéndice 2 se hace 
una presentación de unos cuantos de ellos que sí son necesarios. 


| EJEMPLO 1 | Valores característicos y vectores característicos de una matriz de 2 x 2 


10 —18 2 10 =18 {2 2 
Sea А = . Entonces 4 = = . Así, A, = 1 es un valor caracte- 
6 —11 1 6 —11) 1 1 


А . m: 2 "- 3 
rístico de A con el correspondiente vector característico v, = | 1l De manera similar, Д9 = 


10 —18)(3 —6 3 . 
| E E) -( | = 1) de modo que Л, = —2 es un valor característico de А con el 


: : 3 А : 
correspondiente vector característico у, = | . Como se verá enseguida, éstos son los únicos 


valores característicos de A. 


| EJEMPLO2 | Valores característicos y vectores característicos de la matriz identidad 


Sea A = І, entonces para cualquier v e €", Ау = Iv = v. Así, 1 es el único valor característico 
de A y todo v #0 e €" es un vector característico de 7. 


Se calcularán los valores y vectores característicos de múltiples matrices en esta sección. 
Pero primero es necesario probar algunas técnicas que simplificarán estos cálculos. 
Suponga que A es un valor característico de А. Entonces existe un vector diferente de cero 


* 


X Е i 
v= : + 0 tal que Ау = Ау = Mv. Reescribiendo esto se tiene 


(4- Му = 0 (3) 


Si А es una matriz de n X n, la ecuación (3) corresponde a un sistema homogéneo de n ecuacio- 
nes con las incógnitas x, X,, ... , х. Como se ha supuesto que el sistema cuenta con soluciones 
no triviales, se concluye que det (А — А) = 0. De forma inversa, si det (А — М) = 0, entonces 
la ecuación (3) tiene soluciones no triviales y А es el valor característico de A. Por otro lado, 
si det (А — AJ) = 0, entonces la única solución a (3) es у = 0 de manera que A no es un valor 
característico de А. Resumiendo estos hechos, se tiene el siguiente teorema. 


TEOREMA Sea A una matriz de п X n. Entonces À es un valor característico de А si y sólo si 


p) = det (4 - А) = 0 (4) 
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DEFINICIÓN EX 


CAPÍTULO 6 


TEOREMA 2| 


DEMOSTRACIÓN 


DEFINICIÓN В 


Е 


TEOREMA EJ 


DEMOSTRACIÓN 


Valores característicos, vectores característicos y formas canónicas 


Ecuación y polinomio característicos 


La ecuación (4) se denomina la ecuación característica de 4; р(А) se denomina el poli- 
nomio característico de A. 


Como será evidente en los ejemplos, p(À) es un polinomio de grado n en А. Por ejemplo, si 
a b a b A 0 a-XA b 

A f | entonces A— ÀI k | P | | , i y р(А) = det (А — А) 

(a — №а X) — bc = X — (a + аА + (ad — bc). 

De acuerdo con el teorema fundamental del álgebra, cualquier polinomio de grado n con 
coeficientes reales o complejos tiene exactamente n raíces (contando multiplicidades). Esto sig- 
nifica, por ejemplo, que el polinomio (А — 1) tiene cinco raíces, todas iguales al número 1. 
Como cualquier valor característico de 4 es una raíz de la ecuación característica de A, se 
concluye que 





Contando multiplicidades, toda matriz de n X n 
tiene exactamente n valores característicos. 


Sea A un valor característico de la matriz А de n X n y sea E, = (v: Ау = Лу}. Entonces 
E, es un subespacio de €". 


Si Av = Av, entonces (A — Ау = 0. Así E, es el espacio nulo de la matriz А — АІ, que 
por el ejemplo 4.6.10, página 343, es un subespacio! de €". 


Espacio característico 


Sea A un valor característico de A. El subespacio E, se denomina espacio característico 
o propio! de A correspondiente al valor característico A. 


Ahora se probará otro resultado útil. 


Sea A una matriz de n X n y sea À, A, ... , А, valores característicos distintos de A (es 
decir, д + A, si i j) con vectores característicos correspondientes v,, V, ... , v,. Entonces 
Vo У... , V, SON linealmente independientes. Esto es: los vectores característicos corres- 
pondientes a valores característicos distintos son linealmente independientes. 


Se llevará a cabo la demostración por inducción matemática. Comenzando con m = 2, 
suponga que 

€, аР e, =0 (5) 
Multiplicando ambos lados de (5) por А se tiene 


() — (СУУБУ T GAN 


LE 

* En el ejemplo 4.6.10, página 343 se vio que N, es un subespacio de IR” si A es una matriz real. La extensión de este 
resultado a €" no presenta dificultades. 

* Observe que 0 e Е, ya que Е, es un subespacio. Sin embargo, 0 no es un vector característico. 
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o sea (como Ау, = Ay, para i = 1, 2) 
СА, + cy, = 0 (6) 
Se multiplica (5) por А, y se resta de (6) para obtener 
(САУ tne A v) — (Ce A V CA) 0 


о sea 


CÍA, — A, Jr, — 0 

Como v, 7 0 (por definición de vector característico) y como А, 7 А, se concluye que 
c, = 0. Entonces, sustituyendo c, = 0 en (5), se ve que c, = 0, lo que prueba el teorema 
en el caso m = 2. Ahora suponga que el teorema se cumple para m = К. Esto es, se su- 
pone que k vectores característicos correspondientes a valores característicos distintos 
son linealmente independientes. Ahora se prueba el teorema para m = k + 1. Así que 
se supone que 


(EN ARENA E o AE ON, AE Co = (7) 


Multiplicando ambos lados de (7) por A y usando el hecho de que Av, = Ау, se obtiene 


Соус А Мыл ~ (8) 


Se multiplican ambos lados de (7) por A,, y se resta de (8): 
€ = A, v, T es = X, 7 + (А, — А) = 0 


Pero de acuerdo a la suposición de inducción, v,, v, ... , v, son linealmente independien- 
tes. Así, (A, — А) = EA, — X) m = e, — Ay) =0; y como A, A,,, para i = 
Па se concluye que с=с ~ с = 0. Bero ае (7)restoisignifica quec im 0: 
Por lo tanto, el teorema se cumple para m = k + 1 y la prueba queda completa. 





51 
11 12 ln 
P la y cU а„ 
ал а, Dm au 
entonces 
а n ) a, 1n 
a a, A - a 
pO)=de(4-M)=| 232 “2 2n 
аһ аһ аһ Е A 


y p(À.) = 0 se puede escribir en la forma 
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рО) 7 Ay [V +b, A" e b +h, |50 (9) 





La ecuación (9) tiene n raices, algunas de ellas repetidas. Si à, A, ... , A, son las diferentes raíces 
de (9) con multiplicidades r,, r, ... , г, , respectivamente, entonces (9) se puede factorizar para 
obtener 


(-D'pQ) = (А А)" (А X,y* A-A) =0 (10) 





MuLTIPLICIDAD Р І ЗЕТЕ Е а 
тузи Los números r, F» ... , r, se denominan multiplicidades algebraicas de los valores característi- 
IZ— — — —- cosh, À, ..., À, , respectivamente. 
1 2 m . , А 
Ahora es posible calcular los valores característicos y sus espacios característicos corres- 


pondientes. Para esto se realiza un procedimiento de tres pasos: 


Procedimiento para calcular valores característicos y vectores característicos 


i. Se encuentra p(À) = det (А — А). 
ii. Se encuentran las raíces À, А, ... , A, de pà) = 0. 
iii. Se resuelve el sistema homogéneo (А — à J)v = 0, correspondiente a cada valor carac- 


terístico À, 
mi 


Observación I. Por lo general el paso ii) es el más dificil. 


Observación 2. En los problemas 40 y 41 se sugiere una manera relativamente sencilla de encon- 
trar los valores y vectores característicos de matrices de 2 X 2, 


| EJEMPLO 3 | Cálculo de valores y vectores característicos 
4% 
3 3-4 


(А — 1) A — 6). Entonces los valores característicos de А son А, = 1 y à, = 6. Para A, = 1 se 





sua 2) Entonces det an - =(4-DB-A)-6=M-TA+6= 








3 2 0 . : 
resuelve (4 — Dv = 00 f T | = 9) Es claro que cualquier vector característico corres- 
х, 


2 
pondiente a A, = 1 satisface 3x, + 2х, = 0. Un vector característico de este tipo es у, = | ; - Así, 
2 - m M -2 2)» 0 
E, = gen 4 . De manera similar, la ecuación (А — 67)v = O significa que n = б 
== — X 
2 


1 . А 
o x, = x, Entonces v, = f es un vector característico correspondiente a A, = 6 y Е, = gen 


1 , А : "T 
(1). Observe que v, y v, son linealmente independientes ya que uno no es mültiplo del otro. 








Nota. No es importante si se establece A, = 1 y à, = бол, = бул, = 1. Los resultados no cam- 
bian, en el sentido que para un valor característico dado corresponde un vector característico 
en particular. 
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| EJEMPLO 4 | Una matriz de 3 х 3 con valores característicos distintos 


] —1 4 I-A -1 4 
Sea 4=|3 2 -Ij|Entonesdet(4—A/])2| 3 2-X -l1 
2 1—1] 2 1 =1= А 


= =p — 2A? — 5), + 6) = (А — 14. - 2). — 3) 





Por lo tanto, los valores característicos de А son A, = 1, А, = —2 у à, = 3. Para À, = 1 se tiene 
0 —1 4)» 0 
(A-Dv=|3 1 -1|x,|=/0 
2 1 =2 х 0 








0=1 4 0 0 —1 0 
3 1—1 0|——|3 0 3 0 
2 1: =2 0 2 0 2 0 
0 —1 4 | 0 0 —1 4 |0 
———3|1 0 1/|0——5|1 0 1 [|0 
2 0210 0 00]0 
-1 =] 
Así, x, = —Xy, X, = 4x,, un vector característico es v, =| 4 |y E, = реп 4 |p. Para à, = —2 
J-C) 
se tiene [4 —(—2M)]v = (А 227v = 0, o sea 
3-1 4\05} (о 
з 4 -1lx|=/0 
2 1 1Ax) (0 
Esto lleva a 
3-1 4 |0 3-1 4 |0 
3 4 -1 | 0|———/|15 0 15 | O 
2 1 1]|0 е 0 5 |0 
3 —1 4 |0 -] —1 0 | 0 
—— —3|1 01]|0 1 01]0 
5 05 |0 0 0 0 |0 
1 
Entonces x, = —X,, x, = —x, y un vector característico es v, =| —1 |. Entonces 
1 : 
E_, = gen 4| —1 |+. Por último, para A, = 3 se tiene 


-1 
2 -1 4\x 0 
(4-3Dv=| 3 -1 -1| х, |=|0 
2 1 —4)\х 0 
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y 
2-1 4 |0 2-1 4 [0 
-1 -1 | 01—91 5 0 -5 [0 
2 1 —4 |0 0 о ото 
2-1 4 |0 2-1 00 
———| 1 0 -I [01—911 0-1 |0 
0 0 0 |0 0 0 ото 
1 1 
Por lo tanto, x, = ху, х, = 2x, y у, =| 2 | de manera que E, = gen 4| 2 
1 1 


Observación. En éste y otros ejemplos existe un número infinito de formas de elegir el vector 
característico. Se seleccionó arbitrariamente un ejemplo sencillo haciendo una o más de las x, 
igual a un número conveniente. En este caso, una de las x, se hizo igual 1. Otra selección común 
es escalar el vector característico para que sea unitario. 


| EJEMPLO 5 | Una matriz de 2 X 2 con uno de sus valores característicos iguales a cero 


2-4 -1 
-4 2-4 


res característicos son А, = 0 y A, = 4. El espacio característico correspondiente a cero es sim- 


2 =—1 
Sea А -( К | Entonces det (4 — АГ) = = X — 4), = МА — 4). Así, los valo- 








: 2 =] 0 
plemente el espacio nulo de А. Se calcula | à Н = 9) de manera que 2x, = х, y un 
== X 


2: 


1 1 
vector característico es v, = 2) Por lo tanto, E, = gen 9; Al analizar lo que corresponde 


. (-2 f(x \ fo 1 
ал, = 4 se tiene =| |, de manera que E, = gen 
-4 2)x,) (0 -2 


| EJEMPLO6 | Una matriz de 2 x 2 con valores característicos conjugados complejos 


3-A  —5 


=WM -24+2=0y 
1 =1-А 


3 =3 
Sea A = | КОС det -an= 





2 2 


д.22) а - 402) iege WERE QoS 
> + 


Así, A, =1 + iyA,= 1—7. Se calcula 


A [EA 


=5 aal md 
* Observe que las columnas de esta matriz son linealmente dependientes porque Ё Е ) =(-2 ol 1 ) 
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y se obtiene (2—)х, = 5x, = 0 y x, + (=2 — ix, = 0. Entonces x, = (2 + ix, lo que lleva al 


: 241 2+1 - А 
vector característico у, | Í j y E,,, = gen \ i | De manera similar, [4 (1 -iy |v = 
Ек A ai = е (=p м 
= X — = 0, —-(2—1Dx,V4-— 
p chida Й ох, i)x, o que lleva a x, mo i y 


m) 


Observación 1. Este ejemplo ilustra que una matriz real puede tener valores y vectores carac- 
terísticos complejos. Algunos libros definen los valores característicos de matrices reales como 
las raíces reales de la ecuación característica. Con esta definición la matriz del ültimo ejem- 
plo no tiene valores característicos. Esto puede hacer que los cálculos sean más sencillos, pero 
también reduce en gran medida la utilidad de la teoría de valores característicos y de vectores 
característicos. En la sección 6.7 se verá una ilustración importante del uso de los valores ca- 
racterísticos complejos. 


Observación 2. Note que A, = 1 — ¡es el conjugado complejo de A, = 1 + i. Adicionalmente, 
las componentes de v, son conjugados complejos de las componentes de v, lo cual no es una 
coincidencia. En el problema 38 de esta sección se pide que se pruebe que 


Los valores característicos de una matriz real ocurren en pares conjugados complejos 


y 


los vectores característicos correspondientes son conjugados complejos entre sí. 
ш 


Antes de presentar más ejemplos, se demostrará un teorema que en algunos casos especia- 
les simplifica los cálculos de los valores característicos. 


TEOREMA E Los valores característicos de una matriz triangular son las componentes diagonales de 
la matriz. 
mp ln Ch — A 4 1л 
р ó : Gb a 79  G*. 0 dy —À c e, 
E EMOSTRACIÓN = MN ? | entonces 4 — AJ = ў : Е 
0 0 @ 0 0 йй 


y como el determinante de una matriz triangular es igual al producto de las compo- 
nentes de la diagonal (vea la página 173), se ve que det (4 — AJ) = (а, TAa, — А)... 
(a,, — À) con ceros a,,, à,,, ... , 4 La demostración para una matriz triangular inferior 
es prácticamente idéntica. 


MEM Valores característicos de una matriz triangular 


2 5 6 2-4 5 6 
Sea A=|0 —3 2 |. Entonces det (4-АМ) = 0 -3-4 2 |(2—-XY-3-XAY5—2) 
0 0 5 0 0 5—5, 


con ceros (y valores característicos) 2, —3 y 5. 
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A continuación se darán más ejemplos del cálculo de los valores y vectores característicos 
para matrices que no son triangulares. 


| EJEMPLO 8 | 8 Una matriz de 2 х 2 соп un valor característico y dos vectores característicos 


linealmente independientes 


4-А 0 
0 4-14 


característico de multiplicidad algebraica 2. Como A = 41, se sabe que Av = 4v para todo vec- 


1 0 
tor v e E? de manera que E, = R = gen (0) И! 


| ЕЈЕМРІО 9 | Una matriz de 2 х 2 con un valor característico 


y sólo un vector característico independiente 


4 0 
Sea D | Entonces det (4 — А) = 





a-s =0; así, À = 4 es un valor 


4-4 1 


4 1 
Sea А = . Entonces det (4 — А) = 
0 4 0 4—ÀX 





| = (X — 47 20; así, A = 4 es un valor ca- 


. ER A . 0 1 
racterístico de multiplicidad algebraica 2. Pero esta vez se tiene (4 — 47)v — | Jj | ^ | = le | 
X 


2 


1 . 
Por lo tanto x, =0, v, A es un vector propio y E, = gen (a). 


| EJEMPLO 10 | Una matriz de 3 x 3 con dos valores característicos y tres vectores 


característicos linealmente independientes 


324 3-4 2 4 
Sea A=|2 0 2|.Entoncesdet(4-M)=| 2 —2A 2 |=-1 +61 +151+8!= 
4 2 3 4 2 3-4 
(А +1)'(4 — 8) = 0 de manera que los valores característicos son A, = 8 yA, = —1 (con mul- 


tiplicidad algebraica 2). Para A, = 8, se obtiene 


-5 2 X, 0 
(4-8Iv=| 2 -8 2||x,|=|0 
4 2 -S)x, 0 
o reduciendo por renglones, se tiene 
—-5 2 410 -5 2 4 |0 
2-8 2 | 0|——|-18 0 18 | 0 
4 2 —5]0 9 0—9 |0 
-52 4 |0 0 -1 | 0 
———|-10 1 | 0|— -1 0 1]0 
90-9 [0 0 0] 0 
ш -=~~ ~ 


* Este cálculo no es obvio pero sí sencillo de realizar. No se dan los detalles algebraicos para un determinante de 3 X 3. 
De aquí en adelante se seguirá esta política. 
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2 2 
Entonces, x, = 2x, y x, = x, y se obtiene el vector característico v, =| 1 | y E, =genq| 1 
4 2 4x» 0 2 2 
Para A, = —1 se tiene (4+/)v=|2 1 2||x,|=|0|, lo que da la ecuación única 
4 2 4x,) (0 
1 
2x, +x, +2x, =00x,==2x, -2x, Six = 1 yx, = 0, se obtiene v, =| —2 |.Six =0yx,=1, 
0 
0 1 0 
se obtiene v, =| —2 |. Por lo tanto, E, —gen 4| —2 |, | —2 |p. Existen otras elecciones conve- 
1 0 1 
1 
nientes para los vectores característicos, por ejemplo, v = | 0 |está en E , ya que v = v, — v. 
=] 


| EJEMPLO 11 | Una matriz de 3 x 3 con un valor característico y sólo un vector característico 


linealmente independiente 


—5 -5 -9 —5—) —5 —9 
Sea A=| 8 9 18 |; entonces det (А-А) =! 8 9% 18 |== № – 3M -3A 
-2 =з -7 -2 -3 -7-AX 
=1=-—(A>+1)=0. Así, А = —1 es un valor característico de multiplicidad algebraica 3. Para 
=4 =5 -9) 3 0 
calcular E_, se establece (4+ у=] 8 10 18 || x, |=| 0 | y se reduce por renglones para 
2 -3 —-6JAx 0 


3 
obtener, sucesivamente, 


-4 -5 —9 | 0 0 1] 3 [|0 01310 
8 10 18 | 0|——5| 0-2 -6 | 0,——3| 00 0 |0 
-2 -3 —6 | 0 -2 —3 —6 | 0 -2.0 3]|0 
Esto conduce a x, = —3x, y 2x, = 3x,. Estableciendo х, = 2, se obtiene sólo un vector caracte- 
3 3 
rístico linealmente independiente: v, =| —6 |. Por lo tanto, E , = gen 4| —6 
2 2 


| EJEMPLO 12 | Una matriz de 3 x 3 con un valor característico y dos vectores característicos 


linealmente independientes 


=] =3 =9 =1-4 -3 =9 
Sea А=| 0 5 18 |; entonces det(4-1UU)=| 0 SA 18 |=—(2+1)=0. Así, 
0 2 -7 0 2 —7—Л 


igual que en el ejemplo 10, à = —1 es un valor característico de multiplicidad algebraica 3. 
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0 -3 -9 x 0 
Para encontrar E_,secalcula(4+I)v=|0 6 18 || x, |=| 0 |.Porlotanto, 72x, — 6x, = 0 
0 -2 —6)\х 0 


0 
ох, = —3x, y x,es arbitrario. Haciendo x, = 0, х, = 1,se obtiene v, =| —3 |. Haciendo x, = 1, 
1 
1 0 1 
x, = 1, se llega a v, =| —3 |. De esta manera E = gen 4| —3|, | -3 
1 1 1 


En cada uno de los últimos cinco ejemplos se encontró un valor característico con una mul- 
tiplicidad algebraica de 2 o más. Pero como se vio en los ejemplos 9, 11 y 12, el número de vec- 
tores característicos linealmente independientes no es necesariamente igual a la multiplicidad 
algebraica del valor característico (como fue el caso en los ejemplos 8 y 10). Esta observación 
lleva a la siguiente definición. 


Multiplicidad geométrica 


Sea А un valor característico de la matriz 4; entonces la multiplicidad geométrica de À 
es la dimensión del espacio característico correspondiente a À (que es la nulidad de la 
matriz A — №). Esto es, 


Multiplicidad geométrica de 1 = dim E, = v(4 —Al) 





En los ejemplos 8 y 10 se observó que para los valores característicos de multiplicidad alge- 
braica 2 las multiplicidades geométricas eran también 2. En el ejemplo 9 la multiplicidad geomé- 
trica de À — 4 era 1 mientras que la multiplicidad algebraica era 2. En el ejemplo 11 la multiplici- 
dad algebraica era 3 y la multiplicidad geométrica 1. En el ejemplo 12 la multiplicidad algebraica 
era 3 y la geométrica 2. Estos ejemplos ilustran el hecho de que si la multiplicidad algebraica de X 
es mayor que 1, entonces no se puede predecir la multiplicidad geométrica de A sin información 
adicional. 

Si A es una matriz de 2 X 2 y А es un valor característico con multiplicidad algebraica 2, 
entonces la multiplicidad geométrica de А es = 2 ya que puede haber, a lo más, dos vectores 
linealmente independientes en un espacio de dos dimensiones. Sea А una matriz de 3 X 3 que 
tiene dos valores característicos А, y А, con multiplicidades algebraicas 1 y 2, respectivamente. 
Entonces la multiplicidad geométrica de А, es = 2 porque de otra manera se tendrían cuatro 
vectores linealmente independientes en un espacio de tres dimensiones. De hecho, la multiplici- 
dad geométrica de un valor característico es siempre menor o igual que su multiplicidad alge- 
braica. La demostración del siguiente teorema no es difícil si se prueban algunos otros hechos 
sobre los determinantes. Como esto nos llevaría más allá del alcance de este libro, se omite la 
prueba.* 


u 
* Una demostración se puede encontrar en el teorema 11.2.6 en el libro Advanced Engineering Mathematics (Nueva 
York: McGraw-Hill, Inc., 1975) de C. R. Wylie. 
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Sea A un valor característico de А. Entonces 


Multiplicidad geométrica de А = multiplicidad algebraica de A. 





Nota. La multiplicidad geométrica de un valor característico nunca es cero. Esto se deduce de 
la definición 1, que establece que si А es un valor característico, entonces existe un vector carac- 
terístico diferente de cero que corresponde a À. 


En el resto de este capítulo, un problema importante será determinar si una matriz den X n 
dada tiene o no л vectores característicos linealmente independientes. Con lo que se ha estudia- 
do en esta sección, se vuelve evidente el siguiente teorema. 


TEOREMA E 


Sea A una matriz de n X n; entonces A tiene n vectores característicos linealmente inde- 


pendientes si y sólo si la multiplicidad geométrica de cada valor característico es igual a 
su multiplicidad algebraica. En particular, А tiene п vectores característicos linealmente 
independientes si todos los valores característicos son distintos (ya que entonces la mul- 
tiplicidad algebraica de cada valor característico es 1). 


En el ejemplo 5 se observó una matriz para la que un valor característico era cero. En rea- 
lidad, por el teorema 1 es evidente que cero es un valor característico de A si y sólo si det А = 


det (4 — 


01) = 0. Esto permite extender, por última vez, el teorema de resumen (vea el teorema 


5.4.4, página 506). 


TEOREMA EA 


Teorema de resumen (punto de vista 8) 


Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes 12 afirmaciones son equivalentes; es 
decir, cada una implica a las otras 11 (de manera que si una es cierta, todas las demás 
son ciertas): 


i. 
ii. 
iii. 
iv. 
V. 
vi. 
vii. 


viii. 


xi. 


xii. 


А es invertible. 

La ünica solución al sistema homogéneo Ax — 0 es la solución trivial (x — 0). 
El sistema Ax — b tiene una solución ünica para cada n-vector b. 

A es equivalente por renglones a la matriz identidad 7 . 

А se puede expresar como el producto de matrices elementales. 

La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes. 

Las columnas (y renglones) de А son linealmente independientes. 


det A #0. 


. У(А) = 0. 


p(4) = n. 
La transformación lineal T de Ю" en E definida por Tx = Ax es un isomorfismo. 


Cero no es un valor característico de 4. 
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VII. 


AUTOEVALUACIÓN 


INDIQUE SI LOS ENUNCIADOS SIGUIENTES SON FALSOS O VERDADEROS 


l. Los valores característicos de una matriz triangular son los números en la diagonal de 
la matriz. 


П. Si la matriz real А de 3 X 3 tiene valores característicos distintos, entonces los vectores 
característicos correspondientes a esos valores característicos distintos constituyen una 


base рага R’. 


Ill. Sila matriz А de 3 X 3 tiene dos valores característicos distintos, entonces 4 tiene a lo 
más dos vectores característicos linealmente independientes. 


IV. Si A tiene elementos reales, entonces 4 puede tener exactamente un valor característico 
complejo (es decir, un valor característico a + ib con b = 0. 


V. Si det 4 = 0, entonces О es un valor característico de 4. 


Elija la opción que responda acertadamente al enunciado propuesto 


VI. 
es 


a)1 


a)1 


b)2 


b)2 


с)3 


с)3 


1 es el único valor característico de 4= 


1 
0 
0 


e ке 1) 


1 es un valor característico de la matriz identidad 3 X 3. Su multiplicidad geométrica 


. Su multiplicidad geométrica es 


De los problemas 1 al 26 calcule los valores característicos y los espacios de la matriz dada. Si 
la multiplicidad algebraica de un valor característico es mayor que 1, calcule su multiplicidad 
geométrica. 


4. 


7 


10. 
13. 


2 =l 
5 =2 
2 
1 


3 
=5 
1 =1 
-] 2 
0 —1 
0 
0 
1 — 


| 
| 
| 
| 


0 
=1 
1 


© w 


N л A 


N N N 


N =e N 


1 =2 

2 1 

1 =1 

=p = 
4 3 
2 2 


16. 


19. 


22. 


25. 


28. 
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e» 50 joa d 1 -1 -1 
5 o£ 0 17. |3 0 -2 18. |1 -1 0 
0 01 6 -2 -3 1 0 -1 

n 0100 

025 жїз а „|91 

j “100.0 I 
0-0 ә -1 -5 -2 
000 1 
4 0 1 a b 00 a 000 
2 30 1 0 0.0 0 0.0 
23. |. f -DE0 2.1“ 

=0 2 -3 00а 0 00а 0 
2 -1 0 5 000a 000a 

0 0 0 0 
a e Yl. bedo 26.0 2 |. рето sx 498 

00ad 00a 0 0041 

0002 0.00 a 0004 


А | А а 
Demuestre que para cualesquiera números reales a у b, la matriz A = | 


by). 
tiene valores 
característicos a + ib. 


a 


De los problemas 28 al 34 suponga que la matriz A tiene valores característicos А, А, ..., №. 
29. Demuestre que los valores característicos de 4' son À, А, ..., №. 
30. Demuestre que los valores característicos de «A son aà, аА, . .. , 4%. 
31. Demuestre que 4”' existe si y sólo si А, 25, ... , À, #0. 
*32. Si 4”! existe, demuestre que los valores característicos de 4”! son 1/A,, 12, . . . , VA; 
33. Demuestre que la matriz A — al tiene valores característicos А, — а, А, — o, ... À, а. 
*34. Demuestre que los valores característicos de А? son А, A2, .. . , A. 
*35. Demuestre que los valores característicos de 4” son №", №",..., Ay param = 1,2, 3, ... 
36. Sea А un valor característico de А con v como el vector característico correspondiente. Sea 


37. 


38. 


39. 


pO) = a, + a + a? t +++ + aX". Defina la matriz p(4) por p(4) = aM + аА + а,А? 
tcc a A”. Demuestre que p(A)v = р(А)у. 


Utilizando el resultado del problema 36, demuestre que si à, à, . . . , A, son valores carac- 


terísticos de A, entonces р(А.), р(А.), . .. , р(А,) son vectores característicos de p( A). 


Demuestre que si 4 es una matriz diagonal, entonces los valores característicos de А son 
las componentes de la diagonal de A. 


Sea A, — 


о о o м 
оо мо о 
© N о © 
O bo © 
O O N н 
сос мю c 
O O N н 
с u c 
Ne © © 
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*40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


Demuestre que para cada matriz А = 2 es un valor característico con multiplicidad alge- 
braica 4. En cada caso calcule la multiplicidad geométrica de A — 2. 


Sea A una matriz real de n X n. Demuestre que si A, es un valor característico complejo 
de А con vector característico v,, entonces Л, es un valor característico de A con vector 
característico v,. 


Una matriz de probabilidad es una matriz de n X n que tiene dos propiedades: 
i. а, = 0 para toda i y j. 

ii. La suma de las componentes en cada columna es 1. 

Demuestre que 1 es un valor característico de toda matriz de probabilidad. 


Sea A ;i 


b . А 
| una matriz de 2 X 2. Suponga que b = 0. Sea m una raíz (real o compleja) 
C 


de la ecuación 
bm? + (a = din —c-0 
demuestre que a + bm es un valor característico de А con vector característico correspon- 
diente v — . Esto proporciona un método sencillo para calcular los valores y vectores 
m 


característicos de las matrices de 2 X 2. [Este procedimiento apareció en el artículo “A 
Simple Algorithm for Finding Eigenvalues and Eigenvectors for 2 X 2 Matrices" de Tyre 
A. Newton en el American Mathematical Monthly, 97(1), enero 1990, 57-60.] 


a 


с 


0 1 - 
Sea A | ; una matriz de 2 X 2. Demuestre que d es un valor característico de А con 


З Й 1 
vector característico correspondiente f я 


a 
Sea А = p , donde a, B e Ё: 
—B a 
i. Demuestre que los valores característicos son a + if. 


li. Encuentre los valores característicos de la matriz B = 4'4. 


MANEJO DE LA CALCULADORA 





Los valores y vectores característicos se pueden obtener directamente en la HP 50g. 
Suponga que se introduce una matriz cuadrada 4 en el primer renglón de la pila, el 
comando EGV regresa los vectores característicos y los valores característicos de la 
matriz А como se muestra a continuación. 


4 1 =1 
Por ejemplo, si 4A=| -1 3 2 |y se quieren obtener los vectores y valores caracterís- 
=| 3 1 


ticos procedemos como sigue: escribimos la matriz en el primer renglón de la pila 


Ж 101] 


CEDE EDEDED CEEE 
DEEDES EDEDED EDES 
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ES O) POROS) GANE 





Me 11 Ee crt 
tem tertio 


ә 

4: 
3: 
T1 
Es 
1: 








(awPHA)AtPHA|| — E  G)( —v)(ENTER) (ejecutando el comando para obtener valores y 
vectores característicos). 





AUG 
Аф |) 





J 232" 
HIHEIOLUO: NEN NES NI 


Las columnas de la matriz que se encuentra en el renglón 2 de la pila son los vectores ca- 
racterísticos y el vector que aparece en el renglón 1 contiene los valores característicos. 
Para mayor información consulte el Manual del Usuario de la calculadora. 

De los problemas 44 al 47 encuentre, con una calculadora, los valores característi- 
cos y un conjunto correspondiente de vectores característicos para cada matriz. 


102 —11 5 —0.031 0.082 0.095 
45. | 38 —49 75 46. | 0.046 0.067 —0.081 
SIS =67 0.055  —0.077 0.038 


13 16 12 14 18 
29 21 190 27 16 
31 29 37 41 56 
51 38 29 46 33 
61 41 29 38 50 


47. 


De los problemas 48 al 52 existe un valor característico de multiplicidad algebraica 6. 
Determine su multiplicidad geométrica. Observe que un número como 4E — 13 = 4 X 
1073 es, en efecto, igual a cero. 


600000 6 10000 
060000 060000 
48. 006000 49. 006 000 
000600 000600 
000060 000060 
000006 000006 
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39 -=95 55 


1. Considere la siguiente matriz А =| 35 —92 55 |. 


35 —95 58 


a) Verifique que x = (1 1 1) es un vector característico de А con valor característico 


à = —2, quey = (3 4 Syesun vector característico de А con valor característico u = 3 
yquez=(4 9 13)esun vector característico de А con valor característico u = 3 (nota: 
la mejor manera de demostrar que w es un vector característico de A con valor caracte- 
rístico c es demostrar que (4 — cf) w = 0). 


b) Seleccione un valor aleatorio para el escalar a. Verifique que ax es un vector característi- 


co para A con valor característico 1 = —2. Verifique que ay y az son vectores caracterís- 
ticos para А con valor característico н = 3. Repita para otros tres valores de a. 


c) Escoja valores aleatorios para los escalares a y b. Verifique que w = ay + bz es un vector 


característico de А con valor característico н = 3. Repita para otros tres juegos de a y b. 


d) (Lápiz y papel) (Qué propiedad de los valores y vectores característicos se ilustra con 


los incisos 5) y c)? 


1 1 5 =] 
. - : 2.1 -1 0 
2. Considere la siguiente matriz A — . 
0 2 0 2 
2 1 -15 2 





a) Verifique que x = (170 —1) y v = (0 ¡2 1+1) son vectores característicos de А con valor 


característico A = 1 + 2i y que y = (1 —i 0 iyz —(0—i 21 —i) son vectores carac- 
terísticos de А con valor característico | = 1 — 2i (para encontrar la transpuesta de una 
matriz compleja A utilice A.') 


b) Seleccione un valor aleatorio complejo para el escalar a (por ejemplo, a — 


5*(2*rand(1) — 1) t i*3*rand(1)).) Verifique que ax y av son vectores característicos de A 
con valor característico A — 1 + 2i. Verifique que ay y az son vectores característicos de 
А con valor característico u = 1 — 2i. Repita para otros tres valores de a. 


c) Seleccione valores aleatorios complejos para los escalares a y b. Verifique que u = ax + 


bv es un vector característico de A con valor característico А = 2 + i. Verifique que w = 
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ay + bz es un vector característico de А con valor característico р = 2 — i. Repita para 
otros tres juegos de a y b. 


d) (Lápiz y papel) ¿Qué propiedad de los valores y vectores característicos se ilustra en los 
incisos b) y c)? 


. Siga las instrucciones para cada matriz A en los problemas 1, 7, 10 y 16 anteriores. 


a) Encuentre el polinomio característico a mano y verifique encontrando c = (—1)^n*poly(A). 
(Aquí л es el tamaño de la matriz) dé doc poly para obtener ayuda en la interpretación del 
resultado de poly y explique por qué se incluyó el factor (— 1)". 

b) Encuentre los valores característicos obteniendo las raíces del polinomio característico a 

mano. Verifique encontrando r = roots(c) (doc roots proporciona la información sobre la 
función). 


c) Para cada valor característico A encontrado, resuelva (А — А Dx = 0 a mano y verifique 
usando rref(A — r(k)*eye(n)) рага k = 1, ..., п, donde r es el vector que contiene los 
valores característicos y n es el tamaño de la matriz. 


d) Verifique que existen n valores característicos distintos (donde n es el tamaño de la ma- 
triz) y que el conjunto de vectores característicos es linealmente independiente. 


e) Dé [V,D] = eig(A). Para k = 1,..., п, verifique que 
(A—D(k,k)*eye(n)*V(,k) = 0 


Escriba una conclusión interpretando esto en el lenguaje de los valores y vectores carac- 
terísticos. 

La función eig (doc eig) encuentra vectores característicos de norma 1. Como cada 
valor característico tiene multiplicidad algebraica y geométrica 1, los vectores encontra- 
dos en el inciso c), normalizados a 1, deben coincidir con las columnas de V hasta un 
posible múltiplo por un número complejo de módulo 1 (por lo general 1, —1, i o — i). 
Verifíquelo. 


. Los cálculos de valores característicos (y los vectores característicos asociados) son sensibles 
a errores de redondeo, en especial cuando el valor característico tiene multiplicidad alge- 
braica mayor que l. 


a) (Lápiz y papel) Para la siguiente matriz, calcule los valores y vectores característicos 
a mano. Verifique que А = 2 es un valor característico con multiplicidad algebraica 2 (y 
multiplicidad geométrica 1). 


N NN 
N e м 


b) Encuentre e = poly(A) y compare con sus cálculos manuales. Dé format long. Encuentre 
r = roots(c). ¿Qué observa sobre los valores característicos? Intente encontrar los vecto- 
res característicos con rref(A —r(k)*eye(3)) para k = 1, 2 y 3. ¿Tuvo éxito? 


c) La rutina eig es más estable numéricamente que roots (utiliza un proceso diferente al teó- 
rico que se describió en esta sección). Sin embargo, no puede evitar el hecho básico sobre 
raíces múltiples y los errores de redondeo estudiados en el inciso e). De todas formas, 
utilizando format long, encuentre [V,D] = eig(A). Compare los valores característicos en 
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e) 


5. a) 


b) 


b) 


D con los valores característicos verdaderos y con los valores característicos calculados 
en el inciso b). Argumente por qué el cálculo con eig es un poco más cercano a los verda- 
deros valores. 


Para k = 1, 2 y 3, verifique que (A — D(k,k)*eye(3))* V(;,k) es cercano a cero. ¿De qué ma- 
nera llevaría esto a decir que aun habiendo inexactitudes, en cierto sentido los cálculos 
no son tan erróneos? 

Con pequeñas perturbaciones en los cálculos de los vectores característicos se puede 
llegar a que son linealmente independientes: encuentre rref(V). Examine V, ¿ve alguna 
evidencia de que los vectores característicos asociados con los valores característicos 
cercanos a À — 2 sean “casi” dependientes? 


(Lápiz y papel) Este inciso ofrece una explicación general de los problemas asociados 
con aproximaciones numéricas de raíces mültiples (en este contexto, las raíces del polino- 
mio característico con multiplicidad algebraica mayor que 1). Enseguida se presenta un 
bosquejo del polinomio característico y = —(A — 221 — 1). 


y 





El error de redondeo perturba un poco los valores. Suponga que la perturbación es tal 
que la gráfica está un poco corrida hacia abajo. Vuelva a dibujarla y explique por qué 
ya no se tiene una raíz de la función en A = 2 y por qué, de hecho, se crearon dos raíces 
complejas donde había una raíz real. Suponga que la gráfica está un poco corrida hacia 
arriba. Vuelva a dibujarla y explique qué le ocurre a la raíz múltiple en à = 2. Describa la 
forma en que se observaron estos efectos en los incisos anteriores de este problema. 


Para las matrices А en los problemas 7, 10, 14, 16 y 20 de esta sección, encuentre 
poly(A)— poly(A’). Respecto a números pequeños como cero (siempre hay errores de re- 
dondeo), formule una conclusión sobre las características de los polinomios de А y A". 
¿Qué implica esto sobre los valores característicos? 


(Lápiz y papel) Pruebe su conclusión. 


Genere una matriz aleatoria no invertible 4 [comience con una 4 aleatoria y cámbie- 
la sustituyendo algunas columnas (o renglones) por combinaciones lineales de algunas 
otras columnas (o renglones)]. Encuentre d = eig(A). (Si da eig a un solo argumento de 
salida, resulta un solo vector que contiene los valores característicos). Repita para otras 
tres matrices no invertibles. ¿Qué tienen en común los conjuntos de valores característi- 
cos de estas matrices? Explique por qué debe ser así. 


i. Para las matrices A en los problemas 1, 2 y 10 y la siguiente matriz, encuentre d — 
eig(A) y e — eig(inv(A)). 


3 9.5 —2 —10.5 
—]0 —42. 10 445 
6 23.5 25 -24.5 
—]0  —43 10 45 


A= 


10 


11 
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ii. Ignore el orden en el que aparecen los vectores d y e, y obtenga una conclusión 
sobre la relación entre los valores característicos de А y A^!. Explique la evidencia 
que tiene para su conclusión. Complete la siguiente afirmación: si А es un valor 
característico de 4, entonces — es un valor característico de 47! 


iii. Pruebe su conclusión sobre las matrices en los problemas 4, 7 y 16. 


c) Para cada matriz considerada en el inciso 5), compare las formas escalonadas reducidas 
por renglón de А — Al y A^! — ul, donde À es un valor característico de А y p es el valor 
característico correspondiente de 47! obtenido en el inciso b). Explique qué le dice esta 
comparación sobre los valores característicos correspondientes. 


d) (Lápiz y papel) Formule una conclusión sobre la relación entre los valores caracte- 
rísticos y los vectores característicos de A y de 4^! y pruebe su conclusión [sugerencia: 
considere 44”'v, donde v es un vector característico de A]. 


Siga las instrucciones del problema 6 de esta sección de MATLAB, incisos 5) a d), pero 
reemplace 47! con А? einv(A) con A*A. 


Para cada matriz A en los problemas 10, 12, 13 y 22 de esta sección y una matriz aleatoria 
A de 4 X 4, genere una matriz aleatoria invertible C del mismo tamaño de A y forme B 
= САС! Ignore el orden en que aparecen los valores (y considere los números pequeños 
como cero) para comparar los valores característicos de 4, eig(A), con los valores carac- 
terísticos de B, eig(B). Describa cualquier conclusión a la que pueda llegar partiendo de 
estas comparaciones. 


Se ha visto que los valores característicos de una matriz aleatoria real de n X n puede ser 
cualquier número real o complejo siempre que los números complejos ocurran en pares 
conjugados complejos. Se examinarán algunas categorías especiales de matrices reales para 
ver 51 estas clases tienen restricciones especiales sobre los tipos posibles de valores carac- 
terísticos (debido a las consideraciones de errores de redondeo suponga que los números 
pequeños son cero). 


a) Genere una matriz aleatoria real simétrica de n X n para algún valor de n (sea B una 
matriz aleatoria de n X n. Sea A = triu(B)+triu(B)'). Encuentre eig(A). Repita para 
otras cuatro matrices simétricas A (utilice más de un valor de n). Concluya una propie- 
dad de los valores característicos de las matrices simétricas. 


b) Una clase especial de matrices simétricas reales es la de las matrices C formadas por 
C = AA' para cualquier matriz A. Genere cinco matrices de este tipo (no utilice matri- 
ces del mismo tamaño). Encuentre eig(C) para cada una. Proporcione una conclusión 
sobre una propiedad de los valores característicos de las matrices de la forma 44". 


Se vio que si una matriz tiene valores característicos distintos, por lo que los vectores ca- 
racterísticos son linealmente independientes. Una clase de vectores linealmente indepen- 
dientes es la clase de los vectores ortogonales. Genere una matriz aleatoria simétrica real 
А igual que en el problema 9 de este MATLAB. Encuentre [V,D] = eig(A) y verifique que 
los valores característicos son distintos y que los vectores característicos son ortogonales. 
Repita para otras cuatro matrices А (utilice tamaños diferentes). 


Teoría de gráficas Para una gráfica de vértices y aristas como se muestra en la siguiente 
figura, se define la matriz de adyacencia А de la gráfica como 


1 siiyjestán conectados por una arista 


Y |0 de otra manera 
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Se utiliza la convención de que a, =0. 

El número cromático de la gráfica se define como el número mínimo de colores necesa- 
rios para colorear los vértices de la gráfica de modo que dos vértices adyacentes no tengan 
asignado el mismo color. Los vértices son adyacentes si están conectados por una arista. 

La matriz de adyacencia de una gráfica es simétrica (¿por qué?); entonces, los valores 
característicos serán valores reales (vea la sección 6.3 o el problema 9 de esta sección de 
MATLAB) y por lo tanto se pueden ordenar de mayor a menor (en este caso se ordena 
como se haría соп los números sobre la recta real; no se ordena sólo por magnitud). Sea А, 
el valor característico más grande y sea А, el valor característico más pequeño. Resultará 
que A, es positivo y que A, es negativo. 

Suponga que la gráfica es conexa; es decir, existe una trayectoria de cada vértice a cual- 
quier otro, quizá a través de otros vértices. Sea x el número cromático. Entonces se puede 
demostrar que 


Usando este teorema, encuentre cotas sobre los números cromáticos para las gráficas co- 
nexas que siguen. Verifique el resultado volviendo a dibujar las gráficas y pintando los vér- 
tices con los colores adecuados. Para los incisos a) a c), con base en la gráfica, intente dar 
algún argumento de por qué no se pueden colorear los vértices con menos colores que los 
indicados por el teorema (nota: recuerde que el número cromático es un entero, de manera 
que se buscan enteros que se encuentren entre las cotas dadas por el teorema). 


1 


a) 
2 3 
3 
b) 2 4 
1 5 
2 
c) 1 3 
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e) 


2 4 


f) Dibuje sus propias gráficas siguiendo las instrucciones anteriores. 


12. Geología Una de las propiedades más importantes de las rocas deformadas es su deforma- 


ción interna. Una medida de deformación se basa en la maclación mecánica de calcita. La 
forma inicial de la calcita se conoce como cristalografía de la calcita y es posible medir la 
forma de la deformación. Las medidas se toman a partir de cortes delgados de muestras 
de la roca que contiene calcita. A continuación se calculan ciertos nümeros que represen- 
tan las medidas de deformación respecto a un sistema de coordenadas determinado por 
el corte delgado, y se colocan en una matriz de 3 X 3. Los vectores característicos de esta 
matriz representan las direcciones de los ejes principales de la deformación. Los valores 
característicos asociados dan las magnitudes de las deformaciones en la dirección de los 
ejes principales, con los valores característicos positivos se indica extensión y los valores 
característicos negativos significan compresión. 


a) Para cada una de las siguientes matrices de medidas de deformación, encuentre la di- 
rección (vector unitario) del eje principal de máxima extensión y la dirección (vector 
unitario) del eje principal de máxima compresión: 


—.01969633 .01057339 . —.005030409 
A=| .01057339 .008020058 | —.006818069 
—.005030409 —.006818069 . .01158627 
—.01470626 01001909  —.004158314 
A=| .01001901 .007722046 | —.004482362 
—.004158314  —.004482362 .006984212 
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b) Para cada matriz del inciso 4), encuentre el ángulo que forma el eje principal de máxima 
deformación compresiva con el eje x (en las coordenadas del corte delgado) [nota: el eje 
x está representado por el vector (1 0 0). Recuerde que el coseno del ángulo entre los 
vectores v y w es у · w/|v||w|. Utilice la función acos de MATLAB y multiplique por 180/n 
para convertir a grados]. 


c) En un pliegue, la deformación de maclación se relaciona con la deformación total del 
pliegue. La adecuación de un modelo de pliegue para explicar su estructura se puede 
probar utilizando los datos de deformación. Un modelo es el deslizamiento simple pa- 
ralelo a la estratificación (aquí la estratificación es paralela al eje x en las coordenadas 
del corte delgado). Para las localizaciones de las que se obtuvieron los datos del inciso 
a), el modelo de deslizamiento simple paralelo a la estratificación predice que el ángulo 
agudo entre las rectas determinadas por las capas (el eje x) y el eje principal de máxima 
deformación compresiva es bastante grande, cerca de 45° en muchos lugares. Utilizando 
los resultados del inciso b) argumente por qué este modelo es inadecuado para explicar 
la estructura de pliegues para el pliegue del que se obtuvieron los datos. 


Reconocimiento. Los datos y las interpretaciones que forman la base de este problema se 
derivaron del trabajo del Dr. Richard Groshong, University of Alabama. 


[EF Un mobeLo DE CRECIMIENTO DE POBLACIÓN (OPCIONAL) 


En esta sección se muestra la manera en que se puede usar la teoría de los valores y vectores ca- 
racterísticos para analizar un modelo de crecimiento de una población de pájaros.! En primer 
lugar se estudiará un modelo sencillo de crecimiento de la población. Se supone que cierta es- 
pecie crece a una tasa constante; es decir, la población de la especie después de un periodo (que 
puede ser una hora, una semana, un mes, un año, etc.) es un múltiplo constante de la población 
del periodo anterior. Una forma de que esto suceda, por ejemplo, es que cada generación es 
distinta y cada organismo produce r críos y después muere. Si p, denota la población después 
de n periodos, se puede tener 


Р, = TP, 


Por ejemplo, este modelo puede describir una población de bacterias, donde, en un tiempo 
dado, un organismo se divide en dos organismos separados. Entonces r = 2. Sea p, la población 
inicial. Entonces p, = rp, p, = rp, = r(rp,) = Py p, = rp, = Қр) = rp, y así sucesivamente, 
de manera que 








р, = UD, (1) 


De este modelo se ve que la población aumenta sin cota si r > 1 y disminuye a cero sir < 1. Si 
r = 1 la población permanece en un valor constante p, 

Es evidente que este modelo es simplista. Una objeción obvia es que el número de críos 
producidos depende, en muchos casos, de las edades de los adultos. Por ejemplo, en una po- 
blación humana las hembras adultas de más de 50 años promedio sin duda producirán menos 
niños que las hembras de 21 años promedio. Para manejar esta dificultad, se introduce un mo- 
delo que permita agrupar por edades y asignar tasas de fertilidad diferentes. 


u 
t El material de esta sección está basado en un artículo de D. Cooke: “A 2 X 2 Matrix Model of Population Growth”, 
Mathematical Gazette 61(416): 120-123. 
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Se estudiará un modelo de crecimiento de la población para una especie de pájaros. En esta 
población se supone que el número de pájaros hembras es igual al número de machos. Sea Paci 
la población juvenil (inmadura) de hembras en el año (n — 1) y sea p,, , el número de hembras 
adultas en el mismo año. Algunos de los pájaros jóvenes morirán durante el año. Se supone que 
cierta proporción a de los pájaros jóvenes sobrevivirán para llegar a adultos en la primavera del 
año n. Cada hembra que sobrevive produce huevos en la primavera, los incuban y producen, en 
promedio, k pájaros hembras jóvenes en la siguiente primavera. Los adultos también mueren y 
la proporción de adultos que sobreviven de una primavera a la siguiente es В. 

Esta tasa constante de supervivencia de los pájaros no es una suposición simplista. Parece 
que ocurre en la mayoría de las poblaciones de pájaros naturales que se han estudiado. Esto 
significa que la tasa de supervivencia de los adultos en muchas especies de pájaros es indepen- 
diente de la edad. Quizá muy pocos pájaros en su hábitat natural sobreviven lo suficiente para 
exhibir los efectos de la edad. Más aün, en muchas especies la edad de la madre parece no 
influir en el nümero de críos. 

En la notación introducida Pin Y DP. representan, respectivamente, la población de hembras 
jóvenes y adultas en el año n. Incorporando toda la información se llega al siguiente sistema 
de2 X 2: 


Pin z En. sci (2) 
Pan E OD, m=i + Ва. 


P, Е Ap, , (3) 


T 0 k х 
donde p, = |” } А= | 4 Es evidente de (3) que p, = A"p,, p, = A"p, = А(Ар,) = А?р„..., 
a 


a,n 


y así sucesivamente. Entonces, 


(4) 





donde p, es el vector de las poblaciones iniciales de hembras jóvenes y adultas. 
La ecuación (4) es parecida a la ecuación (1), pero ahora se puede distinguir entre las tasas 
de supervivencia de pájaros jóvenes y adultos. 


| EJEMPLO1 | Una ilustración del modelo aplicado durante 20 generaciones 


0 
Sea A= 
0.3 0.5 


como se supone que el número de machos es igual al número de hembras, al menos cuatro hue- 
vos —y tal vez muchos más— ya que es probable que las pérdidas de pajaritos recién nacidos 
sean altas. Del modelo se ve que o y B están en el intervalo [0, 1]. Como no es tan probable que 
sobrevivan los pájaros Jóvenes como los adultos, se debe tener o « f. 

En la tabla 6.1 se supone que, en un principio, hay 10 hembras (y 10 machos) adultos y 
no hay jóvenes. Los cálculos se hicieron en una computadora, pero el trabajo no es demasiado 


oneroso con una calculadora de bolsillo. Por ejemplo, p, — le M | _ 5 


азер = 20, p, = 5, el total de población de hembras después de un año es 25 y la razón de 
10 
8.5 


) Esto quiere decir que cada hembra adulta produce dos críos hembras y 


| Че тапега 


| 0 213/20 
hembras jóvenes a adultos es 4 a 1. En el segundo айо р, | | H 


, que se 
03 0.5) 5 IE 


548 


CAPÍTULO 6 


Valores característicos, vectores característicos y formas canónicas 





















































Tabla 6.1 
Núm. de Núm. de Población total de 
Año jóvenes adultos hembras T, 
n Pj, Pan en el año n Pin! Pan! TIT 
0 0 10 10 0 = 
1 20 E 25 4.00 2.50 
2 10 8 18 1.18 0.74 
3 y 7 24 2.34 1.31 
4 14 8 22 1.66 0.96 
5 17 8 25 2.00 1.13 
10 po 112 34 1.87 1.06 
11 24 12 36 1.88 1.07 
12 25 15 38 1.88 1.06 
20 42 Do 64 1.88 1.06 
Т Las cifras en estas columnas se obtuvieron antes de redondear los números en las columnas anteriores. Entonces, por ejemplo, en 
el año 2, p, , P, = 10/8.5 = 1.176470588 = 1.18. 








10 А 
redondea а | в | ya que no se puede tener 81 pájaros adultos. La tabla 6.1 presenta las razones 


Pin/P., Y las razones T//T, , del total de hembras en los años sucesivos. 


El código de MATLAB con el que se puede producir la tabla y la figura 1 es el siguiente 


% [T3]EJEMPLO 6.2.1 
clear all; $ borra la memoria 
$ Define condicion inicial y matriz de transicion 
А= [0,2;0.3,0.5]; 
p-[0;10]; 
$ Se calcula la poblacion en 20 anios 
for 1=0:20 
historia(i+1,:)=p'; 
anio(i+1,1)=i; 
p=A*p; 
end 
ele 
$ formatos para producir la tabla 
fprintf (1,'Añolt JovenesNt AdultosNt Tot. hembrasNt pjn/panNt Tn/ 
Tn-11n'); 
1=0; 
fprintf(1,'$iNt  %4.2f\t\t  3%4.2f\t\t  %4.2f\t\t\t  %4.2f \ 
n' anio(i+1),... 
historia(i+1,1) historia(i+1,2),... 
sum(historia(i+1,:)) historia(i+1,1)/historia(i+1,2)); 
for 1=1:20 
fprintf(1,'$2iNt %4.2f\t\t %4.2f\t\t %4.2f\t\t\t $4.2£NCNC 
$4.2fXn" pesa 
апіо (1+1) historia(i+1,1) historia(i+1,2),... 
sum(historia(i+1,:)) historia(i+1,1)/historia(i+1,2),... 
sum(historia(i+1,:))/sum(historia(1i,:))); 





Figura 6.1 


Población de hembras en 
20 años. 
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Población hembras jóvenes 
Población hembras adultas 
end 
$ Graficar la poblacion de pajaros hembras 
plot (anio, historia(:,1),'--—”,anio,historia(:,2),':') 
grid on 


xlabel (‘Айо’) 

ylabel ('Población hembras') 

legend ('Población hembras jovenes’ ,’ Poblacion hembras adultas',... 
“Location','NorthWest') 


En la tabla 6.1 se percibe que la razón Palla se acerca a la constante 1.88 mientras que la 
población total parece aumentar a una tasa constante de 6% anual. Se verá si se puede deter- 
minar por qué ocurre esto. 

Primero, regresamos al caso general [ecuación (4)]. Suponga que A tiene los valores carac- 
terísticos reales distintos A, y А, con los vectores característicos correspondientes v, y v,. Como 
v, y v, son linealmente independientes, forman una base рага K? y se puede escribir 


р, = оу, t aV, (5) 
para algunos números reales o, y e, Entonces (4) se convierte en 
p, = 4'(0,v, + о;у,) (6) 


Pero Ay, = Ay, y 4?v, = А(Ау,) = AA y) =4,4v, = 4 Ay) = А27. Así, se puede ver que 4%, 
= A "v, 4, = Агу, y de (6) 


P, = a Ay, m ad, (7) 





Я : —À k 
La ecuación característica de А es B-A 
a B- 





|= BX — ka = 0, о sea, 


2=(p=/p" +40) /2. Por suposición, k > 0,0 < а < 1у0 < B< l. Entonces 4ek > 0 y 
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B? + Дак > 0; esto significa que, sin duda, los valores característicos son reales y diferentes у 
que un valor característico, À, es positivo; el otro, A,, es negativo у |А | > |А. La ecuación (7) 


se puede escribir como 
n A, | 
р, =A; av, "e x av, (8) 
1 


Como |A.,/2,| < 1, es evidente que (А./А. )" se vuelve muy pequeña cuando n crece. Entonces para 
n grande 


p, = © АУ, (9) 


Esto quiere decir que, a la larga, la distribución de edades se estabiliza у es proporcional a у. 
Cada grupo de edad cambiará por un factor de A, cada año. Así, a la larga, la ecuación (4) 
actúa igual que la ecuación (1). En el corto plazo; es decir, antes de alcanzar la “estabilidad”, 
los números oscilan. La magnitud de esta oscilación depende de la magnitud de А /А, (que es 
negativa, con lo que se explica la oscilación). 


| EJEMPLO1 | Los valores y vectores característicos de A determinan el comportamiento 


(continuación) de generaciones futuras 
0 2 , : 
Para A -( $8 | se tiene А2 — 0.51 — 0.6 = 0, es decir, A =(0.5 +./0.25 + 24)/2 =(0.5 + 


+ 2.65)/2 de manera que A, = 1.06 y à, = —0.56. Esto explica el 6% de aumento en la po- 
blación que se observa en la última columna de la tabla 6.1. Correspondiente al valor carac- 


: — 1.06 2 0 
terístico A, = 1.06, se calcula (4—1.061)v, | an 0 s] | = (o) o 1.06x, = 2х, 
А =U. x, 


de manera que v, -( | es un vector característico. De manera similar, (4+0.56) v, = 


0.53 


056 2 fx 0 1 
de modo que 0.56x, + 2x, = 0 y v, = es un segundo vector ca- 
03 106) 0 0.28 


racterístico. Observe que en v, se tiene 1/0.53 = 1.88. Esto explica la razón РР» en la quinta 
columna de la tabla. 


Observación. En los cálculos anteriores se perdió la precisión porque se redondeó a sólo dos 
decimales de exactitud. Se obtiene una exactitud mayor utilizando una calculadora de mano 
o una computadora. Por ejemplo, al usar una calculadora, es fácil calcular А, = 1.06394103, 


0.531970515 —0.2819705149 
Pin Ip, es 1/0.5319710515 = 1.879801537. 
Es notable con cuánta información se cuenta a partir de un sencillo cálculo de valores carac- 
terísticos. Es de gran interés saber si la población eventualmente crecerá o decrecerá. Aumenta- 


rá si А, > 1, y la condición para que esto ocurra es (В + (В? + 40k )р >10 В +406 -2-p 


o B? + 406 > (2 — B = 4 — 4p + [. Esto conduce a 4o > 4 — 4p, o sea 


ps ER (10) 
Q 


1 1 
A, = —0.5639410298, v, -( ) у, -( | y se уе que la razón de 
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En el ejemplo 1 se tenía B = 0.5, о = 0.3; entonces (10) se cumple si k > 0.5/0.3 = 1.67. 


Antes de cerrar esta sección deben hacerse notar dos limitaciones de este modelo: 


o 


. Las tasas de nacimiento y muerte cambian con frecuencia de un año a otro y dependen par- 
ticularmente del clima. Este modelo supone un medio ambiente constante. 


=. 


ii. Los ecologistas han encontrado que para muchas especies las tasas de nacimiento y muerte 
varían con el tamaño de la población. En particular, una población no puede crecer cuando 
llega a cierto tamaño debido a los efectos de una alimentación limitada y a la sobrepobla- 
ción. Es evidente que una población no puede crecer en forma indefinida a una tasa cons- 


tante. De otra manera, esa población dominaría la tierra. 


Problemas 6.2 


De los problemas 1 a 3 encuentre el número de pájaros hembras jóvenes y adultos después 
de 1, 2, 5, 10, 19 y 20 años. Después encuentre las razones a la larga de poi р УСЕ аА 
[sugerencia: utilice las ecuaciones (7) у (9) y una calculadora y redondee а tres decimales]. 


0 
Lp =| | k=3,a = 0.4, В = 0.6 
Po (3 p 


1 














0 
и. "e 1, a = 0.3, B = 0.4 








0 
I. "Qe оров 


IV. Demuestre que si o. = В y о > + entonces, a la larga, la población de pájaros aumentará 
siempre 51 cada hembra adulta produce al menos una hembra entre sus críos. 


V. Demuestre que, a la larga, la razón р, Гр, se acerca al valor límite К/А. 


VI. Suponga que se divide la población de pájaros adultos en dos grupos de edad: los que 
tienen entre 1 y 5 años de edad y los mayores de 5 años. Suponga que la tasa de supervi- 
vencia para los pájaros del primer grupo es В, mientras que para el segundo grupo es y 
(y B > y). Suponga que los pájaros del primer grupo se distribuyen en grupos del mismo 
tamaño en cuanto a su edad (esto es, si hay 100 pájaros en el grupo, 20 tienen 1 año, 20 
tienen 2 años, etc.). Formule un modelo utilizando una matriz de 3 X 3 para representar 
esta situación. 


ES] MATLAB 6.2 


1. Considere la población de pájaros dada por 


«( Jr) 


a) Encuentre el número de pájaros hembras adultos y jóvenes después de 2, 5, 10 y 20 años. 


b) Encuentre estas cantidades después de 21 años y calcule Pin! P,, y de T, a T, , paran = 21. 


an 


[Sugerencia: Use el comando sum de MATLAB para encontrar Т] Repita para n = 22, 


23, 24 y 25. ¿Cuál es su conclusión para lím, _.. Р! Pan ylim Т/Т 7 


c) Encuentre [V,D] = eig(A). Verifique que el valor característico de mayor magnitud es ро- 
sitivo con multiplicidad algebraica 1, que existe un vector característico asociado cuyas 
componentes son todas positivas y que el otro valor característico es estrictamente me- 
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nor en magnitud. Compare este valor característico mayor con lím, _., T/T _, Explique 
por qué estos números indican que la población está creciendo. 
Sea w el vector característico asociado con este valor característico mayor. Compare 
w,/w, con іт, ,. p, /p,, y con К/А, donde k = 3 y X es el valor característico de mayor 
n— o Ln a,n 
magnitud. Escriba una conclusión sobre estas comparaciones. 


2. Considere la población de pájaros dada por 


4-[9 3 (o 
3 45]! Pap 


a) Calcule [V,D] = eig(A) y use esta información para encontrar lím, . . D, ID 
T, , Explique qué propiedades de V y D justifican su procedimiento. 


ylím, |. T/ 


an 


b) Demuestre que las razones LL y T/T , todavía no se han estabilizado después de 
25 años. Calcule las razones para n = 46 a 50 y demuestre que después de 50 años se 
estabilizan. 


с) (Lápiz y papel) Verifique que para esta población el segundo valor característico (el de 
menor magnitud) esté más cercano al valor característico de mayor magnitud que en el 
problema 1 de esta sección de MATLAB. Describa de qué manera esto explica por qué 
las razones de población tardan más en estabilizarse. 


. Suponga que la información que sigue representa una población de venados hembras: 


az] 9-1 (100 
6 8) Ре 200 


a) Demuestre que a la larga la población crecerá por un factor aproximado de 1.27. Justi- 
fique su procedimiento. 


b) (Lápiz y papel) Los granjeros y otras personas del área no quieren que la población 
crezca. Pueden controlar la población “cosechándola” (permitiendo la caza). Si h es la 
proporción de población cosechada en cada periodo, analice por qué la matriz de este 


modelo sería 
0 1 
А = 
| .8 i 


c) Demuestre que h = .6 es una cosecha demasiado grande; es decir, la población de venados 
se extinguiría. (Las personas del área no quieren que se extinga.) Ofrezca dos argumentos 
sobre esto: analizando A"p, cuando n crece y analizando los valores característicos. 


d) Es posible seleccionar h de manera que la población no crezca ni desaparezca. Experi- 
mente con varios valores de h: examine A"p, cuando л crece y examine los valores ca- 
racterísticos de А. ¿Qué se puede decir sobre los valores característicos de 4 cuando se 
encuentra la / deseada? 


e) (Lápiz y papel) Explique los resultados observados en el inciso d) en términos de la 
teoría presentada en esta sección. 


. Considere una población de pájaros (hembras) agrupados en tres clases de edad: jóvenes, 1 a 


5 años y más de 5 años. Suponga que la matriz A siguiente es un modelo para el crecimiento 
de la población y que p, es el vector de población inicial, donde el primer renglón representa 
a los jóvenes; el segundo al grupo de edad entre 1 y 5 años y el tercero al de más de 5 años. 


a) 
b) 


d) 


. a) 


b) 


c) 


d) 
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(Lápiz y papel) Explique lo que representa cada elemento de la matriz A. 


Calcule cuántos pájaros (hembras) de cada grupo habrá en la población después de 30 
años. Para n = 31 a 35 encuentre, usando el comando sum de MATLAB, Т/Т ,y w, = 
v, /sum(v, ), donde v, = 4”p,. Explique cómo w, da la proporción de la población total en 
cada grupo después de n años. 

¿Cuál parece ser el valor de іт, Т/Т ,? ¿Cuál es la interpretación de este límite? 
¿Cuál parece ser el valor de іт, м? ¿Cuál es la interpretación de este límite? 


Encuentre [V,D] — eig(A). Verifique que existe un valor característico positivo de mayor 
magnitud y con multiplicidad 1 (y que los otros valores característicos son estrictamente 
menores en magnitud) y que este valor característico “mayor” tiene un vector caracterís- 
tico asociado cuyas componentes son todas positivas. Encuentre zz — z/sum(z), donde 
Z es el vector característico asociado con el valor característico más grande. Compare el 
valor característico con el límite proyectado de Т/Т, , del inciso b) y compare zz con el 
límite de w,. Describa las conclusiones que pueda obtener de esta comparación. 


(Lápiz y papel) Extienda la teoría presentada en esta sección, dé un argumento para 
explicar sus observaciones sobre los incisos anteriores de este problema. 


Vuelva a trabajar en el problema 14, incisos a) a c) de MATLAB 1.6. Por construcción, 
la matriz P en este problema es estocástica; es decir, los elementos en cada columna de 
P suman І. 


Encuentre [V,D] — eig(P). Verifique que existe un valor característico positivo de mayor 
magnitud con multiplicidad 1 (y que los otros valores característicos son estrictamente 
menores en magnitud) y que este valor característico “mayor” tiene un vector caracterís- 
tico asociado cuyas componentes son todas positivas. ¿Cuál es el mayor valor caracterís- 
tico? ¿Cómo explica el comportamiento observado en el inciso a), es decir, el hecho de 
que parezca que P"x converge a un vector fijo y? 

Encuentre 3000*z/sum(z), donde z es el vector característico asociado con el valor 
característico mayor. ¿Cuál es su comparación con el vector límite y? ¿Cuál es la inter- 
pretación de y? 


Haciendo uso de los valores y vectores característicos encontrados en el inciso 5), en- 
cuentre la distribución de automóviles a la larga para el problema 14g) de MATLAB 1.6. 
Justifique su procedimiento. Verifique su respuesta calculando P"x cuando n crece, donde 
P es la matriz estocástica que modela el problema y x es algün vector de distribución 
inicial de automóviles cuyas componentes suman 1000. 


(Lápiz y papel) Suponga que P es una matriz estocástica de 3 X 3; es decir, los elemen- 
tos en cada columna de P suman l. Argumente por qué 


1 1 
Р!\1|=|1 
1 1 


¿Qué dice esto sobre los valores característicos de P?) A su vez, ¿qué dice esto sobre los 
valores característicos de P? ¿Qué relevancia tiene esto en los incisos anteriores de este 
problema? 
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6. Teoría de gráficas La definición de matriz de adyacencia y otras definiciones relacionadas 
se encuentran en el problema 11 de MATLAB 6.1. Para gráficas conexas, la matriz de adya- 
cencia tiene las propiedades de que todos los valores característicos son reales, de que existe 
un valor característico positivo de mayor magnitud, à, con multiplicidad algebraica 1, de 
que existe un vector característico asociado cuyas componentes son todas positivas y de que 
los otros valores característicos son estrictamente menores, en magnitud. Así, se tendría 
que, para un vector dado x, A"x = Ало u, para n grande, donde u, es el vector característico 
asociado con A, (aquí o, es la coordenada de x respecto a la base de vectores característicos 
que contiene a u, como el primer vector de la base). 


a) 


b) 


(Lápiz y papel) Explique por qué se puede concluir que la razón de una componente de 
A"x entre la suma de las componentes es aproximadamente 1gual a la razón de la compo- 
nente correspondiente de u, entre la suma de sus componentes. 


(Lápiz y papel) (А), se puede interpretar como el número de trayectorias de longitud n 
que conectan el vértice i con el vértice j (vea la sección 1.12. Por ejemplo, una trayectoria 
de longitud 2 que conecta a i con ¡consistiría en una arista que conecta a i con algún vérti- 
ce k y después una arista que conecta al vértice k con j). Si x es un vector con componentes 
iguales a 1, explique por qué la i-ésima componente de A"x representa el número total de 
trayectorias de longitud n que conectan al vértice i con todos los demás vértices. Explique 
cómo se puede concluir que las razones de las componentes de A"x entre la suma de las 
componentes da alguna indicación de la “importancia” relativa de los vértices de la gráfi- 
ca. Explique por qué y cómo se pueden usar las razones de las componentes de o, entre la 
suma de las componentes como un índice de la “importancia” de cada vértice de la gráfica. 
(Un argumento más sofisticado para el uso del vector característico correspondiente al 
valor característico de mayor magnitud se conoce como el índice de Gold.) 


Para cada una de las gráficas siguientes, verifique que la matriz de adyacencia tenga 
las propiedades establecidas en la presentación anterior al inciso a) y analice la “impor- 
tancia” relativa de los vértices de la gráfica. Para las gráficas i) a iii), use su intuición para 
argumentar, viendo la gráfica, por qué tienen sentido sus resultados. [Vota: para que sea 
sencilla la introducción de la matriz de adyacencia, consulte la presentación del problema 
2 de MATLAB 1.5.] 


i. La gráfica en el problema 11a) de MATLAB 6.1. 
ii. La gráfica en el problema 115) de MATLAB 6.1. 
iii. La gráfica en el problema 11c) de MATLAB 6.1. 


iv. Suponga que consideramos la siguiente gráfica como la representación de las rutas 
de líneas aéreas entre ciudades. Una compañía desea elegir una ciudad para locali- 
zar su oficina matriz. Después de analizar la gráfica, escriba un informe al director 
de la compafiía con su recomendación (y justificación). 


PROBLEMA 
PROYECTO 


L 
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v. Dibuje un mapa de su estado, cree una gráfica cuyos vértices sean las ciudades im- 
portantes y cuyas aristas sean las carreteras principales que las conectan. Determine 
la “importancia” relativa de cada ciudad. Justifique y explique su procedimiento. 

р y 


[ГЕ] Marrices SEMEJANTES Y DIAGONALIZACIÓN 


En esta sección se describe una relación interesante y útil que se puede cumplir entre dos ma- 
trices. 


DEFINICIÓN 1 


Matrices semejantes 


Se dice que dos matrices А y B de п X n son semejantes si existe una matriz invertible С 


de n X n tal que 


В = САС (1) 


ТкАМЅЕОКМАСІӦМ Іа función definida por (1) que lleva la matriz А en la matriz В se denomina transformación de 


= 


DE SEMEJANZA semejanza. Se puede escribir esta transformación lineal como 


TA) = C AC 


Nota. CUA, + A)C = СТАС + C'!A,C y C'(aA)C = aC'AC de manera que la fun- 
ción definida por (1) es, de hecho, una transformación lineal. Esto explica el uso de la palabra 
"transformación". 


El propósito de esta sección es demostrar que: 1) las matrices semejantes tienen varias 
propiedades importantes comunes y 2) la mayoría de las matrices son semejantes a las matrices 
diagonales (vea la observación en la página 559). 


Nota. Suponga que В = C^! AC. Entonces al multiplicar por la izquierda por C, se obtiene 


CB = CC^!A4C,osea 


CB = AC Q) 


La ecuación (2) con frecuencia se toma como una definición alternativa de semejanza: 


Definición alternativa de semejanza 


A y B son semejantes si y sólo si existe una matriz invertible C tal que 


CB — AC 


| EJEMPLO1 | Dos matrices semejantes 


2 1 
Sea zi 


| 


3 
1 


-1 
=1 


0 —1 


puc 


| 


2 
0 


=1 


4 -2 2 =] 2 =ij4 —2 
В= уС= . Entonces СВ= = 
5 —3 -1 1 —-] 1/45 -3 


1 2 з=] —1 
\ | ] 4 |! Así, СВ = АС. Como det C = 1 #0, Ces in- 


vertible. Esto muestra, por la ecuación (2), que А y B son semejantes. 
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| EJEMPLO 2 | Una matriz semejante a una matriz diagonal 


1 00 =6 -3 -25 24 3 
SeaD=|0 —1 0|,4=| 2 1 8|yC=|0 1 —1 |. Ces invertible porque 
0 02 2. 2 7 3.5 7 


det C = 3 0. Después calculamos. 


2 4 31=6 =3 = 
CA=|0 1 -1 L3 
3. 7 2 
1 0012 4 2 4 
DC=|0 —1 OJO 1 —1[=|0 -1 1 
0 0 213 5 7 6 10 14 


Entonces СА = DC y A = C^! DC, por lo tanto A y D son semejantes. 


Nota. En los ejemplos 1 y 2 no fue necesario calcular C”!, Sólo fue necesario saber que C era 
no singular. 


TEOREMA Si А у B son matrices semejantes de n X п, entonces А у B tienen el mismo polinomio 
característico y, por consiguiente, tienen los mismos valores característicos. 


DEMOSTRACIÓN Como A y В son semejantes, B = C^! ACy 


det(B — A1) = det (C^ 4C-A1) = det[ C" 4C- C^ (D) C ] 
= det[c^ (4-A1)c ]- det(c7) det(4—A1) det(C) 
= де (С!) det(C)det(4—21) = det(C™'C) det( 4—1) 
= det Z det ( 421) = det( 4-1) 
Esto significa que 4 y B tienen la misma ecuación característica, y como los valores 


característicos son raíces de la ecuación característica, tienen los mismos valores carac- 
terísticos. 


| EJEMPLO3 | Los valores característicos de matrices semejantes son los mismos 


1 00 
En el ejemplo 2 es obvio que los valores característicos de D=| 0 —1 0 |ѕоп 1, –1у2. En- 
0 02 
—6 -3 -25 
tonces éstos son los valores característicos de A=| 2 1 8 |. Verifique esto viendo si se 
2 2 7 


cumple que det (А — 1) = det (А + D = det (4 — 21) = 0. 


En muchas aplicaciones resulta útil *diagonalizar" una matriz A, es decir, encontrar una matriz 
diagonal semejante a A. 
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DEFINICIÓN E Matriz diagonalizable 


Una matriz А de n X n es diagonalizable si existe una matriz diagonal D tal que А es 
semejante a D. 


Observación. Si D es una matriz diagonal, entonces los valores característicos son sus com- 
ponentes en la diagonal (vea la página 531). S1 A es semejante a D, entonces A y D tienen los 
mismos valores característicos (por el teorema 1). Uniendo estos dos hechos se observa que si 
A es diagonalizable, entonces А es semejante a una matriz diagonal cuyas componentes en la 
diagonal son los valores característicos de A. 


El siguiente teorema establece cuándo una matriz es diagonalizable. 


TEOREMA El Una matriz A de n X nes diagonalizable si y sólo si tiene n vectores característicos lineal- 
mente independientes. En tal caso, la matriz diagonal D semejante a А está dada por 


ùa 0 0 0 
ОА 0 0 
ОО 0 
ооо. А 


п 


donde À,, А, ... , А, son los valores característicos de А. Si C es una matriz cuyas colum- 
nas son vectores característicos linealmente independientes de А, entonces 


D= CAC (3) 
E DEMOSTRACIÓN Primero se supone que A tiene n vectores característicos linealmente independientes v,, 
V, ..., V, que corresponden a los valores característicos (no necesariamente diferentes) 
UM Ee e 
Sea 
€, Co e 
c c с 
== 21 22 T 2 
Vi * > У, 99590 МЕ za + 
nl Cu nn 
y sea 
C Ci Co 
C= Cap Ey Con 
Cd Ca © 


Entonces С es invertible уа que sus columnas son linealmente independientes. Ahora 
bien 
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Cu € €, || ё € 
A E <= C1 €» Con € €» 
nl а,2 бв C, €, 
а 
. Ca; 
y se ve que la columna i de ACes A] : 
ies Ay, y 
(ue 
т 
Ас, Ас, Ас 
Ac Хе, Ас, À £5, 
Ae 1 Ае ) Cus 
Pero 
€, € Cm 2, 0 
CD= Ca Ca vr Cp || 0 А, 
Сй Cr C s 0 0 
Ас, Ас д ) 6, 
S Ас, Х,с„ Ей 6, 
) €, е fou Ае 
Entonces 
AC= CD 


(4) 


y como C es invertible, se pueden multiplicar ambos lados de (4) por la izquierda por 


C^! para obtener 


Ip e CAC 


(5) 


Esto prueba que si 4 tiene n vectores característicos linealmente independientes, enton- 
ces А es diagonalizable. Inversamente, suponga que А es diagonalizable; esto es, supon- 


ga que (5) se cumple para alguna matriz invertible C. Sean v,, v, .. 


. , V, las columnas de 


С. Entonces АС = CD, e invirtiendo los argumentos anteriores, se ve de inmediato que 


Av, = Ay, parai=1,2,...,n. Entonces v, v,, . - 


. , V, son los vectores característicos de 
A y son linealmente independientes porque C es invertible. 


Notación. Para indicar que D es la matriz diagonal con componentes diagonales A,,2,,...,A, 


se escribirá D = diag (А,, А, ...,A,). 


El teorema 2 tiene un corolario útil que se deduce directamente del teorema 6.1.3, 


página 526. 
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COROLARIO E Si la matriz А de n X n tiene n valores característicos diferentes, entonces А es diagona- 
lizable. 


Observación. Si se seleccionan al azar los coeficientes reales de un polinomio de grado n enton- 
ces, con probabilidad 1, el polinomio tendrá n raices diferentes. No es dificil ver, intuitivamente, 
por qué esto se cumple. Si n = 2, por ejemplo, entonces la ecuación X? + aX + b = 0 tiene raíces 
reales si y sólo si 02 = 4b —un evento muy improbable si a y b se eligen al azar—. Por supuesto, 
se pueden escribir polinomios que tienen raíces de multiplicidad algebraica mayor que 1, pero 
son excepcionales. Por lo tanto, sin pretender precisión matemática, es posible decir que la ma- 
yoría de los polinomios tienen raíces distintas. De esta forma, la mayoría de las matrices tienen 
valores característicos distintos y como se estableció al principio de esta sección, la mayor parte 
de las matrices son diagonalizables. 


| EJEMPLO 4 | Diagonalización de una matriz de 2 x 2 


4 2 
Sea А | ) En el ejemplo 6.1.3 de la página 528 se encontraron dos vectores caracte- 
2 1 
rísticos linealmente independientes v, -( ; уу, = i Después, haciendo C | 3 ] se 


encontró que 


cap EHE Er КЕ 


que es la matriz cuyas componentes en la diagonal son los valores característicos de A. 


Diagonalización de una matriz de 3 X 3 con tres valores característicos distintos 





1 =1 4 
Sea 4=|3 2 —1|.Enelejemplo 6.1.4, página 529, se calcularon tres vectores característi- 
2 1—1 
=1 1 1 =1 1 1 
cos linealmente independientes v, =| 4 |, v, =| —1 | y v, =| 2 | Entonces C=| 4 -1 2|y 
=] 1 1 —1 1 
1-2 3\1 -1 4/1 11 
cac =- -2 -2 63 2 a 4-12 
-3 0 -342 1] - 1 -1 1 
1-2 3|(-1-2 3 -6 0 0 1 00 
EUN. 6 4 э &|<=Ц sy 35 0|2|0 -2 0 
um 0-34 1 2 3 $6 o 0-18) lo оз 


con valores característicos 1, —2 y 3. 


Observación. Como existe un nümero infinito de maneras en las cuales se puede elegir un vec- 
tor característico, existe un número infinito de formas para seleccionar una matriz de diagonali- 
zación C. El ünico consejo es elegir los vectores característicos y la matriz C que sean los de 
más sencillo manejo aritmético. En términos generales, esto quiere decir que debe insertarse el 
mayor nümero de ceros y unos posible. 
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| EJEMPLO6 | Diagonalización de una matriz de 3 x 3 con dos valores característicos distintos 


y tres vectores característicos linealmente independientes 


3 2 4 
Sea A=|2 0 2 |. Entonces, del ejemplo 6.1.10 de la página 532, se tienen tres vectores 
4 2 3 
2 1 0 
característicos linealmente independientes v,=|1 |, v, =| -2 | уу, =| —2 |. Estableciendo 
2 0 1 
2 1 0 
C=|1 -2 -—2|se obtiene 
2 0 1 
=2 =] -241|3 2 4/2 1 0 
СТАС=-=|-5 2 4[2 0 2||1 -2 -2 
4 2 —5514 2 3)2 0 1 
-2 =] -216 -1 0 -72 0 0 8 0 0 
-.l|.s al s 2 2|=——| 0 9 0|20 -1 0 
"la —-5416 0 =i ҮҮ 0 0 -l 


Este ejemplo ilustra que А es diagonalizable aun cuando sus valores característicos no sean 
diferentes. 


| ЕЈЕМРІО 7 | Una matriz de 2 х 2 con sólo un vector característico linealmente independiente 


que no se puede diagonalizar 


4 1 А : : | 
Sea A= -; |] En el ejemplo 6.1.9 de la página 532, se vio que A no tiene dos vectores ca- 
racterísticos linealmente independientes. Suponga que A fuera diagonalizable (lo que contradi- 
4 0 — s . 
ce el teorema 2). Entonces D= 5 i y existiría una matriz invertible C tal que C^! AC = D. 
Multiplicando esta ecuación por la izquierda por C y por la derecha por C”!, se encuentra que 
-1 4 0 -1 -1 -1 -1 4 0 

A-CDC'-Ch, „|С =C(41)C"* =4CIC™ =4CC" =41 = o 4] D Pero AFD y 
por lo tanto no existe tal C. 

Se ha visto que muchas matrices son semejantes a las matrices diagonales. Sin embargo, 


quedan dos preguntas pendientes: 


1. ¿Es posible determinar si una matriz dada es diagonalizable sin calcular los valores y 
vectores característicos? 


ii. ¿Qué se hace si A no es diagonalizable? 


En la siguiente sección se dará una respuesta parcial a la primera pregunta y una respuesta 
completa a la segunda en la sección 6.6. En la sección 6.7 se verá una aplicación importante del 
procedimiento de diagonalización. 


L 


TEOREMA Ej 


DEMOSTRACIÓN 
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Al principio de este capítulo se definieron los valores y vectores característicos para una 
transformación lineal 7: V — V, donde dim V = n. Se estableció después que T se puede repre- 
sentar por una matriz de n X n, se limitará el análisis a los valores y vectores característicos de 
matrices de n X n. 

No obstante, la transformación lineal se puede representar mediante diversas matrices de 
n X n distintas —una para cada base elegida—. Ahora bien, estas matrices, ¿tienen los mismos 
valores característicos? La respuesta es afirmativa, y se demuestra en el siguiente teorema. 


Sea V un espacio vectorial de dimensión finita con bases B, = iv, v, ..., ү} y B, = 
iW, Wa ... , W,j. Sea T: V —^ V una transformación lineal. Si 4, es la representación 
matricial de T respecto a la base B, y si C, es la representación matricial de T respecto 
la base B,, entonces, 4, у C; son semejantes. 


T es una transformación lineal de V en sí mismo. Del teorema 5.3.3 de la página 482, se 
tiene 


(к), - 4(3), © 


1 


(1), =с,(), о 
Sea M la matriz de transición де B, a В, Entonces рог el teorema 4.8.1, página 370 
(9, (9 8) 


рага todo x еп V. Además 


(rx), = M (Tx) (9) 
Sustituyendo (8) y (9) en (7) se llega a 


M (rx), 2 C, M(x), (10) 


B, T 


La matriz M es invertible por el resultado del teorema 4.8.2 de la página 370. Si se 
multiplican ambos lados de (10) por M! (que es la matriz de transición de B, a B,), se 
obtiene 


(rx), = M^Cc,M(x), (11) 


1 


Comparando (6) y (11), se tiene 


A (x), =M”C,M(x), (12) 


Como (12) se cumple para toda x e V, se concluye que 
Aly = NC M 


Es decir, A, y C, son semejantes. 
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Problemas 6.3 
AUTOEVALUACIÓN 


Para los siguientes enunciados, diga si son falsos o verdaderos 
l. Si una matriz de л X n бепе n valores característicos diferentes, se puede diagonalizar. 


П. Si la matriz А de 5 X 5 tiene tres valores característicos diferentes, entonces 4 no 
puede ser semejante a la matriz diagonal. 


I 2 S 
Ш. Si А es semejante ala matriz| 0 2 4 |, entonces sus valores característicos son 1, 2 
y 3. 00 3 


De los problemas 1 al 20 determine si la matriz dada А es diagonalizable. De ser así, encuentre 
una matriz C tal que САС = D. Verifique que AC = CD y que los elementos distintos de cero 
de D sean los valores característicos de A. 
E 3 -1 
14 —2 


T a 











2 =] 3 —5 1 —1 
4. 5. 6. 
LL 1 -1 1 2 
010 1-1 0 
32 
7. Ё г 8.100 1 9. |-1 2 -1 
110 0-1 1 
210 1 1 -2 300 
10. | 00 1 11. |-1 2 1 12.100 1 
000 0 1 -1 0 0 2 
3 —1 =] 6 —3 -3 7 =2 4 
13. |1 1 —1 14. |0 3 —1 15. | 3 0 —2 
1 -1 1 0 —1 3 6 —2 —3 
4 6 6 0 —15 —6 =3 —7 -5 
16. 1 3 2 17. |-1 -2 -2 18. 2 4 3 
=] =5-=2 3 15 9 1 2 2 
—2 —2 0 0 1 0 1 
19. —5 1 0 0 20. 2 з 0 1 
2 =] —2 12 —3 
5 —2 2 —1 0 5 


21. Demuestre que si А es semejante a В y B es semejante a C, entonces А es semejante a C. 
22. Si A es semejante a B, demuestre que 4” es semejante a В" para cualquier entero positivo л. 
*23. Si A es semejante a B, demuestre que p( 4) = p(B) y v(4) = v(B) [sugerencia: primero de- 
muestre que si C es invertible, entonces v(CA) = v(4) demostrando que x e NA si y sólo si 
x € NCA. Después demuestre que p( AC) = p(4) demostrando que RA = КАС. Concluya 
que p( AC) = p(CA) = p(4). Por último, use el hecho de que C^! es invertible para demos- 


trar que p(C! AC) = p(A)]. 





24. 


25. 
26. 


27. 


*28. 


29. 


*30. 


31. 
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Sea D= f y] Calcule D?. 


Si А es semejante a В, demuestre que det А = det В. 


Suponga que C^! 4C = D. Demuestre que para cualquier entero n, А" = CD"C”!, Esto pro- 
porciona una forma sencilla para calcular las potencias de una matriz diagonalizable. 


Sea А= E 3) Calcule A? [sugerencia: encuentre C tal que А = CDC”?). 


Sea A una matriz de n X n cuya ecuación característica es (A — с)" = 0. Demuestre que А 
es diagonalizable si y sólo si А = cl. 

3 24 
Use el resultado del problema 26 y el ejemplo 6 para calcular 4%, si 42/2 0 21. 

42 3 
Sean A y B dos matrices reales de n X n con valores característicos distintos. Demuestre 
que AB — BAsiy sólosi A y B tienen los mismos vectores característicos. 


Si A es diagonalizable, demuestre que det А =2,,A,...,A,, donde A,,A,,...,A, son los 
valores característicos de А. 


MANEJO DE LA CALCULADORA 








HP 50g 


En la HP 50g es muy sencillo diagonalizar una matriz. Se comienza con la matriz A de n 
X n y se encuentran sus valores y vectores característicos. Si se tienen n vectores carac- 
terísticos linealmente independientes (lo que debe ocurrir si А tiene п valores caracterís- 
ticos distintos), entonces A es diagonalizable. La HP 50g da los vectores característicos 
como columnas de una matriz y los valores característicos como elementos de un vec- 
tor. Utilizando el comando DIAG —- es posible construir una matriz diagonal a partir 


А161 
de un vector. Por ejemplo si se tiene la matriz 4A=| —1 3 2 |ysequiere diagonalizar, 
= 0 1 


primero obtenemos los vectores y valores característicos, y después construimos la matriz 
diagonal. Procedemos como sigue, escribimos la matriz en el primer renglón de la pila 











NS CC XC OGROC HOGAR) GR )C 4 OC» 








= хо ш = ку 








[] nu 
1 )( sec 1 )(x-w (ENTER) 
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(aLPHa)(aLPHAC Е( aL V)(ENTER) (ejecutando el comando para obtener valores y 
vectores característicos). 


hab тү, Xe r1! 
teca А: 


da: d» -1. 
"Uem e 


Eg 1. 
25 
аанай 





[] “nu 
Especificamos la dimensión de la matriz diagonal que queremos formar 


Rap 172 WOE Re 'E* 
Duomo 





CONCILIO -- — 


MATRICES STAT 


Elegimos el menü de operaciones de matrices 


е СН 
FRCTORITATIOA. 
AUADRATIC FORA 
LIMA DHTORHE 
¿LINEAR ATL 





Escogemos la opción de crear matrices y de las opciones que aparecen se elige la nú- 
mero 7. 





Como resultado se construye la matriz diagonal de dimensiones 3 X 3 a partir de los 
valores característicos 


м I" ME o- '' 


Zr 
21 
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En el renglón 2 aparece la matriz de transformación C y en el renglón 1 aparece la dia- 
gonalización de la matriz original. 
De los problemas 32 al 35 encuentre una matriz C tal que C^! AC sea una matriz 


diagonal. 
aX. 102 -11 56 
0 ee 33. | 38 —49 75 
| о. | 83 123 67 
Э 5 
ЇЗ 16 12 14 ig 
— 0.031 0.082 0.095 26 21 19 6 
34. | —0.046 0.067 —0.081 38) 131 29 37 di 50 
0.055 —0.077 0.038 ЭЛ 39 29 OOO 


61 41 29 38 50 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


L y П. F Ш. v 


MATLAB 6.3 


1. Vuelva a trabajar en el problema 8 de MATLAB 6.1. 


2. Genere tres matrices aleatorias de 4 X 4 y tres matrices aleatorias de 5 X 5. Encuentre los 
valores y vectores característicos de cada una usando [V,D] = eig(A). 


a) ¿Con qué frecuencia son distintos los valores característicos? ¿Por qué piensa que esto 
es cierto? 


b) Para las matrices para las que V es invertible, verifique que А = УЮУ". 


3. a) Para la matriz en el problema 1 de MATLAB 6.1, utilizando la información que da el 
problema (no use eig), verifique que los vectores característicos forman una base para K? 
y encuentre matrices C y D, con D diagonal, tales que А = CDC'!. Confirme su respues- 
ta verificando que 4 = CDC”), 


b) Siga las instrucciones del inciso a), pero utilice la matriz y la información del problema 2 
de MATLAB 6.1 [en este caso los vectores característicos formarán una base para Єў. 


1 —1 0 
4. a) Considere la matriz А dada enseguida: 4A=|-1 2 —1|. 
0 —1 1 


Forme d = eig(A) y dd = d:^20 (observe el punto antes de “^”, es importante). Forme E 
= diag(dd). Encuentre [V,D] = eig(A). Verifique que E = D”. Explique por qué se cumple 
esto. Demuestre que 4% = VEV !. 
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b) Repita las instrucciones del inciso a) para la matriz 


3 95 -2 -—10.5 
—10 -425 10 445 
6 23.5 —5 —24.5 
=10 —43 10 45 


А = 


с) (Lápiz y papel) Trabaje en el problema 26 anterior. 


5. Geometría Una matriz А de n X n define una transformación lineal T de R” a E" por T(x) = 
Ах. Nos interesa describir la geometría de esas transformaciones lineales. 


a) (Lápiz y papel) Six es un vector característico de A con valor característico А entonces 
Ax = Ax. Si à > 0, ¿cuál es la interpretación geométrica del efecto de la transformación 
lineal sobre x? 

b) (Lápiz y papel) Explique por qué y cómo es cierta la siguiente afirmación. Si А es dia- 
gonalizable con valores característicos positivos, entonces la geometría de la transforma- 
ción lineal dada por A se puede describir por completo en términos de expansiones y 
compresiones a lo largo de los vectores de una base. 


Verifique que la siguiente matriz es diagonalizable con valores característicos positivos. 
Describa la geometría [en el sentido del inciso b)] de esta matriz. Usando esta informa- 
ción, bosqueje la imagen (después de aplicar la transformación determinada por la 
matriz) del rectángulo con vértices en (1, 1), (1, —1), (71, 1) y 1, —1). Describa su 
razonamiento (si desea una descripción, quizá mejor, de los vectores característicos que 
la dada por eig, encuentre la forma reducida por renglones de A — ÀI, donde А es un 
valor característico). 


d) Para cada matriz А dada, verifique que А es diagonalizable con valores característicos 
positivos. Escriba una descripción de la geometría igual que en el inciso 5). 


с 


ми 


njo nj 


15 —31 17 
і. А=| 20.5 —44 24.5 
26.5 —58 32.5 


ii. Sea В una matriz aleatoria real de 3 X 3 y sea A = B'B. 


6. Considere las siguientes matrices: 


5 —11 7 26 —68 40 

22 —10 8 3 
«(2 M 43 E) A=|-2 1 2| A=/19 —56 35 
i | —6 7 0 15 —50 33 


a) Para cada matriz A, encuentre e = eig(A) y d — det(A). Explique por qué A es diagona- 
lizable. Obtenga una conclusión sobre la relación entre los valores característicos de A y 
el determinante de А. 


b) Pruebe su conclusión con las matrices dadas en los problemas 1 y 2 de MATLAB 6.1. 


с) (Lápiz y papel) Complete la siguiente afirmación con su conclusión y después demués- 
trela: si А es diagonalizable, entonces det(4) es 
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71 IVIATRICES SIMÉTRICAS Y DIAGONALIZACIÓN ORTOGONAL 


E 


TEOREMA E 


DEMOSTRACIÓN” 


En esta sección se verá que las matrices simétricas reales! tienen varias propiedades importan- 
tes. En particular, se demuestra que cualquier matriz simétrica real tiene n vectores caracterís- 
ticos reales linealmente independientes y, por lo tanto, por el teorema 6.3.2, es diagonalizable. 
Se comenzará demostrando que los valores característicos de una matriz simétrica real son 
reales. 


Sea A una matriz simétrica real de n X n. Entonces los valores característicos de А son 
reales. 


Sea X un valor característico de А con vector característico v; es decir, Ау = Av. El vector 
vestá en €" y el producto interno en €" (vea la definición 4.11.1, página 432, y el ejemplo 
4.11.2 satisface 


(a x, y) = a(x, y) y (х, ay) = a (x, y) (1) 
Entonces 
(Av, v) = (Ау, у) = Mv, у) (2) 


Más aún, por el teorema 5.5.1 de la página 519, y el hecho de que 4' = A 


(Av, v) = (v, 4'v) = (v, Av) = (v, Ау) = À (v, v) (3) 


Igualando (2) y (3) se tiene 


(v, v) = X (у, у) (4) 


Pero (х,у) = ||v||2 = 0 ya que v es un vector característico. Entonces se pueden dividir 
ambos lados de (4) entre (v, v) para obtener 


\, = А (5) 


Si à = a + ib, entonces A = a — ib y de (5) se tiene 


a + ib — a — ib (6) 


lo que se cumple sólo si b = 0. Esto muestra que A = a; por lo tanto А es real y la de- 
mostración queda completa. 


Se vio en el teorema 6.1.3 de la página 526, que los vectores característicos correspondien- 
tes a valores característicos diferentes son linealmente independientes. Para matrices simétricas 
reales el resultado es más poderoso: /os vectores característicos de una matriz simétrica real 
correspondientes a valores característicos diferentes son ortogonales. 


ш 
t Recuerde que A es simétrica si y sólo si At = A. 
* Esta demostración usa material de las secciones 4.11 y 5.5 y debe omitirse si no se cubrieron. 
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= 


TEOREMA EJ 


DEFINICIÓN 1| 


TEOREMA a | 


Valores característicos, vectores característicos y formas canónicas 


Sea А una matriz simétrica real de n X n. Si À, y A, son valores característicos diferentes 
con vectores característicos reales correspondientes v, y v, entonces v, y v, son ortogo- 


nales. 
Se calcula 
Av ^v, — AY Y, — Av, Уу) (7) 
y. 
АТ = E dv, = ү (A) = AU, су) (8) 


Combinando (7) y (8), se tiene А (у, · у,)= Av, · vj) y como 2, = A, se concluye que 
ү, * V = 0. Esto es lo que se quería demostrar. 


Ahora es posible establecer el resultado más importante de esta sección. Su demostración, 
que es dificil (y opcional), está dada al final. 


Sea A una matriz simétrica real de n X n, entonces А tiene n vectores característicos 
reales ortonormales. 


Observación. De este teorema se deriva que la multiplicidad geométrica de cada valor caracte- 
rístico de А es igual a su multiplicidad algebraica. 


El teorema 3 dice que si А es simétrica, entonces E" tiene una base В = (u,,u,,...,u,) que 
consiste en vectores característicos ortonormales de А. Sea O la matriz cuyas columnas son u,, 
u,...,U, Entonces por el teorema 4.9.3, página 393. О es una matriz ortogonal. Esto lleva a 


la siguiente definición. 


Matriz diagonalizable ortogonalmente 


Se dice que una matriz А de n X n es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz 
ortogonal Q tal que 


Qo (9) 


donde D = diag (A,, А, ..., A) y X, А,,..., A, son valores característicos de А. 


Nota. Recuerde que O es ortogonal si Q' = Q^; por lo tanto (9) se puede escribir como 


О-!АО =D. 


Sea A una matriz real de n X n. Entonces A es diagonizable ortogonalmente si y sólo si 
А es simétrica. 
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DEMOSTRACIÓN Sea A simétrica. Entonces de acuerdo con los teoremas 2 y 3, А es diagonizable orto- 
L gonalmente con la matriz O cuyas columnas son los vectores característicos dados en 
el teorema 3. Inversamente, suponga que 4 es diagonizable ortogonalmente. Entonces 
existe una matriz ortogonal O tal que Q'AQ = D. Al multiplicar esta ecuación por la 
izquierda de O y por la derecha por О’, y utilizando el hecho de que Q'O = ОО! = I, se 
obtiene 


AT ODO (10) 


Entonces 4' = (QDQ?' = (Оу D'O' = ОРО! = A. Así, A es simétrica y el teorema queda 
demostrado. En la última serie de ecuaciones se utilizaron los hechos de que (AB) = B'4' 
[parte її) del teorema 1.9.1, página 119], (4^! = A [parte i) del teorema 1.9.1] y D'= D 
para cualquier matriz diagonal D. 


Antes de dar ejemplos, se proporciona el siguiente procedimiento de tres pasos para encon- 
trar la matriz ortogonal О que diagonaliza la matriz simétrica А. 


Procedimiento para encontrar una matriz diagonalizante О 


i. Encuentre una base para cada espacio característico de A. 
ii. Encuentre una base ortonormal para cada espacio característico de А usando el 
proceso de Gram-Schmidt o algün otro. 
iii. Escriba Ocomo la matriz cuyas columnas son los vectores característicos ortonorma- 
les obtenidos en el paso ii). 


| EJEMPLO1 | Diagonalización de una matriz simétrica de 2 x 2 usando una matriz ortogonal 


1-A -2 _ 
-2 X 


=2 . f 
Sea 4 = | | Entonces la ecuación característica de А es det (4 — А) = 


AS — 4%. —1=0,que tiene dos raíces. =(4 + [20/2 =(4 +245) /2 —2 + Js. Para A, =2 — \/5 se 


-1445 -2 E 
-2 1+\% 


уу |=,|2°+ -1+5 = 10 — 24/5 . Por lo tanto 
1 
1 | 2 | 
и = 
; 410 — 24/5 1 v5 


-1- -2 0 - 
Después, para A, =2 + Js se calcula (А — Ау = v5 Ñ | | | уу,= [ 5 
-2 1-455») lo 2 


Observe que v, · v, = 0 (lo que debe ser cierto según el teorema 2). Entonces v] =4/10— 245 


1 = 
de manera que u, = — d 


10-2454 2 


*, 


0 : 
obtiene (4 — AI)v 4 | = | Un vector característico es v, | 


an 
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i aa (02 145 
Por último, aer 2 | 
o 2 ‚| 
10—245 (-1+45 2 
y 
un 1 [2 -1+vV5 2 1-45 
ce 2 Li, Е 
-l 2 | 4-245 A 
10—245 1-4/5 2 7 4 3d5 44 245 


>i 85 0 Hp Е 
10-245| 0 10+ 64/5 O 2+% 


| EJEMPLO 2 | Diagonalización de una matriz simétrica de 3 x 3 usando una matriz ortogonal 


5 4 2 5—X 4 2 
Sea A=|4 5 2|. Entonces A es simétrica y det(4-M)=| 4 5-X 2 |= -(\ – 1) 
2- 2.2 2 2 2-4 


(à — 10). Se calculan los vectores característicos linealmente independientes correspondientes a 


-1 =1 2 
A=1,v,=| l|yv,=| 0 |. Correspondiente a à = 10 se encuentra v, =| 2 |. 
0 2 1 


Para encontrar О, se aplica el proceso de Gram-Schmidt a (v, у,}, una base para E,. Como 


-1/42 


М = 4/2, se hace u= 1/42 . Después 
0 


-1 -1/42 -1 -1/2 -1/2 
v, =v,—(v,-u Ju =| 0 "m 1/42 |=| ol-| 1/2 |=] -1/2 
2 0 2 0 2 
-1/2 - 342 
Entonces v] =,/18/4 = з\/2/2 yu, = „Б —1/2|= -1/342 . Esto se verifica observando 
2 4/32 
2/3 
que u, : u, = 0. Por último, se tiene и, =v, /|у, =1 y, =| 2/3 |. También se puede verificar ob- 
1/3 


servando que u, и, = O y u, : u, = 0. Por lo tanto, 
q 110 y u, ` u, 


TRANSPUESTA 
CONJUGADA 


MATRIZ 
HERMITIANA 


MATRIZ 
UNITARIA 


Е 


DEMOSTRACIÓN 
E DEL TEOREMA 3? 
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-1/42 =1/342 2/3 
Q=| -1/42 -1/342 2/3 
0 4/3/2 1/3 


Hb N2 0 Mea оу: -I/32 2/3 
o'4a9=|-1/3Y2 -1/342 4/3402 | 4 s 2||—1//2 -1/342 2/3 


2/3 2/3 1/3 122 2] 0 4/32 1/3 


-// a2 о \ү-/ -1/342 20/3 





10 0 
=|-1/3/2 —1/з/2 4/342 | 1/42 -1/342 20/3|=10 1 0 
2/3 2/3 1/3 0 4/342 10/5] (0 0 10 


En esta sección se han probado resultados para matrices simétricas reales. Estos resulta- 
dos se pueden extender a matrices complejas. Si 4 — (a,) es una matriz compleja, entonces la 
transpuesta conjugada de 4, denotada por A*, está definida por el elemento ij de 4* = a, La 
matriz A se denomina hermitiana! si 4* = A. Resulta que los teoremas 1, 2 y 3 también son 
ciertos para las matrices hermitianas. Todavía más, si se define una matriz unitaria como una 
matriz compleja U con U* = U”!, entonces usando la demostración del teorema 4, se puede 
demostrar que una matriz hermitiana es diagonalizable unitariamente. Estos hechos se dejan 
como ejercicios (vea los problemas 17 a 19 de esta sección). 


Se concluye esta sección con una demostración del teorema 3. 


Se demostrará que a todo valor característico A de multiplicidad algebraica k, corresponden k 
vectores característicos ortonormales. Este paso combinado con el teorema 2, demostrará el teo- 
rema. Sea u, un vector característico de A que corresponde a №. Se puede suponer que [u| = 1. 
También se puede suponer que u, es real porque A, es real y u, e N, — A41, el espacio nulo de la 
matriz real А — А. Este espacio nulo es un subespacio de E" por el ejemplo 4.6.10 de la página 
337. Después se observa que {и} se puede extender a una base (u,, у,, v, - . . , у} para IR”, y 
mediante el proceso de Gram-Schmidt esto se puede convertir en una base ortonormal (u,, 
u, ...,U,j. Sea Q la matriz ortogonal cuyas columnas son ц, u,, . .. , и. Por conveniencia de 
notación se escribe О = (ц, и, . . . , и). Ahora bien, О es invertible y Q' = Q"!, de manera que 
А es semejante a Q'AQ, y por el teorema 6.3.1, página 556, Q'AQ y A tienen el mismo polino- 
mio característico: |Q'AQ — А = |A — АЩ. Entonces 


= 
rel 


de manera que 


QURE 
юле V. 


(Аш, АЧ, ,..., Au,) 


u 
* Vea el pie de la página 526. 
* Si el tiempo lo permite. 
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t t t 
u A, udu, -- uj4u, 
t t t 
u 0 u, Au u, 4u 
= 2 E 2 2 2 n 
= (Аи, Ай, Au,)= : 
и! 0 и Ап, -- и du 
п п п п 


Los ceros aparecen porque uu = u, u, = 0 sij# 1. Por otro lado [Q'4Q] = O'4(0'Y = Q'AQ. 
Así, Q'AQ es simétrica, lo que significa que debe haber ceros en el primer renglón de О'АО que 
concuerden con los ceros de la primera columna. Entonces 








2, 0 0 > 0 
0 dy laz `7 d» 
Q'AQ mh. d» 05 `7 98, 
0 4,2 4,3 х Gn 
y 
2, = № 0 0 0 
0 da T A d ` d», 
Q' AQ — м = 0 43 d dy cien 43, 
0 4, 4,3 d, ) 
4 A 43 d, 
q da TA м, 
-(Q-3) 7? E >" [=(A-A)[M,0)] 
4,2 d,5 P d, ш A 


donde M (А) es el menor 1,1 de ОАО — AI. Si k = 1, no hay nada que demostrar. Si k > 1, 
entonces |A — A] contiene el factor (A — X), y por lo tanto |0'40 — А también contiene el 
factor (А — A)". Entonces |M (А)| contiene el factor A — À, lo que quiere decir que |М, A)| = 
0. Esto significa que las últimas n — 1 columnas de О' 40 — I son linealmente dependientes. 
Como la primera columna de Q'AQ — А, Геѕ el vector cero, se tiene que Q'AQ — 2,7 contiene a 
lo más n — 2 columnas linealmente independientes. En otras palabras, p(Q'AQ — à D z n — 2. 
Pero Q'AQ — AJ y A — AI son semejantes; así, del problema 6.3.23, p(4 — А0 S n — 2. Por 
lo tanto, v(4 — 4,1) = 2 lo que significa que E, = núcleo de (А — 2,7) contiene al menos dos 
vectores característicos linealmente independientes. Si k = 2, la demostración termina. Si k > 
2, entonces se toman dos vectores ortonormales u,, u, еп Е, y se expanden a una nueva base 
ortonormal (u,, u, ..., и} para R” y se define P = {ц, и,,..., и). Entonces, justo como se 
hizo, se demuestra que 


hem 0 0 0 0 
0 А-А 0 0 0 
0 0 В =À Pas Ba, 
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Como k > 2, queda demostrado, como antes, que el determinante de la matriz entre corchetes 
es cero cuando A = À, lo cual demuestra que p(P'4P — AI) = n — 3 de manera que v(P'AP — 
ÀJ) = v(A — А > 3. Entonces dim E „ = 3, y así sucesivamente. Es evidente que se puede con- 
tinuar este proceso para demostrar que dim E xm k. Por último, en cada E, ; se puede encontrar 
una base ortonormal. Esto completa la prueba. 


AI? 


Problemas 6.4 


AUTOEVALUACIÓN 


Indique si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos. 


1. Los valores característicos de una matriz simétrica son reales. 
П. Los vectores característicos de una matriz simétrica son reales. 
Ш. Toda matriz simétrica real es semejante a una matriz diagonal. 


IV. Si la matriz real А se puede diagonalizar, entonces existe una matriz ortogonal O tal 
que О' АО es diagonal. 


V. Si А es real y simétrica, entonces existe una matriz ortogonal O tal que О' АО es dia- 
gonal. 


VI. Una matriz simétrica es hermitiana. 


VII. Una matriz hermitiana es simétrica. 


De los problemas 1 al 10 encuentre la matriz ortogonal O que diagonaliza la matriz simétrica 
dada. Después verifique que Q'AQ = D, una matriz diagonal cuyas componentes diagonales 
son los valores característicos de 4. 


(3 Ду O 





1 -1 -1 2 -1 1 A x3 

5.|—1 1 =] 6.|=1 2 -1 7| 2 -1 2 

-1 -1 1 1-1 2 2 21 
1-1 0 32 2 a 
& ley 2 -1 9.1220 i-e m» 
ü- 1 204 AE d 
0 002 


11. Sea Q una matriz ortogonal simétrica. Demuestre que si À es un valor característico de Q, 
entonces À = +1. 


12. Aes ortogonalmente semejante a B si existe una matriz ortogonal O tal que B — Q'AQ. Su- 
ponga que А es ortogonalmente semejante a B y que B es ortogonalmente semejante a C. 
Demuestre que A es ortogonalmente semejante a C. 


: a b . ; 
13. Demuestre que si Q -( s es ortogonal, entonces b = +c. [sugerencia: escriba las ecua- 
C 


ciones que se obtienen de la ecuación Q'Q = I]. 
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14. 


15. 


16. 


*17. 


*18. 


19; 


20. 


21. 


22. 


Suponga que А es una matriz simétrica real para la que todos sus valores característicos 
son cero. Demuestre que А es la matriz cero. 

Demuestre que si una matriz real 4 de 2 X 2 tiene vectores característicos ortogonales, 
entonces А es simétrica. 

Sea A una matriz real antisimétrica (А = — А). Demuestre que todo valor característico de 
A es de la forma io, donde a es un número real. Es decir, demuestre que todo valor carac- 
terístico de А es un número imaginario. 

Demuestre que los valores característicos de una matriz hermitiana compleja de n X n son 
reales [sugerencia: utilice el hecho de que en €” (Ах, y) = (x, А*у)]. 

Si А es una matriz hermitiana de л X п, demuestre que los vectores característicos corres- 
pondientes a valores característicos distintos son ortogonales. 

Repitiendo la demostración del teorema 3, pero sustituyendo v! por v; cuando sea conve- 
niente, demuestre que cualquier matriz hermitiana de n X n tiene n vectores característicos 
ortonormales. 


А PORTS И 1 1— 
Encuentre una matriz unitaria С tal que U* AU es diagonal, donde А = q © i | 
1 


А 2 3-3 
Haga lo mismo que en el problema 20 рага 4 = al 
343i 5 


Demuestre que el determinante de una matriz hermitiana es real. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


LV Il. V Ш. V IV. F V. V VI. F VII. F 


S MATLAB 6.4 


1. 


3. 


a) (Lápiz y papel) S1 A es una matriz simétrica aleatoria de n X n, entonces se espera que 
A tenga valores característicos distintos y que los vectores característicos asociados sean 
ortogonales. Explique por qué se puede decir que se espera que exista una base ortonor- 
mal para IP" que consiste en vectores característicos de A. 


b) Genere cinco matrices simétricas aleatorias А (no todas del mismo tamaño) generando 
matrices reales aleatorias B y después formando A = triu(B) + triu(B)'. Para cada matriz 
A generada, verifique lo que se espera segün el inciso a). Verifique que existe una matriz 
O y una matriz diagonal D tales que 4 = ODO". 


. Si A es una matriz de valores complejos, entonces 4* se puede encontrar como A” con 


MATLAB. Genere una matriz А aleatoria de valores complejos de 4 X 4 (use A = B + i*C, 

donde B y C son matrices aleatorias de valores reales encontradas con el comando rand). 

Genere la matriz Н = triu(A) + triu(A)'. 

a) Verifique que H es hermitiana. Encuentre los valores característicos de H. Aun cuando H 
es de valores complejos, ¿qué observa sobre los valores característicos? 


b) Repita las instrucciones del problema 1 de esta sección de MATLAB pero cambie la pa- 
labra simétrica por hermitiana, cambie IP" por €" y cambie Q' por O*. 


Geometría Suponga que A es una matriz real simétrica de 2 X 2. Entonces existe una ma- 


triz diagonal D y una matriz ortogonal O tales que А = ODO”. 
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a) (Lápiz y papel) Como Q es ortogonal, se tiene que det(Q) es + 1o bien —1. ¿Por qué? Se 
sabe que si det(O) = —1, al multiplicar una columna de O por —1 se produce una nueva 
O que todavía es ortogonal pero que tiene det(Q) = 1. ¿Por qué? Explique por qué la 
nueva O todavía contiene una base ortonormal de vectores característicos que están en 
correspondencia correcta con los valores característicos de D de manera que А = ОРО! 
para la nueva O. 


b) (Lápiz y papel) Usando los hechos de que O es ortogonal, que det (О) = 1 y que un 
vector de longitud 1 se puede escribir como (cos(0) sen(0)) para algún ángulo 0, explique 
por qué se puede escribir 


_ cos(0) -—sen(0) 
sen(0)  cos(0) 


Verifique que Q es entonces una matriz de rotación. 


c) (Lápiz y papel) Combinando los resultados de los incisos a) y b), se puede concluir que 
una matriz А real simétrica de 2 X 2 se puede diagonalizar como A = QDQ', donde O 
es una matriz de rotación. Esto permite dar una descripción de la geometría de la trans- 
formación lineal determinada por А, en términos de rotaciones de la base estándar y ex- 
pansiones o compresiones si los valores característicos de A son positivos. Explique esta 
descripción interpretando primero la acción de Q', seguida de la acción de D, seguida de 
la acción de Q. 


d) Para las siguientes matrices, describa la geometría de 4 como se hizo en el inciso c). 
Utilice la descripción para bosquejar la imagen del círculo unitario después de aplicarle 
la transformación determinada por А. Ajuste О si es necesario para que det (О) = 1. 
[Sugerencia: necesitará usar la O ajustada para encontrar el ángulo Ө. Observe que 
0Q, 1)/ Q(1, 1) = tan(0). Utilice el comando atan de MATLAB, ajuste la respuesta agre- 
gando л si los números en O indican que el ángulo está en el segundo o tercer cuadrante, 
y multiplique por 180/ л.] 


ТЕН 


275 —.433 
па 29 7m 


ja nji 
Nla Nje 


—433 225 


ng FORMAS CUADRÁTICAS Y SECCIONES CÓNICAS 


En esta sección se utiliza el material de la sección 6.4 para extraer información sobre las grá- 
ficas de ecuaciones cuadráticas. Las ecuaciones y las formas cuadráticas que se definen a con- 
tinuación, surgen de muchas maneras. Por ejemplo, se pueden usar formas cuadráticas para 
obtener información sobre las secciones cónicas en K? (círculos, parábolas, elipses, hipérbolas) 
y extender esta teoría para describir ciertas superficies, denominadas superficies cuadráticas, 
en KJ. Estos temas se estudiarán más adelante en esta sección, aunque en este texto no se 
analizarán. Las formas cuadráticas surgen en una gran variedad de aplicaciones que van de la 
descripción de las funciones de costo en economía al análisis del control del recorrido de un 
cohete en el espacio. 
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DEFINICIÓN E Ecuación cuadrática y forma cuadrática 


i. Una ecuación cuadrática en dos variables sin términos lineales es una ecuación de la 
forma 


ax? + bxy + су = а (1) 


donde |а| + |b| + |c| = 0. Esto es, al menos uno de los números а, b y c es diferente 
de cero. 


ii. Una forma cuadrática en dos variables es una expresión de la forma 


F(x, y) = ax? + bxy + cy? Q) 





donde |а| + |b| + |c| = 0. 


Es evidente que las ecuaciones y las formas cuadráticas tienen una fuerte relación. Se co- 
menzará el análisis de las formas cuadráticas con un ejemplo sencillo. 


1 —2 
Considere la forma cuadrática F(x, y) = x? — 4ху + 3y?. Sean у= (7) yA | | 


lao 


= (x? — 2xy) + (—2ху + 3y?) = x? — 4xy + 3y? = F(x, y) 


Entonces 


De esta manera se ha “representado” la forma cuadrática F(x, y) mediante la matriz simétrica 
А en el sentido de que 


F(x, у) = Av: v (3) 





De forma inversa, si 4 es una matriz simétrica, entonces la ecuación (3) define una forma cua- 
drática F(x, y) = Av: v. 
Se puede representar F(x, y) por muchas matrices pero sólo por una matriz simétrica. Para ver 


А : 1 
esto, sea А = | s) , donde a + b = —4. Entonces, Av: v = F(x, y). Si, por ejemplo, А | Р | 


x+3 ; TT 
entonces Ду = T y Av: v = x? — 4ху + 3y?. Sin embargo, si insistimos en que А sea 
—7х +3у 
simétrica, entonces debe tenerse а + b = —4 y а = b. Este par de ecuaciones tiene una solución 
única a = b = —2. 


Si F(x, y) = ax? + bxy + cy? es una forma cuadrática, sea 


457) 0 
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eos "С oes C) 


= ax? + bxy + cy? = F(x,y) 


Entonces 


Se regresa ahora a la ecuación cuadrática (1). Usando (3), se puede escribir (1) como 


donde А es simétrica. Por el teorema 6.4.4, página 568, existe una matriz ortogonal O tal que 
Q'AQ = D, donde D = diag(A,, Л.) y A, y A, son valores característicos de 4. Entonces А = 
ОРО! (recuerde que Q' = Q7!) y (5) se puede escribir como 


(QDQv):v—d (6) 
Pero del teorema 5.5.1 de la página 510, Av · y = v - A'y. Así 
Q(DQ') : v = DO'v- Qv (7) 
de manera que (6) se convierte en 
[DOY]: Qv = а (8) 


Sea v' = Q'v. Entonces v' es un vector de 2 componentes y (8) se convierte en 


(9) 





Р "T - X И 
Considere (9) con más detenimiento. Se puede escribir v' | ) Como una matriz diagonal es 
y 


= А : ' 0 
simétrica, (9) define una forma cuadrática F(x', у') de las variables х’ y y”. Si D 5 | 
C 


a 01 x a'x' _ 'х' / 
entonces Dv' — - y Р(х, y) = руу =| ^ ^ |.| * |o ax? cry? 
! D fast ? y ГЕИ) , y 
0 cAy с'у су} Ху 


Es decir, F(x', y”) es una forma cuadrática en la que falta el término en x'y'. Por lo tanto, la 
ecuación (9) es una ecuación cuadrática de las nuevas variables х’, y” sin el término x' y". 


Expresión de una forma cuadrática en las nuevas variables x' y y' sin el término x'y' 
Considere la ecuación cuadrática x? — 4xy + 3y? = 6. Como se vio, la ecuación se puede escri- 


1 =2 . . 
bir en la forma Ах. x = 6, donde A | s | Еп el ejemplo 6.4.1 de la página 569 se vio 


2-5 0 
0  2+45 


que А se puede diagonalizar a D -| | usando la matriz ortogonal 


E 
10-245 (-1+45 2 
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els rj 


1 2x+(-1+v5)y 


J10- 2/5 (1-4/5)x+2y 


y, para las nuevas variables, la ecuación se puede escribir como 


к= гё +(2+4/5)y" =6 


Entonces 








Se analizará de nuevo la matriz O. Como Q es real y ortogonal, 1 = det VO”! = det ОО' = 
det O det Q' = det O det O = (det Q}. Entonces det O = +1. Si det O = — 1, se pueden inter- 
cambiar los renglones de O para hacer el determinante de esta nueva O igual a 1. Así, se puede 


cos0 —senB 


demostrar (vea el problema 44) que Q | | para algún número 0 соп 0 < 0 < 2л. 


sen Ө cos0 


Pero del ejemplo 5.1.8 de la página 462, esto significa que Q es una matriz de rotación. Por lo 
tanto, se ha demostrado el siguiente teorema. 


Teorema de los ejes principales en R? 


Sea 
ax? + bxy + cy? = d (10) 


una ecuación cuadrática en las variables x y y. Entonces existe un nümero ünico 0 en 
[0, 211] tal que la ecuación (10) se puede escribir en la forma 


по ap ey es 00 (11) 


donde х’ y y' son los ejes obtenidos al rotar los ejes x y y un ángulo Ө en el sentido contra- 
rio a las manecillas del reloj. Más aún, los números a' y c' son los valores característicos 


a b/2 
17 с 


la gráfica de la ecuación cuadrática (10). 


de la matriz 4 = | | Los ejes x’ y y” se denominan ejes principales de la gráfica 


Se puede usar el teorema 1 para identificar tres secciones cónicas importantes. Recuerde 
que las ecuaciones estándar de un círculo, elipse e hipérbola son 


Circulo: x (12) 
Elipse: Е : (13) 
a 3 Е 
| 2 od (14) 
Hipérbola: o 
par 
== (15) 
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| EJEMPLO 2 | Identificación de una hipérbola 


Identifique la sección cónica cuya ecuación es 


х + 4ху + 3у = 6 (16) 


B Solución En el ejemplo 1 se encontró que esto se puede escribir como (2 — J5 ES + (2 + J5 | у? =6,0sea 


2 2 
А х! 


Y _ z= 
(25) pep 
Ésta es la ecuación (15) con a = 6/2 +5) - 1.19 y b- 9 V5 - 2) =5.04. Como 
d | j ni 
Jo-2/sV-1445. 2 


y det O = 1, se tiene, usando el problema 44 y el hecho de que 2 y —1-- V5 son positivos, 


cos 0 = 2 = 0.85065 


410 — 24/5 


Entonces 0 está en el primer cuadrante, y utilizando una calculadora, se encuentra que 0 « 
0.5536 rad = 31.7°. Por lo tanto, (16) es la ecuación de una hipérbola estándar rotada un ángulo 
de 31.7? (vea la figura 6.1). 





Figura 6.1 


La hipérbola 
X — 4ху + 3. = 6 





Identifique la sección cónica cuya ecuación es 


5x? — 2xy + 5y = 4 (17) 


B Solución  Enestecaso A | 


- NEZ Fin — А2 142 
racterísticos ortonormales son v, ҮЗ y Y, a t Q (US E 


1 ; 
3! los valores característicos de 4 son à, = 4 y A, = 6 y dos vectores ca- 
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Antes de continuar, debe observarse que det O = —1. Para que O sea una matriz de rotación es 
necesario que det O = 1. Esto se logra fácilmente invirtiendo los vectores característicos. Así, 


ral PEL EB LI 
еткел, oet cas М2, (sos ит e h det O = 1. 


6 0 
Entonces D — | y (17) se puede expresar сото Ру · v = 40 


6x"? + 4y? = 4 (18) 


EEE O ee) 


Rescribiendo (18), se obtiene x^ f(4) + y”? /1=1, que es la ecuación (13) cona = 1 yb = 1. Маз 


donde 


aún, como 1//2 > 0 y —1//2 < 0, del problema 44, se tiene Ө = 2л —cos”' (12) =2n —1n/4= 


71/4= 315°. Por lo tanto (17) es la ecuación de una elipse estándar rotada un ángulo de 315? 


(o 45° en el sentido de las manecillas del reloj) (vea la figura 6.2). 


Figura 6.2 


La elipse 
5x! — 2xy + 5y! = 4 





Una sección cónica degenerada 





Identifique la sección cónica cuya ecuación es 


—5x?- 2xy —5y = 4 (19) 


B Solución Haciendo referencia al ejemplo 3, la ecuación (19) se puede volver a escribir como 
—6x" — 4y? = 4 (20) 


Como para cualesquiera números reales х’ y y”, ^ 6x? —4y" < 0, se ve que no existen números 
reales x y y que satisfagan (19). La sección cónica definida por (19) se denomina sección cónica 
degenerada. 

Existe una manera sencilla de identificar la sección cónica definida por 


ax? + bxy + cy! = а (21) 


И а  bj2 2. 2 
Si A= |, /2 / | entonces la ecuación característica de А es 
с 





M — (а + ОХ + (ac — БА) = 0 = (А - (X — А) 
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Esto significa que 2,2, = ac — Ь?/4. Pero como se ha visto, la ecuación (21) se puede volver a 
escribir como 


Мх? + Ау?2= а (22) 


Si A, y A, tienen el mismo signo, entonces (21) define una elipse (о un círculo) o una cónica 
degenerada como en los ejemplos 3 y 4. Si A, y А, tienen signo contrario, entonces (21) es la 
ecuación de una hipérbola (como en el [ejemplo 2). Por lo tanto, se puede probar el teorema 1 
que se expuso más arriba. 


Nota. En el ejemplo 2 se tenía det А = ac — b?/4 = —1. En los ejemplos 3 y 4 se tenía det А = 24. 


Los métodos que acaban de describirse se pueden usar para analizar las ecuaciones cuadráticas 
en más de dos variables. A continuación se proporciona un ejemplo. 


| EJEMPLO5 | Una elipsoide 


Considere la ecuación cuadrática 


5x? + 8xy + 5y? + 4xz + 4yz + 222= 100 (23) 
5.4 2 xX 
Si A=|4 5 2 | уу=| y |, entonces (23) se puede escribir en la forma 
2-2 2 2 
Av : v = 100 (24) 
10 0 
Del ejemplo de la página 570, O'40=D=|0 1 0 |, donde 
0 0 10 
-N2 -1642 2/3 
o=| 1N2 -I2 2/3 
0 4\2. 1/3 
Sea 


x -1N/2 12 de |, 
у= |у |=0'v =| -142 -142 4/40 || y 


z 2/3 2/3 3 Az 





(1//2)x +(142) y 
=| (1/42) + (1342) y + (482): 
(2/3) x + (2/3) y + (1/3) z 


Entonces, como antes, 4 = ODO' y Av: у = QDQ'v · v = DO · Q'v = Dv' : y. Por lo tanto, 
(24) se puede escribir en términos de las nuevas variables х’, y”, z' como Dv' · у’ = 100, o sea 


x? + y? + 10272 = 100 (25) 
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En Ё? la superficie definida por (25) se denomina elipsoide (vea la figura 6.3). 


Figura 6.3 


El elipsoide 5x? + 8xy + 
5y! + 4х2 + Ayz + 
2z?= 100, que se puede 
escribir en las nuevas 
variables como 

x" + y? + 107? = 100. 





y’? + у'?+ 102'? = 100 


Existe una gran variedad de superficies de tres dimensiones de la forma Av · v = d, donde v є 
I. Esas superficies se denominan superficies cuadráticas. 

Podemos cerrar esta sección con la observación de que las formas cuadráticas se pueden 
definir en términos de cualquier nümero de variables. 


DEFINICIÓN 2 | Forma cuadrática 


A 


X МУТ us 
Sea v =| > |ysea A una matriz simétrica de n X n. Entonces una forma cuadrática en X 








EG 
X,...,X,esuna expresión de la forma 
Aa = 79у (26) 
| ЕЈЕМРІО 6 | Una forma cuadrática en cuatro variables 
2 1 2 -2 x 
] —4 6 5 X, 
Sea A= уу= 
2 6 7 —1 X, 
=2 5 =l 3 5, 
Entonces 
2 1 2 2] IA 
—4 6 5 |х х 
Avv = Н Е 
2 6 T —1|х, X, 
—2 5 —1 3 d. | P 
2x + x,t2x,—-2x,.| x 
_ x, —4x, +6х, +5x, || x, 
2x, +6х, +7х, = х, | х, 
X 


—2x t5x,— x,+3x, 
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EN _ A2 
—2x, t2xx,—4x, t4xx, +12x,x, 


2 2 
Tx, — 4x X, + 10x,x, — 2x,X, + 3x, 


(después de simplificar). 


META Una matriz simétrica que corresponde a una forma cuadrática en cuatro variables 


Encuentre la matriz simétrica А que corresponde a la forma cuadrática 


2 2 2 2 
5x; —3x x, 4x; t8xx,—9xx,t2x; xx, 7x x, +6x,x, + 9х; 


B Solución 8А = (a,), entonces, observando los ejemplos anteriores de esta sección, se ve que a, es el co- 
eficiente del término x? y a, + des el coeficiente del término x, X, Como А es simétrica, a, = 
а asi, a, =4,= 1 (coeficientes del término x,x,). Uniendo todo esto se obtiene 


CA 
| 
A юр 





> юн 

| 
la njeo 
ш Nne A 
о чә юм nl 


| 
юе 


Problemas 6.5 


AUTOEVALUACIÓN 


Elija el inciso que mejor responda a lo planteado en el enunciado. 


l. Si А es una matriz simétrica real con dos valores característicos positivos, entonces 
Av: у = d > 0 esla ecuación de 


a) una parábola b) una elipse с) una hipérbola d) dos rectas е) ninguna de 
las anteriores 


Il. Si 4 es una matriz simétrica real con un valor característico positivo y otro negativo, 
entonces Áv · у = d > 0 es la ecuación de 


a) una parábola b) una elipse с) una hipérbola d) dos rectas е) ninguna de 
las anteriores 


Ш. Si А es una matriz simétrica real con un valor característico positivo y uno igual a cero, 
entonces Ду · v = d > 0 es la ecuación de 


a) una parábola b) una elipse с) una hipérbola d) dos rectas е) ninguna de 
las anteriores 


IV. Si A es una matriz simétrica real con dos valores característicos negativos, entonces 
Av:v— d > 0 es la ecuación de 


а) una parábola b) una elipse с) una hipérbola d) dos rectas е) ninguna de 
las anteriores 
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De los problemas 1 al 17 escriba la ecuación cuadrática en la forma Av у = d (donde A es una 
matriz simétrica) y elimine el término xy rotando los ejes un ángulo Ө. Escriba la ecuación en 
términos de las nuevas variables e identifique la sección cónica obtenida. 


1. 3 -2xy-5=0 2. Ax! +4xy+ y? =9 3. Зх? +2xy+3y?=5 
4. 4x! +4xy- y! = 9 5. ху=1 6. 3xy=1 

7. xy za; а> 0 8. 4x! +2xy+3y?+2=0 9. ху=а;а<0 

10. x? -4xy - 4y! - 6-0 11. =x +2ху– y! 20 12. 2x? +xy+ y! 24 

13. x! -2xy - 3? = 5 14. 3x? — бху + 5у? = 36 15. х? -3xy t 4y? =1 
16. x! +xy +y =5 17. 6x? +5xy -6y! +7=0 


18. ¿Cuáles son las formas posibles de la gráfica de ax? + bxy + cy? = 0? 

De los problemas 19 al 23 escriba la forma cuadrática en términos de las nuevas variables х’, y” 
y 2' de manera que no estén presentes los términos de productos cruzados (xy, xz, yz). 

19. 2? – 2xy + y? — 2х2 = 2yz + 2? 20. 2 + 4ху — y? + 4х2 + 4dyz + 22 

21. 2 + ху + у + 3х2 + 2? 22. 3x? + 4xy + 2y? + 4х2 + 42? 

23. x? = 2xy + 2y? = 2yz + 2? 


De los problemas 24 al 26 encuentre una matriz simétrica А tal que la forma cuadrática se pue- 
da escribir en la forma Ax : x. 


2 2 2 2 

24. X, F2xx, + Хх) t4xx,t6x x t3x, t7xx, —2x x, tx, 
2. 3 2 

25. XX) FX XXX, t 


2 2 2 2 
26. Эх —7x,x, — 2x, + ух, — xx, + 3х; — 2x,x, +xX,x, —4x,x, — 6x, 
2 
TX. 9X EA A; 


27. Suponga que para algún valor de d diferente de cero, la gráfica de ax? + bxy + cy? = des 
una hipérbola. Demuestre que la gráfica es una hipérbola para cualquier otro valor de d 
diferente de cero. 


28. Demuestre que si a = c, el término xy en la ecuación cuadrática (1) se elimina rotando un 
ángulo 0, si 0 está dado por cot 20 — (a — c)/b. 


29. Demuestre que si a — c en el problema 28, entonces el término xy se elimina rotando un 
ángulo 1/4 о un ángulo —7/4. 


*30. Suponga que una rotación convierte a ax? + bxy + cy? en а(х) + b'(x^y^) + с'( у} І 
Demuestre que: 
a)actc-a ctc b) D? — 4ac = b"? — 4a'c' 


31. Se dice que una forma cuadrática F(x) = Р(х, X, .. . , х,) es positiva definida si F(x) = 0 
para toda x e E y Ах) = 0 si y sólo si x = 0. Demuestre que Fes positiva definida si y sólo 
si la matriz simétrica А asociada a F tiene valores característicos positivos. 


32. Se dice que una forma cuadrática Р(х) es positiva semidefinida si F(x) > 0 para todo x e R”. 
Demuestre que Fes positiva semidefinida si y sólo si los valores característicos de la matriz 
simétrica asociada a F son todos no negativos. 
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Las definiciones de negativa definida y negativa semidefinida son las definiciones en los proble- 
mas 31 y 32 sustituyendo > 0 por = 0. Una forma cuadrática es indefinida si no es de los tipos 
anteriores. De los problemas 33 al 43 determine si la forma cuadrática dada es positiva defini- 
da, positiva semidefinida, negativa definida, negativa semidefinida o indefinida. 


33. 3х2 + 2y? 34. х – y 35. 39 — 3y? 36. 3x? — 2y? 
37. Зх? — 20xy +y? 38. xX? + 2xy + 2y? 39. x? — 2xy + 2y? 40. xX — 4xy + 3y? 
41. =x + 4ху – 3у2 42. -22+xy-2y? 43. —-12+2xy — 2y? 


a 


*44. Sea O -( 


b Р 
| una matriz ortogonal real con det О = 1. Defina el número 0 e [0, 2л]: 
C 


a) Sia=0yc> 0, entonces 9 = costa  (0<0=< 7/2). 
b) Sia=0yc<0, entonces Ө = 27 — cos! a (31/2 =0< 2r). 
с) Sia = 0 у с > 0, entonces Ө = cos! a (n/2 x0« т). 
d) Sia=0yc<0, entonces Ө = 2л— cos”! a (т< Ө = 37/2). 
e) Sia = 1 y c = 0, entonces Ө = 0. 
f Sia = -1 yc = 0, entonces Ө = л 
(Aquí cos 7!x є [0, л] para x e [—1, 1].) Si se elige Ө como se describió, demuestre que 
cos0 —sen0 
Q = 
senO соѕӨ 
45. Demuestre, utilizando la fórmula (22), que la ecuación (21) es la ecuación de dos rectas en 
el plano xy cuando d = 0 y det 4% 0. Si det A = d = 0, demuestre que la ecuación (21) es 
la ecuación de una sola recta. 
46. Sea А la representación matricial simétrica de la ecuación cuadrática (1) con d 0. Sean А, 


y A, los valores característicos de А. Demuestre que (1) es la ecuación de a) una hipérbola 
si 2,2, < 0 y b) un círculo, elipse o sección cónica degenerada si A, y A, > 0. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


. b) I. c) Ш. d) IV. e) 


i] MATLAB 6.5 


Para cada ecuación cuadrática dada en los siguientes problemas: 
a) Encuentre una matriz simétrica А tal que la ecuación se pueda escribir como Av · v = d. 
b) Encuentre los valores y vectores característicos de 4 formando [Q,D] — eig(A). 


c) Si det (О) = —1, ajuste O de manera adecuada para que det(O) = 1 [consulte la pre- 
sentación en los ejemplos 2 y 3 de esta sección o la presentación en el problema 3a) de 
MATLAB 6.4]. Utilizando la Q ajustada, encuentre el ángulo de rotación 0 (recuerde 
que el comando acos de MATLAB encuentra el coseno inverso y el comando atan en- 
cuentra la tangente inversa de un ángulo. Se pueden convertir medidas en radianes a 
grados multiplicando por 180/л. La variable pi es parte de las definiciones de MATLAB 
y tiene el valor т). 
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d) Reescriba la ecuación en la forma a'x'? + b' y”? = de identifique el tipo de sección cóni- 
ca descrita por la ecuación. Verifique el resultado del teorema 2. 


e) (Lápiz y papel) Usando el ángulo de rotación Ө y rescribiendo la ecuación del inciso 
d), bosqueje la sección cónica descrita por la ecuación original. En el bosquejo indique 
la parte de la geometría del dibujo que se obtiene con el conocimiento de los valores 
característicos. 


1. Trabaje el problema 12. 
2. Trabaje el problema 10. 
3. Trabaje el problema 5. 

4. Trabaje el problema 15. 


ES FORMA CANÓNICA DE JORDAN 


MATRIZ DE 
BLOQUES 


DE JORDAN 


Ya se ha visto que las matrices de n X ncon n vectores característicos linealmente independientes 
se pueden expresar en una forma especialmente sencilla por medio de una transformación de 
semejanza. Por suerte, como “la mayor parte” de los polinomios tienen raíces diferentes, “la 
mayor parte” de las matrices tendrán valores característicos distintos. Sin embargo, como se 
verá en la sección 6.7, las matrices que no son diagonalizables (es decir, que no tienen л vectores 
característicos linealmente independientes) surgen en la práctica. En este caso, aún es posible 
demostrar que la matriz es semejante a otra, una matriz más sencilla, pero la nueva matriz no 
es diagonal y la matriz de transformación C es más difícil de obtener. 
Para analizar bien este caso, se define la matriz N, como la matriz de k X k 


0-0 
001... 0 
Nel : а) 
1 
0 


Observe que N, es la matriz con unos arriba de la diagonal principal y ceros en otra parte. 
Para un escalar dado A se define la matriz de bloques de Jordan! B(A) por 


A 10 0 0 
0X 1:0 0 
B(A)=M +N, =|} : P; 0: d Q) 
0 0 -À 1 
0 0 -0 X 


Es decir, В(А) es la matriz de k X k con el escalar A en la diagonal, unos arriba de la diagonal 
y ceros en otra parte. 


ГЕ 

* Denominada así en honor del matemático francés Camille Jordan (1838-1922). Los resultados en esta sección apare- 
cieron por primera vez en el brillante trabajo de Jordan Traité des substitutions et des équations algebriques (Tratado 
sobre sustituciones y ecuaciones algebraicas), publicado en 1870. 
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Nota. Se puede (y con frecuencia se hará) tener una matriz de bloques de Jordan de 1 X 1. Esa 
matriz toma la forma В(А) = (А). 


MATRIZ DE Por ültimo, una matriz de Jordan J tiene la forma 
JORDAN 


L B(A) 0 . 0 


donde cada B(A) es una matriz de bloques de Jordan. Entonces una matriz de Jordan es una 
matriz que tiene en la diagonal matrices de bloques de Jordan y ceros en otra parte. 


| EJEMPLO 1 | Tres matrices de Jordan 


Los siguientes ejemplos son matrices de Jordan. Los bloques de Jordan se marcaron con líneas 


punteadas: 
4 110 0000 
-310 0 00 04100000 
2 110 0 = P d '4 010 0 013 1 010 0 
i |o 210 ii | 0! 0 — 110 ii [0 0:0 3 110 0 
0 014 0j 0 0 310 0 0j0 O 3100 
y 9 0 0/7 0000 0'5 1 
0000 0!05 


| EJEMPLO2 | Matrices de Jordan de 2 x 2 


А . A» 0 1 ; ; 
Las únicas matrices de Jordan de 2 X 2 son | ü A | у | | Еп la primera matriz los nú- 
meros A, y А, pueden ser iguales. : 


| EJEMPLO3 | Matrices de Jordan de 3 x 3 


Las únicas matrices de Jordan de 3 X 3 son 


A 


> 
© 


> о 
oo 
—- o 
> 1з 
о о 
> 


N 


À, А, 
0 0 0 
0 0 0 


3 2 


о о 
о 
> 


о 
> 
o 
> 
© 
> 


2 


donde no es necesario que À, А, y А, sean distintos. 


El siguiente resultado es uno de los teoremas más importantes en la teoría de matrices. 
Aunque su prueba queda fuera del alcance de este libro,? se demostrará para el caso de 2 X 2 
(vea el teorema 3) y se sugiere una demostración para el caso de 3 X 3 en el problema 22. 


m 
* Vea la demostración en G. Birkhoffy S. MacLane, A Survey of Modern Algebra, 3a., Nueva York, Macmillan, 1965, 
p.311. 
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Sea А una matriz real o compleja de n X n. Entonces existe una matriz C compleja in- 
vertible de n X n tal que 


СТАС = Ј (3) 


donde J es una matriz de Jordan cuyos elementos en la diagonal son los valores сагас- 
terísticos de 4. Más aún, la matriz de Jordan J es única excepto por el orden en el que 
aparecen los bloques de Jordan. 


Nota 1. La matriz C en el teorema 1 no necesita ser única. 


Nota 2. La última afirmación del teorema significa, por ejemplo, que si А es similar a 


2 10 0 0 0 
0 210 0.0 0 
Me M гы т 
0 0'3 1 0:0 
Ј = І | 
0 0:0 3 110 
0 010 0 310 
0000 014 
entonces A también es similar a 
3101000 4100000 
€ D — 
03 1/000 0'2 1'0 00 
1 1 
0 0 3'0 0 0 10 21 
J, — ES к= у Ja = 0 Ж ДУ. 
00 0'410 0 00 0:3 1 0 
—-—-—----- 1 
000 0121 00 0'0 3 1 
0.00 0:0 2 0 0 0'0 0 3 


y a otras tres matrices de Jordan. Es decir, los bloques de Jordan reales permanecen iguales pero 
el orden en el que están escritos puede cambiar. 


Forma canónica de Jordan 
La matriz J en el teorema 1 se denomina la forma canónica de Jordan de А. 


Observación. Si A es diagonalizable, entonces J = D = diag(A,,A,, ..., A), donde À, А, ...,А, 
son los valores característicos (no necesariamente distintos) de 4. Cada elemento en la diago- 
nal es una matriz de bloques de Jordan de 1 X І. 


Ahora se verá el procedimiento para calcular la forma canónica de Jordan de cualquier 
matriz de 2 X 2. Si A tiene dos vectores característicos linealmente independientes, ya sabemos 
qué hacer. Por lo tanto, el único caso de interés ocurre cuando A tiene sólo un vector carac- 
terístico А de multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica 1. Es decir, se supone que 
A tiene un único vector característico independiente v, correspondiente a A. Esto es: cualquier 
vector que no es un mültiplo de v, no es un vector característico. 


TEOREMA El 


DEMOSTRACIÓN 
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Suponga que А la matriz de 2 X 2 tiene un valor característico А de multiplicidad alge- 
braica 2 y multiplicidad geométrica 1. Sea v, un vector característico correspondiente a 
À. Entonces existe un vector v, que satisface la ecuación 


(4) 





Sea x є Є? un vector fijo que no es múltiplo de v, de manera que x no es un vector ca- 
racterístico de А. Primero se demuestra que 


w = (4 — Мх (5) 


es un vector característico de 4. Esto es, debe demostrarse que w — cv, para alguna 
constante c. Como w e €? y v, y x son linealmente independientes, existen constantes 
с, y с, tales que 


VAIO VON (6) 


Para demostrar que w es un vector característico de 4 debe demostrarse que c, = 0. De 
(5) y (6) se encuentra que 


(4 — Мх = су FOX (7) 
Sea В = A — (A + сг. Entonces de (7) 
Bx = [А — (А+ €MIx = су, (8) 


Si se supone que с, 7 0, entonces À + с, # ày X + c, no es un valor característico de А 
(ya que A es el único valor característico de А). Así, det B = det [4 — (X + с,)Д # 0, lo 
que significa que P es invertible. Por lo tanto, (8) se puede escribir como 


х ВОС == @ Haly (9) 
Entonces, multiplicando ambos lados de (9) por А, se tiene 
Ax = Ac Bv, — c, B-'Av, =Cc,B Ay, (10) 
Pero B = A — (A + с„)1, de manera que 
А= В+ (А+ cg (11) 
Alinsertar (11) en (10) se obtiene 
Ax = c B [B + (А + с,)Ду, 


= СПЕ (А eN у, 
= су, + (A + c)e Вт, (12) 


Pero utilizando (9), c, Bv, = x de manera que (12) se convierte en 


AX = суу, (A + e)x = сүү, + сх Ax 
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o bien 
UL IOVI (13) 


Pero v, y x son linealmente independientes, lo que hace que c, — c, — 0. Esto contradice 
la suposición de que c, # 0. Entonces с, = 0 y por (6), w es un múltiplo de v, por lo que 
w = cy; es un vector característico de А. Más aún, w = 0 ya que si w = 0, entonces (5) 
dice que x es un vector característico de A. Por lo tanto, c, 4 0. Sea 


Улы * (14) 


Entonces (А – м)», = (Vc, (4 — M)x = (1/c,) w = v,. Esto prueba el teorema. 


Vector característico generalizado 

Sea A una matriz de 2 X 2 con un solo valor característico X que tiene multiplicidad 
geométrica 1. Sea v, un vector característico de A. Entonces el vector v, definido por 
(А — А)у, = v, se denomina vector característico generalizado de A correspondiente al 
valor característico À. 


| EJEMPLO 4 | Vector característico generalizado 


sa 
8 


) La ecuación característica de А es А+ 24 + 1 = (А + 1) = 0, de manera que 


— 1 es un valor característico de multiplicidad algebraica 2. Entonces 


(ам) tene p 


. 1 . V . 
Esto lleva al vector característico v, — B No existe otro vector característico linealmente inde- 


pendiente. Para encontrar un vector característico generalizado v, se calcula (А + Jv, = v, o 


=J 1 
ls , lo que da el sistema 
—4J x, 2 


4x x 2x, = 1 
8x, — 4x, =2 


La segunda ecuación es el doble de la primera, por lo que x, se puede elegir arbitrariamente y 


1 
x, =(1+2x,)/4 . Por lo tanto, una elección posible para v, es v, = В 


La razón para encontrar vectores característicos generalizados está dada еп el siguiente 


teorema. 
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TEOREMA EJ Suponga que 4, À, v, y v, están definidos como en el teorema 2 y sea C la matriz cuyas 


1 : 
columnas son v, y v, Entonces C! AC = J, donde J = К | es la forma canónica 


de Jordan de А. 
L DEMOSTRACIÓN Como y, y v, son linealmente independientes, se ve que Ces invertible. Después se observa 
que AC = A(v,, v.) = (Ау, Ау.) = (Ау, Av,). Pero dela ecuación(4), Av, = v, + Àv, de manera 


A 
0 


lo que significa que САС = J y el teorema queda probado. 


1 
que AC = (Av,, v, + Àv,). Pero CJ =(y,, "| | = (Ау, v, + Av,). Entonces AC = CJ, 


| EJEMPLO 5 | Forma canónica de Jordan de una matriz de 2 x 2 

. І 4 L S tes 0 i| [09 3]. 
En el ejemplo 4, v, — аи 0 Entonces ; C = E ,C =-2 aal la a 

pica 0 213 2/1 2 

4 —2)\8 -5M2 0 

о е ly 
4 —24-2 2 0 —1 

Es posible generalizar el método que se acaba de describir para obtener la forma canónica 
de Jordan de cualquier matriz. No se hará aquí, pero se sugiere una generalización en el proble- 
ma 22. Aunque no se demostrará este hecho, siempre es posible determinar el número de unos 
arriba de la diagonal en la forma canónica de Jordan de una matriz А de n X n. Sea A, un valor 


característico de 4 con multiplicidad algebraica r, y multiplicidad geométrica s, Si X Vadis 
son los valores característicos de 4, entonces 


pet: 


Nümero de unos arriba de la diagonal 
de la forma canónica de Jordan de A 


(15) 





Si se conoce la ecuación característica de una matriz A, entonces se pueden determinar las 
posibles formas canónicas de Jordan de А. 


| EJEMPLO 6 | Determinación de las posibles formas canónicas de Jordan 


de una matriz de 4 х 4 con ecuación característica dada 


Si el polinomio característico de А es (А — 2)? (А + 3), entonces las posibles formas canónicas 
de Jordan de A son 


200 0 210 0 210 0 
4929 0 020 0 021 0 
002 0 0.0 2 of 002 0 
00 0 -3 00 0 -3 00 0 -3 
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o cualquier matriz obtenida reacomodando los bloques de Jordan en J. La primera matriz 
corresponde a una multiplicidad geométrica de 3 (para A = 2); la segunda corresponde a una 
multiplicidad geométrica de 2, y la tercera a una multiplicidad geométrica de 1. 


Problemas 6.6 


AUTOEVALUACIÓN 


|. ¿Cuál de las siguientes no es matriz de Jordan? 


2231000 З) зто зоо 
а) |0 3 0 lo aol о [o 3.0 d |040 
004 005 0.03 005 


De los siguientes enunciados, indique en cada caso si es verdadero o falso. 


ll. Toda matriz es similar a una matriz de Jordan. 


Ill. Suponga que 4 es una matriz de 2 X 2 que tiene el valor característico correspondiente v. 
Entonces existe un vector v, que satisface la ecuación (4 — 2/)v, = v, 


IV. Suponga que А es una matriz de 2 X 2 cuyo polinomio característico es (A — 27)? tal que la 


multiplicidad geométrica de 2 es 1. Entonces, si v, es un vector característico de 4, existe un 
vector у, que satisface la ecuación (4 — 21)v, = у. 


De los problemas 1 al 17 determine si la matriz dada es una matriz de Jordan. 


jj е as jx "P 
"40 —6 "(0 0 "(0 2 "o 1 E 


0 3 1 
0 3 
1 2 310 3150 1 0 0 1 1 0 
6.|0 3 7.|0 3 1 8. |0 3 I 9. 0 3 1| 10. [0 3 1 
0 0 0.0 3 002 0.0 4 0.0 3 
10000 10000 
100 11 0 02 100 01200 
1.1031 12.1011 13.1002 1 0 14.100 1 2 0 
0.0 3 0 0 1 00020 000 10 
00002 0000 I 
20000 а 0000 a 1 0 00 
03100 05 000 0a 000 
15.|00 3 0 0 16.10 0 c 00 17. 0 0c 10 
000 54 000d 0 0 0 0 с I 
00005 0000e 0000c 
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De los problemas 18 al 21 encuentre una matriz invertible C que transforme la matriz de 2 X 2 
a su forma canónica de Jordan. 
4 -1 
21. 
1 2 


6 1 =12 Y =10 =7 
18. 19. 20. 
0 6 =7 2 7 2 
*22. Sea A una matriz de 3 X 3. Suponga que A es un valor característico de 4 con multiplicidad 


algebraica 3 y multiplicidad geométrica 1 y sea v, el vector característico correspondiente. 


a) Demuestre que existe una solución, v 
linealmente independientes. 


, al sistema (4 — Ау, = v, tal que v, y v, son 


b) Con v, definido en el inciso a), demuestre que existe una solución, v,, al sistema 
(A — XDv, = v, tal que у, v, y v, son linealmente independientes. 


c) Demuestre que si C es una matriz cuyas columnas son у, v, y V, entonces 


A 1 0 

СТАС=|0 A 1 
00 Ж E 0 
23. Aplique el procedimiento descrito en el problema 22 para reducir la matriz А=|—2 1 —1 
ep 1 =2 


mediante una transformación de semejanza a su forma canónica de Jordan. 


-1 -2 -1 

24. Haga lo mismo para A=|—1 —1 —1|. 
2 3 2 
-] -18 -7 

25. Haga lo mismo para 4A=| 1 -13 -4|. 
-1 25 8 


26. Una matriz А de п X n es nilpotente si existe un entero k tal que 4* = 0. Si k es el entero más 
pequeño de este tipo, entonces k se denomina índice de nilpotencia de 4. Demuestre que si 
k es el índice de nilpotencia de A y si m > К, entonces A" = 0. 


*27. Sea N, la matriz definida por la ecuación (1). Demuestre que N, es nilpotente con índice de 
nilpotencia k. 


28. Escriba todas las matrices de Jordan de 4 X 4 posibles. 


De los problemas 29 al 36 está dado el polinomio característico de una matriz A. Escriba todas 
las posibles formas canónicas de Jordan de 4. 


29. (A+ 1) (1-2) 30. (А = 1) (А+ 1)2 31. (А – 3) (^+ 4) 

32. (А 3)* 33. (А —49 (A - 3) 34. (. — 60. + 7)* 

35. (А — 220. +2) 36. (А +7% 

37. Usando la forma canónica de Jordan, demuestre que para cualquier matriz А de n X n, 
det 4 = X, X, ..., A, donde À, À, . . . , A, son los valores característicos de A. 


p» n? 12772? 


RESPUESTAS А LA AUTOEVALUACIÓN 


l. b) П. V Ш. F IV. V 
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Es] MATLAB 6.6 


1. a) Sea А = CJC'! , donde C y J están dados enseguida. 


iii. 


iv. 


2000 1 2 2 -1 

0200 p 35 3 
J= Р С = 

0.031 243 0 

000 3 133 6 


. Verifique que las columnas 1 y 2 de C son los vectores característicos de 4 con valor 


característico А = 2 (utilice la matriz А — 21). 


. Verifique que la columna 3 de C es un vector característico de 4 con valor caracte- 


rístico и = 3 (use la matriz A — 31). Verifique que la columna 4 de C no es un vector 
característico de А con valor característico и = 3 pero que (А — 37) veces la columna 
4 es un vector característico; es decir, verifique que (4 — 31)? (columna 4) = 0. La 
columna 4 de C se denomina vector característico generalizado para A con valor ca- 
racterístico u = 3. 


Repita para otra matriz invertible C de 4 X 4 (use la misma J). 


(Lápiz y papel) Explique por qué se puede decir que À = 2 es un valor característico 
de A con multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica 2 y que u — 3 es un 
valor característico de А con multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica 1. 


b) Para la J que sigue y la matriz C dada en el inciso a), forme А = CJC”!, 


© © ocu 
© oure 
© Gu == © 
UU © © © 


Para k = 1,...,4, sea с, la k-ésima columna de C. 


1. 


ii. 


iii. 


Verifique que (4 — 37)e, = 0, (4 — 32е, = 0, (4 — 3D'e, = 0 y (A — 3де, = 0. ¿Cuá- 
les de las columnas de C son vectores característicos de 4? ¿Cuáles de las columnas 
de C son vectores característicos generalizados de 4? 





Repita para otra matriz invertible C de 4 X 4. 


(Lápiz y papel) Explique por qué se puede decir que A = 3 es un valor característico 


de A con multiplicidad algebraica 4 y multiplicidad geométrica 2. 


c) Forme А = CJC'!, donde C es la matriz dada en el inciso a) y J es la matriz que sigue. 


1. 


ii. 


iii. 


оо o ы 
о о p | 
о ыш о о 
о — oc c 


Con base en el patrón observado en los incisos a) y b), determine qué columnas de C 
son vectores característicos de A y cuáles son vectores característicos generalizados. 
Verifique sus respuestas mostrando que los productos adecuados son cero. 

Repita para otra matriz C. 


(Lápiz y papel) ¿Qué puede decir sobre las multiplicidades algebraica y geométrica 
de los valores característicos de 4? Justifique su respuesta. 
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2. Genere una matriz invertible C de 5 X 5. Forme una matriz A tal que A = 2 sea un valor ca- 
racterístico de А con multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica 1, donde las co- 
lumnas 1 y 2 de C son los vectores característicos o los vectores característicos generalizados 
asociados con A = 2; р = 4 es un valor característico para А con multiplicidad algebraica 
3 y multiplicidad geométrica 1, donde las columnas 3 a 5 de A son vectores característicos 
o vectores característicos generalizados asociados con р = 4. Explique su procedimiento. 
Verifique su respuesta final para А mostrando que los productos pertinentes son cero. 


16.7 | UNA APLICACIÓN IMPORTANTE: 
FORMA MATRICIAL DE ECUACIONES DIFERENCIALES 


Е 


= 


Suponga que х = f(t) representa alguna cantidad física сото el volumen de una sustancia, la 


ECUACIÓN 
DIFERENCIAL 


VALOR INICIAL 


población de ciertas especies, la masa de una sustancia radiactiva en decaimiento o el número 
de dólares invertidos en acciones. Entonces la tasa de crecimiento de f(t) está dada por su deri- 
vada f" (t) = dxldt. Si f(t) crece a una tasa constante, entonces dx/dt = k y x = kt + С, es decir, 
x = f(t) es una función de una recta. 

Con frecuencia es más interesante y apropiado considerar la tasa relativa de crecimiento 
definida por 


Tasa relativa de crecimiento = (1) 


tamaño de f (£) fü) x(t) 





Sila tasa relativa de crecimiento es constante, entonces se tiene 


EU us 0) 
x(t) 
0 
x'(t) = ах) (3) 


La ecuación (3) se denomina ecuación diferencial porque es una ecuación que incluye una deri- 
vada. No es difícil demostrar que las únicas soluciones a (3) son de la forma 


x(t) = се“ (4) 


donde c es una constante arbitraria. Sin embargo, si х(ї) representa alguna cantidad física, la 
práctica usual es especificar un valor inicial x, = x(0) de la cantidad. Después, al sustituir 1 = 0 
en (4) se tiene x, = x(0) = ce”? = с, o sea, 


xD) = хе“ (5) 


La función x(1) dada por (5) es la solución única a (3) que satisface la condición inicial x, — x(0). 

La ecuación (3) surge en muchas aplicaciones interesantes. Sin duda, algunas se encuentran 
en los libros de cálculo, en el capítulo que introduce la función exponencial. En esta sección se 
considera la generalización de la ecuación (3). 
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En el modelo anterior se busca una función desconocida. Con frecuencia ocurre que existen 
varias funciones ligadas por varias ecuaciones diferenciales. Más adelante se darán ejemplos. 
Considere el siguiente sistema de n ecuaciones diferenciales con n funciones desconocidas: 


x (1) = а,,х,(@) + ax, (t) *--- +а x (t) 


, = 
xj(t) 7 a x, (0 + ax, (t) + a, x (t) 


(6) 
х/(@) = ax (0) ta, x, (t) ta, x (t) 


donde las cantidades a, son nümeros reales. El sistema (6) se denomina sistema de ecuaciones 
diferenciales lineales de primer orden de n X n. El término “primer orden” significa que sólo 
ocurren derivadas de primer orden en el sistema. 


Ahora sea 
x(t) 
x. (t 
xo-| "0 
x (f) 
Función ; i : 
En este caso, x(1) se denomina función vectorial. Se define 
VECTORIAL 
Ip— —- 
xA 
x(t 
x()-| 20 
x (1) 
Entonces si se define la matriz de n X n 
11 а, 1п 
4= а 22 а,, 
ал аһ Е а л 
El sistema (6) se puede escribir сото 
x'(1) = Ax(1) (7) 


Observe que la ecuación (7) es casi idéntica a la ecuación (3). La única diferencia es que ahora 
se tiene una función vectorial y una matriz mientras que antes se tenía una función “escalar” y 
un número (matriz de 1 X 1). 

Para resolver la ecuación (7) se puede esperar que la solución tenga la forma e“. Pero ¿qué 
significa e^? Se responderá a esta pregunta enseguida. Primero, recuerde la expansión en serie 
de la función e*: 


Pit 
e =1+t+—+—+— +. (8) 
21 31 4! 
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Esta serie converge para todo número real t. Entonces para cualquier número real a 


(а) (ar? (а) (9) 
оа 


e" =1+а + 





DEFINICIÓN La matriz е^ 


Sea A una matriz de n X n con elementos reales (o complejos). Entonces e^ es una matriz 
de n X n definida por 





(10) 





Observación. No es difícil demostrar que la serie de matrices en la ecuación (10) converge para 
toda matriz A, pero hacerlo nos llevaría demasiado lejos. Sin embargo, se pueden dar indica- 
Norma pe ciones de por qué es así. Primero se define |4|, como la suma de los valores absolutos de las 
E UNA MATRIZ componentes en el renglón i de А. Después se define la norma! de A, denotada por |4|, como 


14] = máx |4], (11) 
lsisn 
se puede demostrar que 
|AB| = |Al|B| a2) 
ya que 
|А + B| = |A| + |B| (13) 


Después usando (12) y (13) en (10) se obtiene 


ШИЛ! 
+ ++ e 
2! 3! 4! 


a А 
е 











=1+|4|+ 


Puesto que |A| es un número real, e! es finito. Esto muestra que la serie en (10) converge para 
cualquier matriz А. 
Ahora se verá la utilidad de la serie en la ecuación (10). 


TEOREMA Para cualquier vector constante c, x(1) = е“'с es una solución a (7). Más aún, la solución 
de (7) dada por x(1) = ex, satisface x(0) = x,. 
L DEMOSTRACIÓN Se calcula, usando (10): 
Гг n 
= Deae e rle (14) 
Pero como A es una matriz constante, se tiene 
d Ye (A a HO 





dt k! dtk! k! 


ш 
* Ésta se denomina norma de la máxima suma por renglones de A. 
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Е Иа! saja 17! | 5 
(k — 1)! (k — 1)! 


Entonces combinando (14) y (15), se obtiene (ya que c es un vector constante) 
, а At 2 Ü 3 А = А 
x (1) 2 —e^c— A| I + At + A — + A +0 |с = Ae^ c = Ax(t) 
dt 2! 3! 


Por último, como e^? — e? — [, se tiene 


—45: 0€ == = 
0)= A, = оҳ 
DEFINICIÓN ES Matriz solución principal 
La matriz e^' se denomina la matriz solución principal del sistema x' — Ax. 


Todavía queda un problema importante (y obvio): ¿cómo se calcula e^' de manera práctica? 
Primero se darán dos ejemplos. 


| EJEMPLO 1 | Cálculo de е^“ cuando A es una matriz diagonal 




















100 0 0 10 0 10 0 
Sea 4=|0 2 0 |.Епіопсеѕ 42 = 0 2? 0,420 2 0 [,.,4"-|0 2" 0 ly 
0.0 3 00 2 00 3 0 0 3" 
100 t 0 0 
242 3,3 
sepe ane E +21 +..=|0 1 0 [+10 x 0 
` i 0 0 1 0.0 3 
Р 3 
— 0 0 — 0 0 
2! 3! 
2 2 3,3 
+ 21 o 1+0 2t o |+- 
2! 3! 
2,2 3/3 
0 3t 0 3 
2! 3! 
2 3 
jii d 0 0 
21 3! 
2 3 
= 0 герде 29 109 а 0 
2! 3! 
tY 3 
0 0 lupa ceu EL 
2! 3! 
e 0 0 
=|0 e 0 
0 0 е? 
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| EJEMPLO 2 | Cálculo de е^“ cuando A es una matriz de 2 X 2 que no es diagonalizable 


a 1 . e 
Sea 4 = f ) Entonces, como se verifica fácilmente, 
a 


gie A жш LAM mL m 
0 a 0 а 0 a" 


de manera que 

















At m=0 m! m=1 m! 
€ оо т 
0 y Ed 
m=0 m! 
Ahora bien 
оо т=1,т оо m-—1l,m 2,3 3,4 
ma t a at t 
y = =г+а? +4 VE 
E т E (m-1) 21! 3! 
22 3,3 
qt at 
(1а + ЗЕ 
2! 3! 
Así 


Como lo ilustra el ejemplo 1, es sencillo calcular e“ si 4 es una matriz diagonal. El ejemplo 
1 muestra que si D = diag (А, à., . . . , X), entonces 


e” = diag (e^, e^... e^) 
Enel ejemplo 2 se calculó e^' para la matriz A en la forma canónica de Jordan. Resulta que esto 


es realmente todo lo que se necesita para poder hacerla, como lo sugiere el siguiente teorema. 


TEOREMA El Sea J la forma canónica de Jordan de una matriz А y sea J = C^!AC. Entonces А = 


сү 


DEMOSTRACIÓN Primero se observa que 





n veces 





СЛС) ECOL сл) Сл) 
= СЛС) Ла ССО ао оа 
= Су" 
Sigue entonces que 


(Aty = C(Jt C^! (17) 
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Así, 


2 
е^ = I (At) E + с CPC? + cec? + 





2 
= c|: + (Jt) + =. + e oC m 


El teorema 2 dice que para calcular e^' en realidad sólo se necesita calcular e". Cuando J es 


diagonal (como ocurre con frecuencia), entonces se sabe cómo calcular e". Si 4 es una matriz 


te" 


м 


. f A 1 + 
de 2 X 2 que no es diagonalizable, entonces J = К | уе” = E 
e 


A 
teorema 2. De hecho, no es difícil calcular e" cuando J es una matriz de Jordan. Primero es 
necesario calcular e* para una matriz de bloques B de Jordan. Un método para llevarla a cabo 
se da en los problemas 23 al 25. 

A continuación se aplicarán los cálculos a un modelo biológico sencillo de crecimiento 
de población. Suponga que en un ecosistema existen dos especies que interactúan S, y S,. Se 
denotan las poblaciones de las especies en el tiempo 1 por x,(1) y x,(1). Un sistema que gobierna 
el crecimiento relativo de las dos especies es 


| como se calculó еп el 


x (t) = ax, (t) + bx, (t) 

x, (t) = cx, (t) + dx, (t) Um 
las constantes a, b, c y d se pueden interpretar de la siguiente manera: si las especies compiten, 
entonces es razonable tener b « 0 y c « 0. Esto se cumple porque los incrementos en la pobla- 
ción de una especie disminuirán el crecimiento de la otra. Un segundo modelo es una relación 
de depredador-presa. Si S, es la presa y S, el depredador (S, se come a S), entonces es razonable 
tener b « 0 y c > 0 ya que un incremento en la especie depredadora causa un decremento en 
la especie presa, mientras que un incremento en la especie presa causará un incremento en la 
especie depredadora (porque tendrá más comida). Por ültimo, en una relación simbiótica (cada 
especie vive de la otra), es posible que se tenga b > 0 y c > 0. Por supuesto, las constantes a, 
b, c y d dependen de una gran variedad de factores incluyendo comida disponible, temporada 
del año, clima, límites debidos a sobrepoblación, otras especies en competencia, etc. Debemos 
analizar cuatro modelos diferentes usando el material de esta sección. Se supondrá que 1 se 
mide en años. 


| EJEMPLO 3 | Un modelo competitivo 


Considere el sistema 


x (4) = 3x, (0) — x,(t) 
x,(t) =2x, (t) 2x, (t) 


Aquí un aumento en la población de una especie causa una disminución en la tasa de creci- 
miento de la otra. Suponga que las poblaciones iniciales son x,(0) — 90 y x,(0) — 150. Encuen- 
tre las poblaciones de ambas especies para t > 0. 


B Solución 
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3 


Se tiene А = | 
=2 


| Los valores característicos de А son Л, = 1 y X, = 4 con vectores carac- 


А А 1 1 
terísticos correspondientes у, = 2) y Y, | | Entonces 


1 1 -=1 -1 1 0 ' 0 
C= СЕЕ: =p= e! =|* 
2 -1 30-2 1 0 4 0 e" 
ap | ME AA 
312 —1Jlo e* 1-2 1 
¿ Aff. 1 —е' —e 
3 2 —1 —2e* e? 
mu 1 —e' = 2e“ —e' + e“ 
3! —2e! -2e*  —2e! — e^ 
Por ültimo, la solución al sistema está dada por 
d= x (t) — ex, __1 —e! —2e* —е! — е“ 90 
x, (t) 3| 2e! -2e" —2e' — e* A150 
_ 1(-240e' — 30e" | f 80e' +10e* 
31-480e' + 30e" ) (160e' —10e* 
Por ejemplo, después de 6 meses (t = año), x, (t) = 80е'° + 10е? = 206 individuos, mientras que 
x, (t) = 160е'? —10e* =190 individuos. De manera más significativa, 160e' — 10e* = 0 cuando 
16e' = e o 16 = e% o 3t= In 16 y = (In 16)/3 = 2.7713 = 0.92 años = 11 meses. Así, la segunda 
especie estará eliminada después de sólo 11 meses aunque comenzó con una población mayor. 
En los problemas 13 y 14 se pide al lector que demuestre que ninguna población sería eliminada 
si х,(0) = 2x,(0) y la primera población quedaría eliminada si х,(0) > 2x,(0). De esta manera, 


como ya lo sabía Darwin, la supervivencia en este modelo simplificado depende de los tamaños 
relativos de las especies en competencia cuando la competencia comienza. 


| EJEMPLO 4 | Un modelo depredador-presa 


B Solución 


Se considera el siguiente sistema en el que la especie 1 es la presa y la especie 2 el depredador: 
x (0) =2x,(1)— x,(t) 
х@ = x,(1)+4x,(t) 
Encuentre las poblaciones de las dos especies para t > 0 si las poblaciones iniciales son x,(0) = 500 
y х,(0) = 100. 


2 1 . ics , 
En este caso 4= f A y el único valor característico es А = 3 con un solo vector caracterís- 


А 1 А А А 
tico | | Una solución para la ecuación (4 — 31)v, = v, (vea el teorema 6.6.2, página 589), es 


1 
У, -( | Entonces 
—2 
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1 1I) a f2 1 31 
C= С = J= 
=] =2 ed =] 0 3 
s (e te” E l t dens 
е = = el ejemplo 
0 e 0 1 ind 


Así la solución al sistema es 


t 1—ż = \( 500 500 — 600 
х(ї) x ) ех, е?! = e" 
x, (t) t  1+2£) 100 100 + 600 
Es evidente que la especie presa será eliminada después de 2 años = 10 meses —aun cuando 
comenzó con una población cinco veces mayor que la especie depredadora—. De hecho, es 


sencillo demostrar (vea el problema 15 de esta sección) que no importa qué tan grande sea la 
ventaja inicial de la especie presa, siempre será eliminada en menos de 1 año. 








| EJEMPLO 5 | Otro modelo depredador-presa 


Considere el modelo depredador-presa gobernado por el sistema 


x(0)= х0) +x (t) 
xX) =x) + x, (t) 


Si las poblaciones iniciales son x,(0) = х,(0) = 1 000, determine las poblaciones de las dos 
especies para t > 0. 


E 1 1 А . . 
B Solución Aquí A | i | con ecuación característica А? — 24 + 2 = 0, raíces complejas А = 1 + іу 


1 


i 


C= 1 FI c=. —i -l1 _1 ] — и.а 1+; 0 
i —i 2il —i 1 211 Ї 0 1—1 
de е?! 0 
e 0 кы 


Ahora рог la identidad de Euler (vea el apéndice 2), e” = cos t + ¡sen t. Así 


. 1 1 
№, = 1 — i y vectores característicos v, | | y Y, | | Entonces 
—l 


eu * 9! — elei! = e'(cos f + i sen 1) 


u 

* Observe que М = A, y V; = V,. Esto no debe sorprender porque según el resultado del problema 6.1.39, página 538, 
los valores característicos de las matrices reales ocurren en pares conjugados complejos y sus vectores característicos 
correspondientes son conjugados complejos. 
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De manera similar, 


e 120 = e'e] = e'(cos f — ¡sen f) 
Entonces 
n {| cost-+ isent 0 
е =e . 
0 cost — i sen t 
y 
= 1 1 \/ cosź + ¡sent 0 ] i 
=Ce*C” . | А 
v —i 0 cost — ¡sent )\ 1 i 
e cosf T isenf  —icosít + sent 
2 cosí —isent  icost + sent 
e'[2cost  2senf ,[ cost sent 
= 6 = е 
2 (—2ѕепі 2cost —senft cost 
Por ültimo, 


cost La Е и + 2 


x(t) = e^x(0) = e' 
—senf cost 41000 1000e' (cost — sen t) 


La especie presa es eliminada cuando 1000e'(cos t — sen f) = 0 o cuando sen £ = cos t. La pri- 
mera solución positiva de la última ecuación es £ = 1/4 = 0.7854 años = 9.4 meses. 


| EJEMPLO 6 | Modelo de cooperación de especies (simbiosis) 


Considere el modelo simbiótico gobernado por 


{A= -ix (0) + х,(0) 

x (0) 21x) - 1x) 
Observe que en este modelo la población de cada especie aumenta proporcionalmente a la po- 
blación de la otra y disminuye proporcionalmente a su propia población. Suponga que x,(0) — 


200 y x,(0) = 500. Determine la población de cada especie para г > 0. 


T -1 1 . 
B Solución En este caso А | : , [con valores característicos A, = 0 y A, = —1 y vectores caracterís- 
4 2 


: : 2 2 
ticos correspondientes v, — f | y Y, | | Entonces 


2 2 a 1(3 -2 0 0 
p [re | J=D= 
1 -1 4-1 2 0 -1 
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2, 


2102 zf- 
4\1 -lA-e" 2e* 
O 1(-2-2e" -4+4e" 
4| —1l+e" -2-2e* 
-2-2e" -4+4е'\(200 
дее e i 
4l—1+e”* —2—2е * A500 
_ _1|—2400 + 1600e * 
4(—1200— 800e* 


[600 — 400e* 
300 + 200e * 


Observe que e^! — 0 si t > oo, Esto significa que con el tiempo, las dos especies en cooperación 
se acercan a las poblaciones en equilibrio de 600 y 300, respectivamente. Ninguna de las dos 
queda eliminada. 


Problemas 6.2. | | |. | .— — — — |. ——  — — —  —— 


AUTOEVALUACIÓN 


3 
‚зо 
0 


Si C! AC = D, entonces e“ = 


a) ер! b) CAC c) CeP'C-! d) gCiePreC- Y 


0 
| entonces e?! = 


е” 0 e 0 e 0 ge“ 0 
a b c 1 
) E к ) | 0 {| ) f Qu E Q e 


2 Íl 
SIE , entonces e” — 
0 2 


е?! 0 г” е! g” te^ g” te” 
e E o) д 
0 e 0 e” ( g tg" е? 


. Suponga que 


x = ax + by, x 


P = Ge T шу у(0) = y, 


a b 
que 4 -( 1 y que 4 es similar a una matriz diagonal D. Entonces existe una matriz 
(6 


invertible C tal que Б | = 
yt) 


a pal * | 29 
а) С D e| b) Ce? C | | с) “| | 
Yo Yo Yo 
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En los problemas 1 al 12 encuentre la matriz solución principal е“ del sistema x'(f) = Ax(t). 


1. 


13. 


14. 


15. 


*16. 


17. 


n É 2 4 2 Z5 | ^ El 


TU ы. uev l goa Т ag ue s 
1 =i sl un 7 4 5 2 


"T Üg -=2 010 4 6 6 
a| ‚| 10. A=| -1 2 1| 1. 4=|0 0 1| 12.4=| 1 3 2 
= 01 -1 464 =j =5 =? 


: { ОГЛ а 
En el ejemplo 3 demuestre que si el vector inicial х(0) = Ё | donde a es una constante, 
a 


entonces ambas poblaciones crecen a una tasa proporcional a e. 


En el ejemplo 3 demuestre que si х,(0) > 2x,(0), entonces la primera población quedará 
eliminada. 


En el ejemplo 4 demuestre que la primera población se extinguirá en о años, donde а = 
x,()/[x,(0) + x,(0)]. 


En una planta desalinizadora hay dos tanques de agua. Suponga que el tanque 1 contiene 
1 000 litros de salmuera que tienen disueltos 1 000 kg de sal y el tanque 2 contiene 100 
litros de agua pura. Suponga que fluye agua al tanque 1 a una tasa de 20 litros por minuto 
y la mezcla fluye del tanque 1 al tanque 2 a una tasa de 30 litros por minuto. Del tanque 
2 se bombean 10 litros de regreso al 1 (estableciendo retroalimentación) mientras que 20 
litros se desperdician. Encuentre la cantidad de sal en ambos tanques en el tiempo f [su- 
gerencia: escriba la información como un sistema de 2 X 2 y sean x,(1) y x,(1) la cantidad 
de sal en cada tanque]. 


Una comunidad de n individuos está expuesta a una enfermedad infecciosa?. En el tiempo 
t, la comunidad se divide en grupos: el grupo 1 con población x (0) es el grupo susceptible; 
el grupo 2 con una población de x,(1) es el grupo de individuos infectados en circulación, y 
el grupo 3, con población de x,(1), consiste en aquellos que están aislados, muertos o inmu- 
nes. Es razonable suponer que inicialmente x,(1) y x,(t) son pequeños en comparación con 
x,(1). Sean a y B constantes positivas; œ denota la tasa a la que los individuos susceptibles 
se infectan y B la tasa a la que los individuos infectados pasan al grupo 3. Un buen modelo 
para la dispersión de la enfermedad está dado por el sistema 


x (t) = —ox, (0)x, 
х= ax (0)x, — Вх, 
xj) x px, 


a) Escriba este sistema en la forma x' = Ax y encuentre la solución en términos de x,(0), 
х,(0) у x,(0). Observe que x,(0) + x,(0) + x,(0) = n. 


b) Demuestre que si ax(0) < В, entonces la enfermedad no producirá una epidemia. 


с) ¿Qué pasará si ах(0) > В? 


t Un análisis de este modelo se puede encontrar en N. Bailey, "The Total Size of a General Stochastic Epidemic”, Bio- 
metrika 40 (1953): 177-185. 


606 


CAPÍTULO 6 


Valores característicos, vectores característicos y formas canónicas 


18. Considere la ecuación diferencial de segundo orden x"(r) + ax'(t) + bx(t) = 0. 


a) Haciendo x,(1) = x(1) y х„(ї) = x'(t), escriba las ecuaciones anteriores como un sistema 
de primer orden en la forma de la ecuación (7), donde A es una matriz de 2 X 2, 
b) Demuestre que la ecuación característica de 4 es X? + aù + b = 0. 


En los problemas 19 al 30 use el resultado del problema 18 para resolver la ecuación dada. 
19. x" + 5x' + бх = 0; x(0)=1, х'(0)=0 

20. x" + 6x' + 9x 20; x(0) = 1, x'(0) 22 

21. x" + 4x = 0; x(0) = 0, х'(0) = 1 

22. x" — 3x' — 10x = 0; x(0) = 3, x'(0) = 2 


01 0 
23. Sea №, =|0 0 1 |. Demuestre que N} = 0, la matriz cero. 
ооо 


1 t Ph 
24. Demuestre que e" =| 0 1 t | [sugerencia: escriba la serie para e** y utilice el resul- 
0 0 1 
tado del problema 23]. 
A 10 1 t £3 
25. Sea J=|0 А 1 |. Demuestre que e" =e*| 0 1 t | [sugerencia: Jt = Mt + Ми. 
004 0 0 1 
Utilice el hecho de que e4*? = ete si AB = BA]. 
-2 1 0 
26. Usando el resultado del problema 25, calcule e^, donde 4=|-2 1 —1 |[sugerencia: vea 
=] 1 -1 


el problema 6.6.23, página 593]. 





—] -18 -7 
27. Calcule е“, donde 4=| 1 -13 -4 |. 
=] 25 8 
à 100 
01410 
28. Calcule e”, donde J = | 
0.0 A 1 
0.00 X 
2100 
29. Calcule e“, donde А = 0200 
0 0 3 1 
0.003 
—4 1 0 0 
4 
30. Calcule е“, donde А = b |, 
0 —4 0 
0 0 0 3 
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RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


. œ) П. a) Ш. c) IV. b) 


6.8 | UNA PERSPECTIVA DIFERENTE: 
LOS TEOREMAS DE CAYLEY-HAMILTON Y GERSHGORIN 


Existen muchos resultados interesantes sobre los valores característicos de una matriz. En esta 
sección se estudiarán dos de ellos. El primero dice que cualquier matriz satisface su propia 
ecuación característica. El segundo muestra cómo localizar, de manera general, los valores 
característicos de cualquier matriz, prácticamente sin hacer cálculos. 

Sea р(х) = x" a, x"! +-+- + ax + a, un polinomio y sea А una matriz cuadrada. En- 
tonces las potencias de A están definidas y se define 


pot d'a Ива А tal (1) 


| EJEMPLO 1 | Evaluación de p(A) 


=1 4 13 24 5 —20 
s a-[ a f| yp = -3х + 3. Emos pla) = 4 = 54 +37=È El | 


18 61) \—15 —35 
3 0) (21 4 

+ = 

| ; E h 


La expresión (1) es un polinomio con coeficientes escalares definido para una matriz variable. 
También se puede definir un polinomio cuyos coeficientes son matrices cuadradas de m X m por 


00) =B,+ В), + В? t-- +В А (2) 
Si А es una matriz del mismo tamaño que las matrices В, entonces se define 
О(А) = В,+ BA + B. +: +BA4" (3) 


Debe tenerse cuidado en (3) ya que las matrices no conmutan bajo la multiplicación. 


TEOREMA Si PA) y Q(À) son polinomios en la variable escalar А cuyos coeficientes de matrices / 
cuadradas y si РО) = О(А)(А — А), entonces P(A) = 0. 


DEMOSTRACIÓN Si O(A) está dado por la ecuación (2), entonces 


L 
P — (B, ВАВА Е ВАЛЕ А) 
= BAS BAN ВС ЕУ як 0 АЙ? = ВАЕ ВАЕ BA == BN Ча) 


Entonces sustituyendo А en lugar de А ер (4), se obtiene 


P(A)= BA +B A + Bj) * + BAN?! BA- BA — BP – ВА" = 0 
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Observación. No se puede probar este teorema sustituyendo А = A para obtener P (A) = 
Q(A)(A — A) = 0. Esto se debe a que es posible encontrar polinomios P(A) y О(А) con соећ- 
cientes matriciales tales que FA) = P(A)Q(X) pero AA) = P(4)0(4). (Vea el problema 17 de 
esta sección.) 


Ahora se puede establecer el teorema principal. 


Teorema de Cayley-Hamilton* 


Toda matriz cuadrada satisface su propia ecuación característica. Es decir, si p(A) = 0 es 
la ecuación característica de 4, entonces p(4) = 0. 


Se tiene 


pO)ede(4-AD)-| ? 


Es claro que cualquier cofactor de (4 — AJ) es un polinomio en А. Así, la adjunta de 
A — MU (vea la definición 2.4.1, página 204) es una matriz de n X n en la que cada com- 
ponente es un polinomio en A. Es decir, 


р.) р,(№ «= p,0) 


adj (4 PE AI) ЗЕ mm P309 АЫ P0 


Ри) p4,0) + p,0) 


Esto significa que se puede pensar en adj (4 — Af) como en un polinomio, О(А), en X 
cuyos coeficientes son matrices de n X n. Para entender esto, se ve lo siguiente: 


-X -24+1 2А? -71-4 -1 21, (-2 -7 1 —4 
= АЕ Ack 

AN FA =й =Ля-® 4 =3 5 =í =} 3 

Del teorema 2.4.2 de la página 206 
det (4 — AII = [adj (4 — АЦА — AI] = QOJ(A — А) (5) 
Pero det (А — ADI = pQJI. Si 
pO Wa м алта, 

entonces se define 


pO) = p0)I — XI ta, +... + а,М + а1 


* Recibe el nombre en honor de Sir William Rowan Hamilton y Arthur Cayley (1821-1895) (vea las páginas 52 y 71). 
Cayley publicó el primer análisis de este famoso teorema en 1858. Por su parte, Hamilton descubrió (pero no demos- 
tró) el resultado en su trabajo sobre cuaterniones. 
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Por lo tanto, de (5) se tiene P(A) = Q()(A — А). Por último, del teorema 1, P(4) = 0. 
Esto completa la prueba. 


| EJEMPLO 2 | Ilustración del teorema de Cayley-Hamilton 





1-1 4 
Sea 4A=|3 2 —1|. En el ejemplo 6.1.4, página 529, se calculó la ecuación característica 
2 1 =1 
6 1 1 11 -3 22 
№ – 242 – 5% + 6 = 0. Ahora se calcula 4?=|7 0 11|4=|29 4 17|y 
3-1 8 16 3 5 
11 -3 22 =12 =2 =2 =5 5 —20 6 0 0 
Æ —24°—5А+61=|29 4 17|+|-14 0 -—22|+|-15 -10 5|+|0 6 0 
16 3 5 —6 2 -16 -10 -5 5 00 6 
000 
=10 0 0 
000 


En algunas situaciones el teorema de Cayley-Hamilton es útil para calcular la inversa de 
una matriz. Si existe 47! y p(4) = 0, entonces 47!р(А) = 0. Para ilustrar esto, si p(A) = А + 
AAN bro aA + ap entonces 


ҚА) = А +a, А+ аА +а[= 0 











y 
AYNA) = А на ,47?-t--taAtalta4A!-0 
Así 
(6) 
Observe que a, = 0 porque a, = det A (¿por qué?) y se supuso que А era invertible. 
MENTES Aplicación del teorema de Cayley-Hamilton para calcular А-' 

1-1 4 
SeaA=|3 2 —1 | Entonces p(A) = 2 — 22? — 54 +6, Aquin =3, a, 2,4, 5, a,= бу 

2 1 —1 


А! = ¿CA 24-51) 


Р =6 =] =] 2 =2 8 5.0 0 I] 3 7 
^76 —7 0 =I o 4 -2]4|0 5 0 - =1 9 —13 
=3 1 —8 4 2 -2 0.0 5 1 3 =5 
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Observe que se calculó 47! haciendo sólo una división y calculando sólo un determinante (al 
encontrar p(À) = det (4 — А). Este método en ocasiones es muy eficiente al implementarlo en 
una computadora. 


TEOREMA DE LAS CIRCUNFERENCIAS DE GERSHGORIN 


Se estudiará ahora el segundo resultado importante de esta sección. Sea А una matriz real o 
compleja de n X n. Como es usual, se escribe 


11 12 1n 
A= 7n a 2n 
nl аһ Os 


Se define el número 


j=2 


n -la,|* Jas -- |a, 





a. 
ij 


(7) 








De manera similar se define 


11-1 


+ a ++ la, (8) 


iil 





Es decir, r, es la suma de los valores absolutos de los números en el renglón i de A que no están 
en la diagonal principal. Sea 


D,= {ze Є: |z- а} =} (9) 





En este caso D, es un disco en el plano complejo centrado en a, con radio г, (vea la figura 6.4). 

El disco D, consiste en todos los puntos en el plano complejo sobre y dentro de las cir- 
cunferencias С, = {z € Є: |z — a] = rj. Las circunferencias C, i = 1, 2,..., n, se denominan 
circunferencias de Gershgorin. 


y=Imz 


Figura 6.4 


Un círculo de radio г, 
centrado en a, 


<r 





|z =. 
ii 


x= Rez 





L 


DEMOSTRACIÓN 


6.8 Una perspectiva diferente: los teoremas de Cayley-Hamilton y Gershgorin 611 


Teorema de las circunferencias de Gershgorin* 

Sea A una matriz de n X n y sea D, como se definió en la ecuación (9). Entonces cada 
valor característico de A está contenido en al menos uno de los D, es decir, si los valores 
característicos de А son A À,, . . . , Ap entonces 


(10) 





. r 4 X a 
Sea à un valor característico de A con vector característico v =| ? |. Sea m = máx {]х|, 


^ 


Ix, ... > |х}. Entonces (1/m)v = » es un vector característico de А correspondiente 


Ya 
ad y máx {lyi ly]. - . . |y ]] = 1. Sea y, un elemento de y con |y] = 1. Ahora bien, Ay 
= Ay. La componente i del n-vector Ay es a,y, + а,у, + ``- +а,у,. La componente i 
de Лу es Ay, Entonces 
day, а) 0 пау, =, 


lo que se puede escribir como 


y ay, = №, (11) 
ет 
Restando a, y, en ambos lados, Іа ecuación (11) se puede escribir como 
Y, 2,7, 7 M, - ay, =. — а), (12) 
get 
j*i 


Después, tomando el valor absoluto en ambos lados de (12) y usando la desigualdad del 
triángulo (а + b| = |а| + |b|), se obtiene 











y, (13) 


a. 
y 

ja 

JL 


n n 

(a, -Dy|= - a), = Y 
=1 j=1 

j=l 


Se dividen ambos lados de (13) entre |y] (que es igual a 1) para obtener 


» | y 
J 

la, == 1 a | z= 1 a. 

ii ў ў 

j=1 | j=1 

Jj*i j*i 


= аз) 














|у, 


El último paso sigue el hecho de que | y) = |y] (por la forma en que se eligió y). Pero esto 
prueba el teorema ya que (14) muestra que à e D. 


* El matemático ruso S. Gershgorin publicó este resultado en 1931. 
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(x — 12 4 у? = 25 


Figura 6.5 


Todos los valores caracterís- 
ticos de A están dentro de 


estas tres circunferencias. х = Rez 





(х + 1? + y? = 
= 16 


Esto se puede verificar ya que se sabe por el ejemplo 6.1.4 de la página 529, que los valores ca- 
racterísticos de A son 1, —2 y 3, los cuales están dentro de las tres circunferencias. Observe que 
las circunferencias de Gershgorin se pueden intersectar entre sí. 


Uso del teorema de Gershgorin 





Encuentre las fronteras sobre los valores característicos de la matriz 


з 0 T 
0 5 1 01 
A-|-1 0 6 11 
0-1 1-31 
(Ue ow $4 


3 


B Solución Aquí a, =3,а, =5,a,,=6,4,,=-3,0,=4 1 -i,n i, rn-lr, = Тут, =1. Las circunfe- 
rencias de Gershgorin están dibujadas en la figura 6.6. Es evidente, del teorema 3 y la figura 6.6, 
que si À es un valor característico de А, entonces I -7yReXz-4. 

Observe el poder del teorema de Gershgorin para encontrar la localización aproximada de 
los valores característicos con muy poco trabajo. 








Figura 6.6 


Todos los valores caracte- 
rísticos de A se encuentran 
dentro de estas cinco 
circunferencias. 








(х= 4) +у2=1 
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Problemas 6.8 


AUTOEVALUACIÓN 


l 3 
. ¿Qué ecuación se satisface por 4 = Е } 


2 
а) 4 —34+21=0 b) 4 -24=0 
с) 4 +24-31=0 d) 4 +34+21=0 
2 ej 4 
. Según el teorema de Gershgorin, los valores característicos de| 3 2 5 |se encuentran 
3 42 
dentro de las circunferencias con centro en (2, 0) cuyo radio mayor es 


a) 7 b) 8 с) V34 d) 10 


De los problemas 1 al 9: a) encuentre la ecuación característica p(A) = 0 de la matriz dada; b) 
verifique que p( 4) = 0; c) utilice el inciso b) para calcular 47! 





1-1 0 
а —2 2-1 
L | | | 3 -1 m 
=5 d Nm 
0 -1 1 
0 10 3-5 
4. 5.10 0 1 6|2 4 3 
—1 22 1—33 1 2 2 
1 0 10 
Al 2-1 02 pad. 
7.14 1 8. 9. Wd =0 
{аз =} 0 1 0.0 a 4 
à 1-10 0002 


De los problemas 10 al 14 dibuje las circunferencias de Gershgorin para la matriz dada A y 
encuentre una cota para |А] si A es un valor característico de A. 


13. 








DP 3-1 -10 1 3-1 4 

sd al a ve 
-1 1 -i4 0 2 3 4 
3 0-4 4 01 

-. wx v $ z 5-3 0 10 

w -10 % ч 1. | 9 5 4 373% 

Lo Lo 5 1 - 0 0-3 00 

0 -1 0 4 i qp uo Wed 
-4 4 oio opo 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


ез 
13 І] 
Sea 4 = н ў 5 А Demuestre que los valores característicos de А son números 
3 2 
11 24 
reales positivos. 
—4 1 1 1 
1-6 2 1 -— 
Sea 4 = г ү Demuestre que los valores característicos de A son reales y 
1 1 1 —4 
negativos. 
Sea P(A) = B, + B. y О(\) = C, + CÀ, donde B,, В, C, y C, son matrices de n X n. 


a) Calcule FA) = Р(АО(А). 


b) Sea A una matriz de n X п. Demuestre que F(4) = P(4)0(4) si y sólo si А conmuta 
tanto con C, como con C. 


Sea A una matriz de n X n con valores característicos А, A, ..., А, y sea (А) = máxlAl. 


$1 |4| es la norma de la máxima suma por renglones definida en la sección 6.7, demuestre 
que r(A) = |A]. 


Se dice que la matriz А de n X n tiene diagonal estrictamente dominante si |a,| > r, para i = 
1, 2, ..., n, donde r, está definido por la ecuación (8). Demuestre que si А es una matriz 
con diagonal estrictamente dominante, entonces det А = 0. 


RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN 


l. a) П. b) 


Ea MATLAB 6.8 


1. 


3. 


Para las matrices en los problemas 1 al 17 de la sección 6.1, encuentre a mano el polinomio 
característico. Use MATLAB y los coeficientes del polinomio característico (encontrado a 
mano) para verificar el teorema de Cayley-Hamilton para estas matrices y para encontrar 
las matrices inversas. Verifique su respuesta sobre las inversas. 


. а) Para una matriz aleatoria А de 4 X 4 encuentre с = poly(A). Dé doc polyvalm y después 


use polyvalm para ilustrar el teorema de Cayley-Hamilton. 
b) Use el teorema de Cayley-Hamilton para encontrar A”! y verifique su respuesta. 
c) Repita los incisos a) y b) para una matriz aleatoria de valores complejos de 4 X 4. 


Sea A una matriz aleatoria de 2 X 2. Considere el siguiente programa de MATLAB: 
rl = sum(abs(A(1, :))) — abs(A(1, 1)) 
r2 = sum(abs(AQ, :))) —abs(AQ, 2)) 
al = real(A(1, 1)), b1 = imag(A(1, 1)) 
a2 = real(A(2, 2)), b2 = imag(A(2, 2)) 
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Hasta ahora se ha encontrado el centro y el radio de cada circunferencia de Gershgorin. 


xx= —r1:2*r1/100:r1 
x=xx+al; 
z = real(sqrt(rl * r1— xx. * xx)); 
y=zZz+bl;yy= —z+bl; 

x1 = [х flipirGo |; 


у1= [ууу ); 


Se han creado los vectores x1 y y1 que contienen los valores x y y para la circunferencia (su- 
periores e inferiores) del radio r1 alrededor de A(1, 1) (observe el *." antes de “*” en xx.*xx 
en el cálculo de z. El comando real se usa para asegurar que los errores de redondeo no creen 
valores con pequeñas partes imaginarias para z. Es útil usar “;” al final de cada línea para 
evitar que se desplieguen los más de 100 valores). 

Repita el último conjunto del programa sustituyendo todos los unos con números dos. 


axis('square”) 
plot(x1, y1, b’, x2, у2, g’) 
plot(real(e), imag(e),' m*”) 


El programa grafica las dos circunferencias de Gershgorin (una en azul y la otra en verde), 

encuentra los valores característicos y los grafica como puntos (con el símbolo “* en rojo). 

Los colores y símbolo se pueden cambiar. 

a) Introduzca una matriz de valores reales de 2 X 2 y el programa anterior. Explique lo que 
Observa en la gráfica a la luz del teorema 3. 

b) Repita el inciso a) para una matriz de valores complejos de 2 X 2. 

c) Repita el inciso a) para una matriz de valores complejos de 3 X 3. Será necesario que 
agregue algunas instrucciones al programa; es decir, deberá crear r3, a3, b3, x3 y y3 y 
modificar la primera instrucción de graficado. 


nz RESUMEN 


* Valores y vectores característicos 


Sea A una matriz de n X n con componentes reales. El número A (real o complejo) se denomina 
un valor característico o valor propio de A si existe un vector v diferente de cero en €" tal que (p. 524) 


Ау = Ау 


El vector v = 0 se denomina vector característico o vector propio de А correspondiente al valor 
característico À. 


• беа A una matriz de n X n. Entonces À es un valor característico de А si y sólo si (p. 525) 


p) = det(4 — А) = 0 
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La ecuación p(A) = 0 se denomina ecuación característica de 4; p(X) se conoce como el polino- 
mio característico de А. 


Contando las multiplicidades, toda matriz de n X n tiene exactamente n valores característicos. 


Los vectores característicos correspondientes a valores característicos diferentes son linealmen- 
te Independientes. 

Multiplicidad algebraica 

Si р(А) = (А – А) (А – А, )? ---(А – А)", entonces ғ es la multiplicidad algebraica de Л. 


Los valores característicos de una matriz real ocurren en pares conjugados complejos. 


Espacio característico 


Si X es un valor característico de la matriz А de n X n, entonces E, = {v: Av = Av; es un sub- 


espacio de E" denominado el espacio característico de A correspondiente a A. Se denota por E,. 


Multiplicidad geométrica 


La multiplicidad geométrica de un valor característico А de la matriz А es igual a dim 
E, = У(А — A. 


Para cualquier valor característico A, multiplicidad geométrica = multiplicidad algebraica. 


Sea A una matriz de n X n. Entonces А tiene п vectores característicos linealmente independien- 
tes 51 y sólo si la multiplicidad geométrica de cada valor característico es igual a su multiplici- 
dad algebraica. En particular, A tiene n vectores característicos linealmente independientes si 
todos los valores característicos son diferentes (ya que en ese caso la multiplicidad algebraica 
de todo valor característico es 1). 


Teorema de resumen 


Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes 12 afirmaciones son equivalentes; es decir, 
cada una implica a las otras 11 (de manera que si una es cierta, todas son ciertas): 


i. A es invertible. 
ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial (x = 0). 
iii. El sistema AX = b tiene una solución única para cada n-vector b. 
iv. Aes equivalente por renglones a la matriz identidad, Г, de n X n. 
у. А se puede expresar сото el producto de matrices elementales. 
vi. La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes. 
vii. Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes. 


viii. det А 5 0. 
ix. v(A) = 0. 
x. p(A) =n. 


xi. La transformación lineal Т de R” en R” definida por Tx = Ax es un isomorfismo. 
xii. Cero no es un valor característico de A. 


Matrices semejantes 


Se dice que dos matrices 4 y B de n X n son semejantes si existe una matriz invertible C de n X n 
tal que 


B = СТАС 


La función que se acaba de definir y que lleva a la matriz 4 en la matriz B se denomina trans- 
formación de semejanza. 


(p. 526) 


(p. 526) 


(p. 528) 
(p. 531) 


(p. 531) 


(p. 534) 
(p. 535) 


(p. 535) 


(p. 535) 


(p. 555) 


Resumen 


А y B son semejantes si existe una matriz invertible C tal que CB = АС. 


Las matrices semejantes tienen los mismos valores característicos. 


Matriz diagonalizable 


Una matriz A de n X n es diagonalizable si existe una matriz diagonal D tal que A sea 
semejante a D. 


Una matriz A de n X n es diagonalizable si y sólo si tiene n vectores característicos linealmente 
independientes. En tal caso, la matriz diagonal D semejante está dada por 


A 0 0 0 
Ü A 0 0 
D-|0 0 A, 0 
0 0 0 - A, 
donde A,,A,, . . . , à, son los valores característicos de A. Si C es una matriz cuyas columnas son 
vectores característicos linealmente independientes de 4, entonces. 
D = CAC 


Si la matriz A de n X n tiene n valores característicos diferentes, entonces А es diagonalizable. 
Los valores característicos de una matriz simétrica real son reales. 


Los vectores característicos de una matriz simétrica real correspondientes a valores caracterís- 
ticos diferentes son ortogonales. 


Una matriz simétrica real de n X n tienen vectores característicos reales ortonormales. 


Matriz ortogonalmente diagonalizable 


Se dice que una matriz A de n X nes ortogonalmente diagonalizable si existe una matriz ortogonal 
O tal que 


ОАО = р 
donde D = diag (А, А,,...,А)ућ, А,,..., А, son los valores característicos de A. 


Procedimiento para encontrar una ortogonal matriz O diagonalizante para una matriz real simé- 
trica А: 


1. Encuentre una base para cada espacio característico de А. 


ii. Encuentre una base ortonormal para cada espacio característico de 4 usando el proceso 
de Gram-Schmidt. 


iii. Escriba O como la matriz cuyas columnas son los vectores característicos ortonormales 
obtenidos en el paso ii). 


La transpuesta conjugada de una matriz de m X n, A = (а), denotada por 4*, es la matriz de 
n X m cuya componente jj es a, 


Una matriz compleja A de n X n es hermitiana si A* = A. 


Una matriz compleja U de n X n es unitaria si U* = 07!. 


(p. 
(p. 


(p. 


(p. 


(p. 
(p. 


(p. 
(p. 


(p. 


(p. 


(p. 
(p. 
(p. 
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556) 


557) 


557) 


559) 
567) 


568) 
568) 


568) 


569) 


571) 
571) 
571) 
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Ecuación cuadrática y forma cuadrática 
Una ecuación cuadrática en dos variables sin término lineal es una expresión en la forma (p. 576) 
ax + bxy + cy! = а 
donde |a| + |b| + |c| = 0 y a, b, c son números reales. 
Una forma cuadrática en dos variables es una expresión en la forma 
Kx, y) = ax? + bxy + cy? 


donde |а| + |b| + |c| = 0 y a, b, c son números reales. 


Una forma cuadrática se puede escribir como (p. 576) 
F(x, у) = Av: v 
a А ПИС 
donde A = es una matriz simétrica. 
b/2 c 
Si los valores característicos de A son a' y c', entonces la forma cuadrática se puede escribir como (p. 577) 


112 1/2 


F(x', y) 2 ах? + c'y 


donde M =0' i y Qesla matriz ortogonal que diagonaliza A. 
y y 


Teorema de los ejes principales en R? 
Sea ax? + bxy + су = а (*) (p. 578) 
una ecuación cuadrática en las variables x y y; entonces existe un número único Ө en [0, 27] tal 
que la ecuación (*) se puede escribir en la forma 
ax?+cy?=d 


donde x”, y' son los ejes obtenidos al rotar los ejes x y y un ángulo 0 en el sentido contrario a 
las manecillas del reloj. Más aún, los números a’ y c' son los valores característicos de la matriz 


b/2 . | | 
= ка | Los ejes x' y y' se denominan ejes principales de la gráfica de la ecuación 
C 


cuadrática. 


. b/2 : Р А 

814 = D: | entonces la ecuación cuadrática (*) es la ecuación de: (p. 580) 
C 

i. Una hipérbola si d 0 y det A < 0. 

ii. Una elipse, un círculo o una sección cónica degenerada si = 0 y det A > 0. 

iii. Un par de rectas o una sección cónica degenerada si d% 0 y det A = 0. 


iv. Si d = 0, entonces (*) es la ecuación de dos rectas si det А = 0 y la ecuación de una sola recta si det А = 0. 


Forma cuadrática en Ю" 


Ki 


X НИГ жыл 
Sea у =| ? |ysea А una matriz simétrica de n X n. Entonces la forma cuadrática en XX iocis 


n 


e. 
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es una expresión de la forma 


F(x,x,...,x)-— Av: V 


La matriz N, es la matriz de k X k 


0 0 
N,=|: i 
0 1 


La matriz de bloques de Jordan k X К, В(А) está dada por 


A 10 
0 X 1 


о c 


B(j)- М+М, = 


о о 
о о 
>> м 


Una matriz de Jordan J tiene la forma 


BAD) 0. 0 
д лш 
0 0 PER В (А) 


donde cada B(A) es una matriz de bloques de Jordan. 


Forma canónica de Jordan 
Sea A una matriz de n X n. Entonces existe una matriz invertible C de п X n tal que 
CAC = Ј 


donde J es una matriz de Jordan cuyos elementos en la diagonal son los valores característicos 
de А. Más aún, J es única excepto por el orden en el que aparecen los bloques de Jordan. 
La matriz J se denomina la forma canónica de Jordan de 4. 


Suponga que А es una matriz de 2 X 2 con un valor característico А de multiplicidad geométri- 
ca 1. Entonces la forma canónica de Jordan de A es 


A 1 
J= 

0 A 
La matriz C consiste en las columnas v, y v,, donde v, es un vector característico y v, es un vector 
característico generalizado de 4; esto es, v, satisface 

(A — Ат, = v, 
Sea A una matriz de п X n. Entonces e^ está definido por 
A? A оо A* 


е^=1+А+-—+—+...= У — 
21 3 £s k! 


(p. 582) 


(p. 586) 


(p. 586) 


(p. 587) 


(pp. 588, 589) 


(pp. 590, 591) 


(p. 597) 
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* Га solución matricial principal a la ecuación diferencial vectorial x'(1) = Ax(1) es е“. 


e  Lasolución única a la ecuación diferencial x'(1) = Ax(1) que satisface x(0) = x, es x(1) = e^'x,. 


• SiJesla forma canónica de Jordan de la matriz A y si J = C^! AC, entonces 
e^ = СелС-! 


* Teorema de Cayley-Hamilton 


Cada matriz cuadrada satisface su propia ecuación característica. Es decir, si р(А) = 0 es la 
ecuación característica de A, entonces P(A) = 0. 


*  Circunferencias de Gershgorin 





























Sea 
а 4, ln 
A Ex 21 а 2п 
аһ а, С 
y defina los números 
n 
n -|laj]-* ay |t au Xl. 
л а | SE а; pene AN + la, ek a, 
n 
= a. 
ij 
j=1 
j*i 


Las circunferencias de Gershgorin son circunferencias que acotan los discos 


D,= {ze Є|—а}ж=т 
» Teorema de las circunferencias de Gershgorin 


Sea А una matriz de n X n y sea D, definida por la ecuación (10). Entonces, cada valor caracte- 
rístico de А está contenido en al menos uno de los discos D. Esto es, si los valores característi- 
cos de A son À, À, ..., À „ entonces 


п? 


D, Ap LACUS D, 


EJERCICIOS DE REPASO 


(p. 598) 
(p. 598) 


(p. 599) 


(p. 608) 


(pp. 610, 611) 


(p. 610) 


(p. 611) 


En los ejercicios 1 al 8 calcule los valores y los espacios característicos de la matriz dada. 


—8 12 2 5 2 0 
1. 2. 3. 4. 
—6 10 0 2 эз 2 
=2 
1 {єл LIA 
5 1 2 1 6. 10 3 2 7. б Um xc 8. 
-2 1-1 =l =$ =2 
0 02 3 


10 0 
37 0 


-2 4 -5 
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De los ejercicios 9 al 20 determine si la matriz dada А es diagonalizable. Si lo es, encuentre una ma- 
triz C tal que C^! AC = D. Si A es simétrica, encuentre una matriz ortogonal O tal que Q'AQ = D. 


Do: d 
= = 17 2 
o. ( » | v. 2 Jj п. | : l 12. 1-1 -1 0 
-15 -8 - р 
4 0 2 0 8 0 12 -3 21 
13. |2 ol 14.|2 0 15.|0 2 0 16.|-7 4 2 
0 0 -3 0 -3 2 0-2 -532 
T 42— 2 3 4-40 23 0 0 
miz 5] d&]|* 9 +1 £44 19 + 0 0f 34 192 E 4 
eue 00 2 0 lic 0 -10 01 5- 
113 0-4 43 0011 0 


En los ejercicios 21 al 25 identifique la sección cónica y exprésela en términos de las nuevas 
variables sin el término xy. 


21. 4x? +2xy+2y?=8 22. xy 2 —4 23. 3 -2xy - 5-0 
24. 4x! - 3xy +y =1 25. x! -4Axy - 4y? 4120 


26. Escriba la forma cuadrática 2x? + 4xy + 2y? — 32? en términos de las nuevas variables x', 
y” y z de manera que no estén presentes los términos de productos cruzados. 


En los ejercicios 27 al 29 encuentre una matriz C tal que C^! AC = J, la forma canónica de 
Jordan de la matriz. 


0 -18 -7 
27. le s] 28. | Е t 29. | 1 -12 4 
-1 0 -25 11 m d. 


En los ejercicios 30 al 32 calcule е“. 


3. a=| >? аА 3x д=| "4 
=з c -1 0 2. 1 


33. Usando el teorema de Cayley-Hamilton, calcule la inversa de 


2 3 
A=|-1 1! 
-2 -1 4 


34. Use el teorema de las circunferencias de Gershgorin para encontrar una cota sobre los 
valores característicos de 


3 1-1 0 
449 4 1d 
1 0 2-1 
Lobo 13 


B Solución 


Apéndice 


INDUCCIÓN MATEMÁTICA 


La inducción matemática es el nombre que recibe un principio fundamental de la lógica que se 
puede utilizar para probar cierto tipo de proposiciones matemáticas. Normalmente se utiliza 
la inducción matemática para probar que alguna afirmación o ecuación se cumple para todo 
entero positivo. Por ejemplo, se quiere demostrar que 2” > п para todos los enteros n > 1. Para 
hacer esto, se realizan dos pasos: 


Paso l. Se demuestra que la afirmación es cierta para algún entero N (por lo general № = 
1). 
Paso 2. Se supone que la afirmación es cierta para un entero k mayor o igual que N del paso 


1 y después se demuestra que es cierta para el entero k+ 1. 
E 


Si es posible completar estos dos pasos, entonces la validez de la afirmación queda demostra- 
da para todos los enteros positivos mayores o iguales que N. Para convencerse de este hecho, 
se razona como sigue: como la afirmación es cierta para N [por el paso (1)], es cierta para el 
entero N + 1 [por el paso (2)]. Entonces también es cierta para el entero (N + 1) +1 = № + 2 
[de nuevo por el paso (2)], y así sucesivamente. Ahora se ilustrará el procedimiento con algunos 
ejemplos. 


Demuestre que 2" > п para todo entero n > 1. 
Paso 1. Si 1 = 1, entonces 2! = 2 > 1, de manera que el resultado es cierto para n = 1. 
Paso 2. Suponga que 2* > k. Entonces 

2122.20 — 0 4+2>k+k>k>+1 


Así, si el resultado es cierto para n = k, también lo es para n = k + 1. 
Esto completa la demostración por inducción matemática. 


B Solución 
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Demuestre que la suma de los primeros n enteros positivos es igual a n(n + 1)/2. 


Se busca demostrar que 


142-434. n7 


n(n +1) 
E E (1) 


Puede tratar de resolver algunos ejemplos para ilustrar que la fórmula (1) realmente funciona 
(esto por supuesto no prueba la afirmación, pero puede ayudar a persuadirle de que se cumple). 
Por ejemplo, 


1+2+3+4+5+6+7+8+9 +10 = 


10(1D) _ 55 
2 


Es decir, la fórmula es cierta para N = 10. 


Paso 1. Si n = 1, entonces la suma de los primeros 1 enteros es 1. Pero (1)(1 + 1)2 = 1, de 
manera que la ecuación (1) se cumple en el caso de n = 1. 


Paso 2. Suponga que (1) es cierta para n = k; es decir, 


а те MED 


Debe demostrarse que se cumple para n = k + 1. Esto es, se quiere probar que 


(К + 1% +2) 


1+2+3+-+k+(k+1)= : 


Pero 


— k(k + 1)/2 por suposición 


1+2+3+ 9 kr (E 1) (0-2 34 E) (E 1) 





—Ok(k 1) 
о ы 


—Ok(k 1) 2(k +1) 
2 





(+10 +2) 
2 


y la demostración queda completa. 
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HIPÓTESIS DE 
INDUCCIÓN 


L 


B Solución 


Inducción matemática 


¿EN DÓNDE ESTÁ LA DIFICULTAD? 


En ocasiones la inducción matemática es difícil a primera vista en el paso 2. El paso 1 por lo 
general es sencillo. En el ejemplo 1, se insertó el valor n = 1 en ambos lados de la ecuación (1) y 
se verificó que 1 = 1 (1 + 1)/2. El paso 2 fue mucho más difícil. Lo estudiaremos de nuevo. 

Se supuso que la ecuación (1) era válida para n = k. No se demostró. Esa suposición se 
denomina hipótesis de inducción. Después se utilizó la hipótesis de inducción para demostrar 
que la ecuación (1) se cumple para n = k + 1. Quizá esto quedará más claro si se ve un valor 
específico de k, digamos, k = 10. Entonces se tiene 


Suposición 
1+2+3+4+5+6+7+8+9 +10 


_1010+1) 10(11) 


А 27m 55 Q) 





Para demostrar 


1+-2+3+44+5+6+7+8+9+10+11 


_п@аї+1) 1102) 


> T3 66 (3) 





La demostración en sí 


(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10) +11 


Рог la hipótesis de 
inducción (2) 





11001 , ,, 1011), 21D 
2 2 j 


_—11(10+2) 11(12) 
2 2 





que es la ecuación (3). Así, sí (2) es cierta, entonces (3) es cierta. 

La ventaja del método de inducción matemática es que no es necesario demostrar cada 
caso por separado como se hizo con este ejemplo. En lugar de eso, se demuestra para un pri- 
mer caso, se supone para un caso general y después se demuestra para el caso general más 1. 
Con sólo dos pasos basta para tomar en cuenta un número infinito de casos. Realmente es una 
magnífica idea. 


Demuestre que la suma de los cuadrados de los primeros n enteros positivos es 
n(n + 1)(2п + 1)/6. 


Debe demostrarse que 
n(n + 1)(2п +1) 
6 


1°+2°+3°+.—+лп = 





(4) 
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Paso 1. Como Саш, Са ан ОЕ 





1 = 1, la ecuación (4) es válida para п = 1. 
Paso 2. Suponga que la ecuación (4) se cumple para n = k; es decir 


hipótesis 12 + 22 4 32 deu k? Z k(k T D(2k T 1) 


de inducción 6 





Entonces para demostrar que (4) es cierta para n = k + 1 se tiene 


12 +2? +32 ++? +(К+1)*=(15°+2°+3° +... +42) 4(k+1Y 


hipótesis de 
inducción 


Y k * DOE уу 





_K(k+DOk 1) € 6(k +1) 
6 

k+1 

с! 


k(2k +1) +6(k +1) ] 


= ae +7k +6] 


k+1 


= Le * 22k 3)] 


(DX +2)[2(# +1) 1] 
6 


que es la ecuación (4) para n = k + 1, y la prueba queda completa. Para ilustrar la fórmula 
observe que 


70 412-741) 





р +22 +32 +42 +52 +6? +7 = 





| EJEMPLO4 | Utilice el método de inducción matemática para demostrar la fórmula para la suma de una 
sucesión geométrica: 


l=ag"*! 
ea arFl (5) 


І+а+а? +... +a" = 


Ш Solución Раѕо1. Sin = 0 (el primer entero en este caso), entonces 


0+1 
1-а" 1-а o 


1—а 1—а 
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Así, la ecuación (5) se cumple para n = 0. (Se usa n = 0 en lugar de n = 1 debido a que a? = 1 
es el primer término.) 


Paso 2. Suponga que (5) se cumple para n — k, es decir, 


E 1-а“! 
Hipótesis a 


de inducción 


l+a+a + +а = 
l=a 


Entonces 


I+a+a ta ca^ =(l+a+a + +а*)+а*\! 


Hipótesis de inducción 


l-at*! 
== Wo qud 
1-а 


[2g +a — а)а*?*! Е 1—а*?? 


1—а 1-а 


de manera que la ecuación (5) se cumple рага n = К + 1 у la demostración queda completa. 


Utilice inducción matemática para demostrar que 2n + п? es divisible entre 3 para todo entero 
positivo n. 


Paso 1. Sin = 1, entonces 2n + n = 2:1 + —2 + 1 = 3 que es divisible entre 3. Así, la 
afirmación 2n + n es divisible entre 3 es cierta para n = 1. 


Paso 2. Suponga que 2k + К? es divisible entre 3. Hipótesis de inducción 


3 





Esto significa que = m es un entero. Entonces al expandir (k + 1), se obtiene 


2(k +1) +(К +1) 22k +2 +(1 +3k? +3k +1) 
=k +2k+3k? +3k+3 
= +2k +34 +k+1) 
Entonces 


2(k+1)+(k +1) MAME 
3 3 3 


= т + К? +k +1 = un entero 





Por lo tanto, 2(k + 1) + (k + 1)? es divisible entre 3. Esto muestra que la afirmación es cierta 
para n — k +1. 


Sean 4, 4,,..., 4,, m matrices invertibles de n X n. Demuestre que 


(44,...4) = AA A AS (6) 
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Рага т = 2 se tiene (4,4,) ! = 4, ! Aj! por el teorema 1.8.3, entonces la ecuación (6) se cum- 
ple para m = 2. Se supone que es cierta para m = k y se demuestra para m = k + 1. Sea B = 


АА... A,. Entonces 


(44 дА) = (BA) = ALB? Y 
Por la suposición de inducción 
B” (44 AY SALA A A 6) 


Sustituyendo (8) en (7) la demostración queda completa. 


SEMBLANZA 


Inducción matemática 


El primer matemático que ofreció una demostración formal me- 
diante el uso explícito de la inducción matemática fue el clérigo 
italiano Franciscus Maurolicus (1494-1575), quien era el abad de 
Messina en Sicilia y era considerado el más grande geómetra del 
siglo хм. En su libro Aritmética, publicado en 1575, Maurolicus utili- 
zó la inducción matemática para demostrar, entre otras cosas, que 
para todo entero positivo n 


1+3+5+...+(0л—1)=т 


Se pide al lector que demuestre esto en el problema 4 de esta sec- 
ción. 


Problemas A1 


Las demostraciones por inducción de Maurolicus tienen una 
forma de bosquejo que es difícil seguir. El matemático francés Blai- 
se Pascal (1623-1662), proporcionó una exposición más clara del 
método. En su Traité du Triangle Arithmétique, publicado en 1662, 
Pascal demostró la fórmula para la suma de coeficientes binomia- 
les. Utilizó su fórmula para desarrollar lo que hoy se conoce como 
el Triángulo de Pascal. 


Aunque el método de inducción matemática se usó formal- 
mente en 1575, el término inducción matemática no se usó sino 
hasta 1838. En ese año, uno de los originadores de la teoría de con- 
juntos, Augustus de Morgan (1806-1871), publicó un artículo en la 
Penny Cyclopedia (Londres) titulado “Induction (Mathematics)”. Al 
final del artículo usó el término que se usa hoy; sin embargo, no 
tuvo una amplia aceptación hasta el siglo xx. 


De los problemas 1 al 20 utilice inducción matemática para demostrar que la fórmula dada se 
cumple para toda n = 1, 2,...a menos que se especifique algún otro conjunto de valores. 


1. 2+4+6+--+2n=n(n+1) 
c mon 


2. 114 47 &-- (3n —2) 


3. 245484 (3n-1) 


4. 1+3+5+--+(2n-1)=n? 


_ n(3n +1) 
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6. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


+18. 


*19. 


*20. 


*21. 


0147349427443 = 


2" < n! рага п = 4, 5, 6,..., donde 
ni=1.2-3---(n—1)-n 


. 1+24+44+8+--+2*=2"*! —1 


Qut —1 





1 1 1 





ie pa 
2 4 





n n+1 
о ОЕ Е р 1 
3 9 3 4 3 


_тпт(п+1)* 
4 


11+2°+39++л? 


n(n + 1)(п +2) 


1-24+2:3+3:4+--+n(n+1)= Г 


n(n + 1)(4и – 1) 
3 





1.243-4- 5.6 (2n- Dn) = 


1 1 1 1 3 1 1 
2 2 + 2 deae 2 — 
2—1 3-1 4—1 (n+1-1 4 2n+1) 2(n+2) 











п+ и? es par. 


2 
n —n 


n< +2 sin>10. 





n(n^ + 5) es divisible entre 6. 

Зп? + 5n? + Тп es divisible entre 15. 
x” — 1 es divisible entre x — 1. 

x" — y" es divisible entre x — y. 


Proporcione una demostración formal de que (ab) = a"b" para todo entero positivo n. 


Suponga que todo polinomio tiene al menos una raíz compleja y demuestre que un polino- 
mio de grado n tiene exactamente л raíces (contando las multiplicidades). 


Dado que det АВ = det A det В para todas las matrices A y B de n X n, demuestre que det 
А, A, ..., A, = det A, det 4,... det 4,, donde 4,,...,4,, son matrices de n X n. 


m 


Si 4,, A,, ..., A, son matrices de m X n, demuestre que (4, + А, +: t A) = А + А; 
tcc AL Puede suponer que (А + B) = 4' + В. 
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25. Demuestre que existen exactamente 2" subconjuntos de un conjunto que contiene л ele- 
mentos. 


26. Demuestre que si 2k — 1 es un entero par para algún entero k, entonces 2(k + 1) — 1 = 2k 
+ 2 — 1 = 2К + 1 es también un entero par. ¿Es posible obtener una conclusión a partir 
de la demostración? 


27. ¿Qué es incorrecto con la siguiente demostración de que cada caballo, en un conjunto de n 
caballos tiene el mismo color que cualquier otro caballo en el conjunto? 


Paso 1. Es cierto para n = 1 ya que sólo hay un caballo en el conjunto y es obvio que tiene 
el mismo color que él mismo. 


Paso 2. Suponga que es cierto para n = k. Es decir, cada caballo en un conjunto que con- 
tiene k caballos es del mismo color que los demás caballos en el conjunto. Sean h,, Л,,..., 
h, h, los К + 1 caballos en el conjunto S. Sea S, = {л,, ћ,,...,А}у 5, = {й,, ћ,,..., 
h һу}. Entonces ambos, S, y S, contienen К caballos de manera que los caballos en cada 
uno de estos conjuntos son del mismo color. Escriba h, = h, para indicar que el caballo ¡ 
tiene el mismo color que el caballo j. Entonces se tiene 





h =h = Аһ eem] 


1 2 3 k 











Esto significa que 





h 





k k+1 


de manera que todos los caballos en S tienen el mismo color. Esto demuestra la afirmación en 
el caso de n = k + 1 y, por lo tanto, la afirmación es cierta para todo л. 
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NÜMEROS COMPLEJOS 








En el capítulo 6 se estudió el problema de encontrar las raíces de los polinomios 


N+bi+c=0 (1) 


Para encontrar las raíces, se utiliza la fórmula cuadrática y se obtiene 


2 = —— 2) 


Si b? — 4c > 0, existen dos raíces reales. Si b? — 4с = 0, se obtiene una sola raíz (de multiplicidad 
2) à = —bI2. Para manejar el caso b? — 4c < 0, se introduce la unidad imaginaria. ' 


(3) 





B E GJ 
* El término imaginario no debe ser una preocupación. Es sólo un nombre. El matemático Alfred North Whitehead, en 
el capítulo sobre nümeros imaginarios de su libro /ntroduction to Mathematics, escribió: 

En este punto, puede ser ütil observar que cierto tipo de intelecto se preocupa siempre y preocupa a otros sobre 
la aplicabilidad de los términos técnicos. ¿Es adecuado denominar números a los números inconmensurables? ¿Son 
realmente números los números positivos y negativos? ¿Son imaginarios los números imaginarios, y son números? 
Éstos son ejemplos de preguntas estériles. No puede entenderse con suficiente claridad que, en la ciencia, los términos 
técnicos son nombres asignados de manera arbitraria, como los nombres cristianos a los niños. No puede ponerse en 
duda si los nombres están bien o mal. Pueden ser o no prácticos o sensibles; en ocasiones puede ser sencillo recor- 
darlos, o ser tales que sugieran ideas relevantes o importantes. Pero el principio esencial fue enunciado con mucha 
claridad en Alicia en el país de las maravillas por Humpty Dumpty, cuando le dijo a propósito de su uso de las palabras, 
“les pago más y las hago tener el significado que yo quiero”. Así que no nos preocuparemos por si los números ima- 
ginarios son imaginarios o son números, tomaremos la frase como el nombre arbitrario de cierta idea matemática, 
que intentaremos ahora aclarar. 


B Solución 


DEFINICIÓN 


B Solución 
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de manera que 2 = —1. Entonces para b? — 4c < 0 





lb? — 4c = (4c — 71) = ас -b'i 


y las dos raíces de (1) están dadas por 


O. at 


i 2 2 Е 2 2 








Encuentre las raíces de la ecuación cuadrática M + 2А + 5 = 0. 


Se tiene b = 2, с = 5 yb? — 4с = —16. Entonces Jb — 4с = ү—16 = 64/1 — y las raíces 


son 








à = --1-42i y À, 2-1- 2i 


Un nümero complejo es una expresión de la forma 


(4) 





donde оу В son números reales, o. se denomina la parte real de z y se denota por Re z. [В se 
denomina la parte imaginaria de z y se denota por Im z. En ocasiones la representación (4) 
recibe el nombre de forma cartesiana o rectangular del número complejo z. 


Observación. Si В = 0 en la ecuación (4), entonces z = о es un número real. En este contexto 
se puede ver el conjunto de nümeros reales como un subconjunto del conjunto de nümeros 
complejos. 


En el ejemplo 1, Re A, = —1 e Im 2, = 2. 


Los nümeros complejos se pueden sumar y multiplicar usando las reglas normales de álgebra. 


Sean z = 2 + 3iy w = 5 — 4i. Calcule i) z + w, ii) 3w — 5z y iii) zw. 


і 2+0 = (2+ 30 + (5 – 4) = (2+ 5) + (3 – 4) = 7-1 








ii. 30 = 3(5 — 4i) = 15 — 12i 5z = 10 + 15i, y 3w — 5z = (15 — 12i) — (10 + 150 = 
(15 — 10) + (12 — 15) = 15 – 27i 





iii. zw = (2 + 30(5 — 4i) = (2)(5) + 2-40) + (30(5) + (3)(—4i) = 10 — 8i + 15i — 12? = 10 
+ 7i + 12 = 22 + Ti. Aquí se usó el hecho de que ? = —1. 
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Figura A.1 


Doce puntos en el plano 
complejo. 


= PLANO COMPLEJO 


L CONJUGADO 


E Solución 


Figura A.2 


z se obtiene reflejando z 
respecto al eje x. 


Números complejos 


x=Rez 





Es posible graficar un número complejo z en el plano xy graficando Re z sobre el eje x e Im z 
sobre el eje y. Entonces se puede pensar que cada número complejo es un punto en el plano xy. 
Con esta representación el plano xy se denomina plano complejo o de Argand. En la figura А.1 
se graficaron algunos puntos representativos. 


Si z = а + ip, entonces se define el conjugado de z, denotado por Z, como 


(5) 





La figura A.2 presenta un valor representativo de z y z. 


Calcule el conjugado de i) 1 i, ii) 3 — 4i, iii) —7 + 5i y iv) —3. 





i I +i=1-—ġ i. 3-41 = 3 + 4i; ii -7 + 5i = —7-— 5i; iv. -3=-3. 





Imz Imz 


Rez 


Rez 


a) b) 
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No es difícil demostrar (vea el problema 46 del presente apéndice) que 


si y solo si z es real (6) 





Número Siz = icon В real, entonces se dice que z es imaginario. Se puede entonces demostrar (vea el 
= IMAGINARIO problema 47) que 


si y solo si z es imaginario (7) 





Sea р(х) = a, + ах + ax? +++ + ах" un polinomio con coeficientes reales. Entonces se 
puede demostrar (vea el problema 41) que las raíces complejas de la ecuación р(х) = 0 ocurren 
en pares conjugados complejos. Esto es, si z es una raíz de p (х) = 0, entonces también lo es Z. 
Este hecho se ilustró en el ejemplo 1 para el caso de n = 2. 

MacnirunD Para z = о + ip se define la magnitud! de z, denotada por |z|, como 


= 


Magnitud de z = |z| = о? -p? (8) 





ArGumenTO y el argumento de z, denotado por arg z, se define como el ángulo 0 entre la recta 02 y el lado 


L positivo del eje x. Como convención se toma 
—=T< argz=T 
En la figura A.3 se puede ver que r = |z| es la distancia de z al origen. Si a > 0, entonces 
Figura A.3 


Siz = œ + ip, entonces 
о = гсоѕ Өу В = rsen Ө. 





п 
* La magnitud de un número complejo con frecuencia recibe el nombre de módulo. 
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donde se observa la convención de que tan”! x toma valores en el intervalo E т si 
a = 0 у B > 0, entonces O=ag2=>. Sia = 0 у В < 0, entonces 0—argz = — 5 Sia <0 y 
В > 0, entonces Ө se encuentra en el segundo cuadrante y está dado por 
Ө =argz =n —tan ! B 
a 
Por último, si œ < 0 y В < 0 entonces Ө está en el tercer cuadrante у 
EE Maca 
a 
En suma, se tiene 
Argumento de z 
Sea z = о + Bi. Entonces 
PEPEE 2 5102 0 
о 
п. 
ае sia=0yB>0 
п. 
agz—-— sia=0yP<0 (9) 
arg z =T —tan ! P. sia<0yp>0 
a 
arggz ——n ^ tan Lsia<0yB<0 (10) 
a 
arg 0 no está definido 
De la figura A.4 se ve que 
a1) 


arg 2 = —argz (12) 





Figura A.4 


Arg z = —argz. 


L 


FORMA POLAR 
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Im z 


Rez 





Se pueden utilizar |z| y arg z para describir lo que a menudo es una representación más conve- 
niente para los números complejos.! De la figura A.3 es evidente que si z= а + iB, г = |z y Ө 
— arg z, entonces 








(13) 
Se verá al final de este apéndice que 
e? = cos Ө + ¡sen Ө (14) 
Como cos (—0) = cos 0 y sen (—0) = —sen Ө, también se tiene 
ет? = cos(—0) + ¡sen (—8)= cos Ө — i sen Ө (14) 





La fórmula (14) se denomina identidad de Euler.* Si se utiliza la identidad de Euler у la ecuación 
(13), se tiene 


2= 0 + В = гсоѕ Ө + ir sen Ө = r(cos Ө + ¡sen Ө) 


о sea, 


(15) 





La representación (15) se denomina forma polar del número complejo z. 


B MP D Q9 —eM 
* Al lector que haya estudiado coordenadas polares esta representación le parecerá familiar. 
* Recibe este nombre en honor del gran matemático suizo Leonhard Euler (1707-1783). 
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y = Imz y = Imz 
T 
x= Rez х= Rez x= Rez 
0 1 -1 0 
Figura A.5 a) b) 
Seis puntos en el plano 
complejo 


х= Rez 





ШИ ШЕШ Determine las formas polares de los siguientes números complejos: i) 1, ii) — 1, iii) į, iv) 1 + i, 
y) -1— 43i y vi) -2 + 7i. 


E Solución ^ Los seis puntos están graficados en la figura A.5. 


i. De la figura А.5а es evidente que arg 1 = 0. Como Re 1 = 1, se ve que, en forma polar, 
1 = 1e? = 1e? = 1. 


[2 


ii. Como arg(—1) = n(figura A.5b) y |-1| = 1, se tiene 

—1 = ] er = ет 
iii. Dela figura A.5c se ve que arg i = 1/2. Puesto que ll = Q0 +1 =1, se sigue que 
in/2 


і= е 


іу. arg (1 + i) = tan" (1/1) = (л/4) у i +iļ= JP +12 =4/2, de manera que 
1+i=v2e"* 


v. En este caso tan! (B/ a) = tan ! V3 = 1/3. Sin embargo, arg z se encuentra en el tercer cua- 


drante, de manera que Ө = 1/3 — x = —2л/3. Además 1 -v| = [12 +5) =. ||+3=2 


por lo que 
15 J3 =20 2013 


vi. Para calcular esto se requiere una calculadora. Se encuentra que, en radianes, 


arg z = tan ' (—2) = tan (-3.5) = 1.2925 
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Pero tan”! x está definida como un número en el intervalo (—7/2, 1/2). De la figura A.5f Ө está en 
el segundo cuadrante, por lo que se ve que arg z = x — їап (3.5) = 1.8491. Después se ve que 


2 +71) = (2) +7 = 53 


Así, 


24712 /53 gem 


| EJEMPLO 6 | Convierta los siguientes números complejos de la forma polar a la forma cartesiana i) 2e! "^; 


ii) дез. 
B Solución i. e"? = соѕп/3 + іѕепп/3 = 1 + (3/2). Entonces 2e"? = 1 + 4/3. 


ii. e"? = соѕЗ3л/2 + іѕепЗл/2 = 0 + i(—1) = —i. Entonces 4e*"” = —41. 


$10 = arg z, entonces por la ecuación (12), arg Z = — 0. Así, puesto que [| = |z|, 


Si z = re? entonces 2 = re? (16) 





Suponga que se escribe un número complejo en su forma polar 2 = ге®. Entonces 





2" = (rey = (e) = pei? = "(cos nO + i sen n0) (17) 





La fórmula (17) es útil para muchos cálculos. En particular, cuando r = |z| = 1, se obtiene la 
fórmula de De Moivre.* 


fórmula de De Moivre 


(16) 


(cos Ө + i sen 0)" = cos n0 + ¡sen n0 





E Solución ^ En el ejemplo 5iv) se mostró que 1 + i = V/2e"^. Entonces 


(1+2) = (Ver | = (2) pue АСЕ + LJ 


Б} 

* Abraham de Moivre (1667-1754) fue un matemático francés conocido por su trabajo sobre teoría de probabilidad, se- 
ries infinitas y trigonometría. Su reconocimiento era tal que Newton con frecuencia decía a quienes le hacía preguntas 
sobre matemáticas, “vayan con De Moivre; él sabe esas cosas mejor que yo". 
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Esto se puede verificar mediante el cálculo directo. Si este cálculo directo no parece más difícil, 
intente calcular (1 + i)? directamente. Procediendo como antes, se obtiene 


2 
(1+1) = (42) env = 2" (cos 5r + isen 5л) 


= 219(—1+ 0) = –1024 


Se demostrará que 


e? = cos 0 + ¡sen Ө (19) 


usando las series de potencia. Si no está familiarizado con ellas, omita esta demostración. Se 


tiene 

xo 

e =l+x+>+> +. (20) 
2! 3! 
x x 

зеп х = х — r 77 Q1) 
2 4 

eiu qe etus (22) 
21 4! 


Aunque aquí no se demuestra, estas tres series convergen para todo número complejo x. En- 











tonces 
(2 03 "SI 4S5 
е® =1+(юу+ 9 ,09 WEAS Q3) 
2 3! 4! 5! 
Ahora bien, ? ]? i ï= 1, P= i, etc. Por lo tanto (23) se puede escribir como 


2 (a3 4 435 
PETS BAL CUN Е 
21 3! 4! $5 


2 4 3 5 
O S E 
2! 4! 3! 5! 


= cos0 + isenO 





Con lo cual se completa la demostración. 


De los problemas 1 al 7 realice las operaciones indicadas. 

1. (2 — 3i) + (7 – 40 2. 3(4 + i) — 5(-3 + 6i) 
3. 5i(2 + 3i) + 4(6 — 21) 
5. (2 — 30(4 + 7i) 


7. (-3 + 2i) + 3i) 


4. (14 i)(1 — i) 
6. (6 + 7i)3 — 7i) 
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De los problemas 8 al 20 convierta el número complejo a su forma polar. 

8. 5i 9. —2i 10. 5+ 5i 11. -2— 2i 
12, -1-i 13. 3 — 3i 14. 24 2 5i 15. 34/3 +31 
16. 1- 5i 17. 43-i 18. 443 — 4i 19. 21i 3 
20. 6/3 — 6i 
Delos problemas 21 al 33 convierta de la forma polar a la forma cartesiana. 


21. e* 22.28 77 23. е” 24. 


3ni/4 


le 
25 1g 9^ 26. 5e"^ 27. 6977 28. 4e?" 
29-4077 30. Зет" 31. 34 70^ 32. quee 
33. 42e "^ 
En los problemas 34 al 45 calcule el conjugado del número dado. 
34. 5 + 2i 35. 3 — 4i 36. -3 + 8/ 37. 4 + 6i 
38. —4— 2i 39. —7i 40. 16 41. 7e 
42. 2er" 43. 7e n5 44. 3e ^n 45. 002 


46. Demuestre que z = & + ip es real si y sólo si z = Z [sugerencia: si z = Z, demuestre que 
В = 0]. 

47. Demuestre que z = & + ip es imaginario si y sólo si z = —z [sugerencia: si 2 = —z, demues- 
tre que о = 0]. 

48. Demuestre que para cualquier número complejo 2, zz = |}. 


49. Demuestre que la circunferencia de radio 1 centrado en el origen (la circunferencia unitaria) 
es el conjunto de puntos en el plano complejo que satisfacen |z| = 1. 


50. Para cualquier número complejo z, y cualquier número real positivo a. describa 
izz == a 

51. Describa (z: |2 — z,| = aj, donde z, ya están definidos igual que en el problema 50. 

52. Describa (z: а = |с — z,| = Aj, donde z, es cualquier número complejo y a < A. 


*53. Sea р) = А” + a N! + a, A? be. aka, donde ap a. ..., 2, son números 
reales. Demuestre que si p(z) = 0, entonces р(х) = 0. Esto es: las raíces de polinomios con 
coeficientes reales ocurren en pares complejos conjugados [sugerencia: 0 = 0 ; calcule p(z)]. 


54. Derive expresiones para cos 40 y sen 40 comparando la fórmula de De Moivre y la expan- 
sión de (cos 0 + i sen 0)*. 


55. Demuestre la fórmula de De Moivre por inducción matemática [sugerencia: recuerde las 
identidades trigonométricas cos (x + y) = cos x cos y — sen x sen y y sen (x + y) = sen x 
COS y + cos x sen y]. 


Apéndice 


EL ERROR NUMÉRICO EN LOS 
CÁLCULOS Y LA COMPLEJIDAD 
ш COMPUTACIONAL 


En todos los capítulos de este libro se han realizado cálculos numéricos. Entre otras cosas, 
se resolvieron ecuaciones lineales, se multiplicaron e invirtieron matrices, se encontraron 
bases y se calcularon valores y vectores propios. Salvo contadas excepciones, los ejemplos 
incluyeron matrices de 2 X 2 y de 3 X 3, no porque la mayor parte de las aplicaciones tengan 
sólo dos o tres variables, sino porque de otra manera los cálculos hubieran sido demasiado 
laboriosos. 

El uso creciente de calculadoras y computadoras han marcado cambios muy importantes 
en la manera de resolver los problemas. Los avances tan importantes que se han logrado en los 
últimos años en el campo de la teoría de métodos numéricos para resolver algunos problemas 
computacionales han hecho posible realizar, con rapidez y exactitud, los cálculos mencionados 
con matrices de orden más alto. 

Sin embargo, el uso de la computadora presenta otras dificultades. Las computadoras no 


almacenan números como 2,73, x2 ул. En su lugar, todas las computadoras digitales utili- 


zan lo que se conoce como aritmética de punto flotante. En este sistema, todos los nümeros se 
representan en la forma 


x 2 t0.d d, =d, X10" (1) 


donde 4, d,, . . . , d, son dígitos enteros positivos y n es un entero. Cualquier número escrito en 
esta forma se denomina número de punto flotante. En la ecuación (1) el número: + 0.d,d, . . . d, se 
denomina la mantisa y el número n se denomina exponente. El número k es el número de cifras 
significativas en la expresión. 

Las computadoras tienen diferentes aptitudes en el rango de los números que se pueden 
expresar en la forma de la ecuación (1). Los dígitos normalmente se representan en binario 
en lugar de en forma decimal. Supongamos que una computadora común guarda 28 digitos 
binarios. Como 2% = 268 435 456, es posible usar los 28 dígitos binarios para representar un 
número de ocho dígitos. Entonces k = 8. 
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| EJEMPLO1 | Forma de punto flotante de cuatro números 


Los siguientes números se expresan en la forma de punto flotante: 


i 1=0.25 


ajo 


ii. 2378=0.2378Xx10* 
iii. —0.000816 = —8.816 x 10? 


iv. 83.27 = 0.8327 X10? 


Si el número de dígitos significativos fuera ilimitado, entonces no habría problema. Pero 
casi siempre que se introducen nümeros en la computadora los errores comienzan a acumular- 
se. Esto puede ocurrir en una de dos maneras: 


i. Truncado. Todos los dígitos significativos después de k de ellos simplemente “se eli- 
minan”. Por ejemplo, si se trunca, se guarda 2 = 0.666666... (con k = 8) como 2 = 
0.66666666 х 10°. 


ii. Redondeo. Si d,,, = 5, entonces se suma 1 a d, y se trunca el número que resulta. De otra 
manera, el número simplemente se trunca. Por ejemplo, con redondeo (y k = 8), 2 = 


0.66666666 X 10%. 


| EJEMPLO2 | Ilustración de truncado y redondeo 


Se puede ilustrar la forma en la que se almacenan algunos números truncados y redondeados 
con ocho dígitos significativos: 

















Número Número truncado Número redondeado 
3 0.26666666 x 10 ' 0.6666667 x 10' 
T 0.31415926 310' 0.31415927 x 10 
= —0.17543859 310! —0.17543860 ' 











Los errores individuales de truncado o de redondeo no parecen ser significativos. Sin embargo, 

cuando se realizan miles de pasos en la computadora, el error de redondeo acumulado puede 

ser devastador. Por consiguiente, al analizar cualquier esquema numérico, es necesario saber 

Error 2 sólo si, en teoría, se obtendrá la respuesta correcta, sino también cuánto se van a acumular 

assoturo 108 errores de redondeo. Para tener un control de las cosas, se definen dos tipos de error. Si x es 

Ш———— а valor real de un número y x* es el número que aparece en la computadora, entonces el error 
absoluto e, está definido por 


Q) 
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Error En la mayor parte de las situaciones es más interesante el error relativo e , definido por 
RELATIVO 


LE 


(3) 





| EJEMPLO3 | Ilustración del error relativo 


Sea x = 2 y x* = 2.1. Entonces e, = 0.1 y e, = 0.1/2 = 0.05. Si x, = 2 000 y x,* = 2 000.1, enton- 
ces de nuevo e, = 0.1. Pero ahora e, = 0.1/2 000 = 0.00005. Muchas personas estarán de acuerdo 
en que el error de 0.1 en el primer caso es más significativo que el error de 0.1 en el segundo. 


Una parte importante del análisis numérico se refiere a preguntas sobre convergencia y 
estabilidad. Si x es la solución exacta al problema y el método computacional da valores aproxi- 
mados x,, entonces el método converge si, teóricamente, x, tiende a x cuando л crece. Más aún, 
si se puede demostrar que los errores de redondeo no se acumularán de forma que la respuesta 
sea muy poco exacta, entonces se dice que el método es estable. 

Es sencillo proporcionar un ejemplo de un procedimiento en el que el error de redondeo 
sea bastante grande. Suponga que se quiere calcular y = 1/(x — 0.66666665). Para x = 2, si 
la computadora trunca, entonces x = 0.66666666 y y = 1/0.00000001 = 10% = 10 x 107. Si la 
computadora redondea, entonces х = 0.66666667 y y = 1/0.00000002 = 5 х 107. La diferencia 





io 2... 66666665 | — 200000000 _ 1999999954 . 5 
en este caso es enorme. La solución exacta es iW 3 100 000 s) iW 300 000 000 300 000 2 Y 300 000 000 


== 60000 000 = 6 X 107. 


Nota. La estabilidad aquí no es causa de preocupación. Sin embargo, las personas que diseñan 
el software sí se preocupan mucho por este factor. El lector debe saber que quien se dedica a 
análisis numérico y diseña software elige los algoritmos (o desarrolla nuevos) que tienden a 
minimizar las consecuencias adversas. En particular, MATLAB utiliza programas de muy alta 
calidad. En la actualidad, ningún principiante bien informado desarrolla su propio software. 
Se usan subrutinas de diseños probados. 


COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL 
Al resolver problemas en una computadora surgen dos preguntas naturales: 


¿Qué tan exactas son mis respuestas? 
¿Cuánto tiempo llevará hacerlo? 


Trataremos de dar respuesta a la primera pregunta en la parte inicial de esta sección. Para con- 
testar la segunda, debe estimarse el número de pasos requeridos para llevar a cabo cierto cálculo. 
La complejidad computacional de un problema es una medida del número de operaciones arit- 
méticas necesarias para resolver el problema y el tiempo necesario para llevar a cabo todas las 
Operaciones requeridas. 





B Solución 
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Existen dos operaciones básicas que se llevan a cabo en una computadora: 




















" Tiempo promedio 
Operación 1 В " 
(en microsegundos) 
Suma o resta 1 microsegundo 
Multiplicación o división 2 microsegundos 
t1 microsegundo = 1 millonésimo de segundo = 10^ segundos. 





De esta forma, con el fin de estimar el tiempo necesario para resolver un problema en una 
computadora, primero deben contarse las sumas, restas, multiplicaciones y divisiones involu- 
cradas en la solución. 

Contar las operaciones necesarias para resolver un problema con frecuencia es difícil. Se 
ilustra cómo se puede hacer en el caso de eliminación de Gauss-Jordan. Para simplificar, la 
suma y la resta se manejarán como la misma operación y la multiplicación y la división igual 
(aunque, de hecho, cada división tarda el triple que una multiplicación; el tiempo promedio de 
ambas es, con la velocidad que manejan los procesadores actualmente, menos a los 2 microse- 
gundos). 


Cuenta de sumas y multiplicaciones en la eliminación de Gauss-Jordan 
Sea A una matriz invertible de n X n. Estime el número de sumas y multiplicaciones necesarias 
para resolver el sistema Ax — b mediante eliminación de Gauss-Jordan. 


Aligual que en la sección 1.3, se comienza por escribir el sistema en la forma de matriz aumen- 
tada 


11 12 a n | b, 
a, 1 а, а, п | b, 
а, 1 а, 2 а, | b, 


Como suponemos que А es invertible, su forma escalonada reducida por renglones es la matriz 
identidad de n X n. Se supone que en la reducción no se permutan (intercambian) renglones ya 
que este intercambio no involucra sumas o multiplicaciones. Más aún, el control del número 
de renglones es una tarea de almacenamiento de datos que requiere mucho menos tiempo que 
una suma. 

Para controlar qué nümeros se están calculando durante un paso dado, se escribe la matriz 
aumentada con letras C y L. Una C denota el número que acaba de calcularse. Una L denota 
un nümero que no sufre cambio. 


Paso 1. Se multiplica cada número en el primer renglón por l/a,, para obtener 


n + 4 columnas Total en el paso 1 
] СС. CC С n multiplicaciones 
L L L L L L (2 = 1 no requiere cálculos, simplemente 
1 


se inserta un 1 en la posición 1,1.) 


L no hay sumas 
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Paso 2. Se multiplica el renglón 1 рога, y se suma al renglón ¡parai=2,3,...,m: 


© © н 
na» 
anna» 

сбое м 
na» 
Q 


Contemos las operaciones. 
Para obtener el nuevo renglón 2: 


El cero en la posición 2,1 no requiere trabajo. Se sabe que el número en la posición 2,1 será 
cero, por lo que simplemente se coloca en ese lugar. Existen (n + 1) — 1 = n números en el se- 


, 


gundo renglón que deben cambiar. Por ejemplo, si a,, se denota por a;,, entonces 


05 = Ay, — 04 y 


Esto requiere una multiplicación y una suma. Como hay n nümeros que cambiar en el segundo 
renglón, se necesitan n multiplicaciones y n sumas en el segundo renglón. Lo mismo ocurre en 
cada uno de los n — 1 renglones de 2 a n. Entonces 


Total para el paso 2 
(n — 1)n multiplicaciones 
(n — 1)n sumas 


Notación. En adelante а; denotará el último cálculo en el renglón i у la columna j. 


Paso 3. Se multiplica todo en el segundo renglón por 1/a,,: 


ILL Е: 
0 1 C C C | C Total para el paso 3 
0 LL L L | 1, n — | multiplicaciones. (Como antes, el 
ў . . . 1 en la posición 2, 2 sólo se coloca ahí.) 
: ТЕ: no hay sumas 
0 L L Lo] 
Paso 4. Se multiplica el renglón 2 рог —a;, y se suma al renglón i, para i = 1, 3, 4, ‚п 
bdo ee с с |с 
0 L : LL|L Total para el paso 4 
0 0 C “С С | С (n — 1)(n — 1) multiplicaciones 
: | (n — 1)(п — 1) sumas 
оос. с с |с 


Del mismo modo que en el paso 2, cada cambio requiere una multiplicación y una suma. Pero 
ahora las primeras dos componentes no requieren cálculos; es decir, se calculan (n + 1) -2 = 
n —1 números en cada renglón. Aquí también, los cálculos se hacen en n —1 renglones. Esto 
explica los números anteriores. 


El error numérico en los cálculos y la complejidad computacional 645 


Debe observarse un patrón. En el paso 5 se tendrán n —2 multiplicaciones (para dividir 
cada elemento en el tercer renglón, al lado de los tres primeros, entre а,.). En el paso 6 serán 
necesarias n —2 multiplicaciones y n —2 sumas en cada uno de los n —1 renglones, que dan un 
total de (n —1)(n —2) multiplicaciones y (n —1)(n —2) sumas. Se continúa de esta forma hasta 
que quedan sólo cuatro pasos. He aquí la apariencia de la matriz aumentada: 





100 ала dq, b 
010 a. dd b; 
001 4, A, b; 
000 du dias VE 
ооо aa. y 





3 pasos antes del último. Se divide el renglón (n — 1) entre a! 


n-ln-l' 


O н 

© 
о о 
ч ob 
be [M 
pw чы, 


2 multiplicaciones 


© 
© 
mM 
m 
~ 


по ћау ѕитаѕ 


о о 
о о 
о о 
t 0 
t0 





2 pasos antes del último. Se multiplica el renglón (n — 1) por —a;, , y se suma al renglón i, 
parai=1,2,...,n—2,n 


100..0€C C 

0 0 0 C C 

0 0 .0 C C 2(n — 1) multiplicaciones 
o ea 2(n — 1) sumas 

0 L L 

0 0 С C 





1 paso antes del último. Se divide el n-ésimo renglón entre a”, : 


100- 0L L 

0 0 0 L L 

0 0 I L L 1 multiplicación 
: : no hay sumas 

000 -. 1 L L 

00 0... 0 1 C 
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Último paso. Se multiplica el renglón n por —a;, y se suma al renglón i, рага і = 1, 2,..., 
п—1: 


O =. 
© 
oo 
о о 
о о 
aa 


1(п — 1) multiplicaciones 


о 
о 
— 
ec 
© 
Q 


l(n — 1) sumas 


a аак 


000- 10 
000- 0 





m 


Ahora se encuentran los totales: 


Para los pasos impares se tienen 
п + (n= 1) + (n-2)+:::+3+2+ 1 multiplicaciones 
no hay sumas 
Para los pasos pares se tienen 


(п = Din + (п = 1) + (п —2)++::**+3+2 + 1] multiplicaciones 





(п = D[n + (n = D + (п = 2) ^ +3 +2 + 1] sumas 


En el ejemplo 2 del apéndice 1 (página А-2) se demuestra que 


ао 
2 


1+2+3+--+n 


Entonces el número total de multiplicaciones es 


De los pasos pares De los pasos impares 


п(п +1) n(n +1) 
2 2 


AD aeg mon) үт 


+ T] 





2 2 2 





y el número total de sumas es (n — 1) 
2 2 2 


D синн n 
2 


UNA MODIFICACIÓN DE LA ELIMINACIÓN DE GAUSS-JORDAN 


Existe una manera más eficiente de reducir los renglones de А a la matriz identidad: primero se 
reduce A a su forma escalonada por renglones para obtener la matriz 


, 


^ + а. ^ $ 
] ap а; - "uaa 4, | by 
, , , 
0 1 а„ o aa аһ | b; 
0 0 1 a | b 
n—1,n n-l 
0 0 0 y 14 


n 


Problemas A3 
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El siguiente paso es hacer cero todos los elementos en la columna » arriba del uno en la posi- 
ción n, n. Esto da como resultado 


ILL | С 
01L | С 
| E 
00 0 ос 
000 0 11lL 


Por ültimo, si se trabaja de derecha a izquierda, se hacen cero el resto de los elementos arriba 
de la diagonal. En el problema 22 de este apéndice se pide al lector que demuestre que con 
esta modificación, el número de multiplicaciones es +n? + и? —in y el número de sumas es 
lp) lg = п. 


Para n grande 


Por ejemplo, cuando n — 10 000, 


3 2 
a + = 500 050 000 000 = 5.0005 x 10"! 


3 
e = 500 000 000 000 = 5x 10" 
De manera similar, para n grande 
ig bg 
3 3 
3 


3 
n n > РР à m : 
Como — es menor que —, se ve que la modificación descrita es más eficiente cuando n es 
3 2 


grande (de hecho, es mejor cuando n = 3). 

En la tabla A.1 se presenta el nümero de sumas y multiplicaciones requeridas para varios 
procesos presentados en los capítulos 1 y 2. 

Delos problemas 22 al 25 se pide al lector que derive estas fórmulas. 


En los problemas 1 al 13 convierta el número dado a un número de punto flotante con ocho 
lugares decimales de exactitud, ya sea truncando (T) o redondeando (R) como se indica. 


130 2.1 3. —0.00035 4. 1R) 
5. 50) 6. (T) 7. ER) 8. —182(Т) 
9. —18i(R) 10. 237059628(T) 11. 237059628(R) 12. -23.7 X 10^ 


13. 83742 x10 * 
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Tabla A.1 Número de aproximaciones aritméticas para una matriz invertible 4 den X n 























Número Número Número 
Técnica Número de aproximado de de aproximado de 
multiplicaciones | multiplicaciones sumas sumas para n 
para n grande grande 
. Solución de Ax — b mm т non т 
por eliminación de Gauss-Jordan 2 2 2 2:050. 2 
. Solución de Ax = b por la modificación n toe n n т č Sn m 
a la eliminación de Gauss-Jordan C DET A CNA E 
. Solución de Ax = b por eliminación de п? m n? Пп a Шо m 
Gauss-Jordan con sustitución regresiva mg 8 Lar 6 E 
. Obtención de 47! por eliminación de E E А E 
Gauss-Jordan 
. Cálculo de det 4 por reducción de 4 a а 5 3 А з 
AUTE: NR n 2n n n n n n 
una matriz triangular y multiplicación =+] — —=—+- — 
de los elementos en la diagonal 3 3 3 ð 2 $ 3 




















De los problemas 14 al 21 se da el número x y una aproximación x*. Encuentre los errores ab- 
soluto y relativo £, y €, 


14. х= 55x = 0.49 x 10! 15. . x = 500; x * = 0.4999 x 10? 
16. x = 3 720; x * = 0.3704 X 10 17. x 2i;x*-20.]2X10 

18. х= =; х*= 0.12 x10? 19. .x =— 53; x *— —0.583 X 10 
20. х = 0.70465; x * = 0.70466 x 10° 21. . x = 70 465; x * = 0.70466 X 10 


22. 


23. 
24. 
*25, 
26. 


27. 
28. 


29. 


Derive las fórmulas del renglón 2 de la tabla A.1 [sugerencia: necesitará la siguiente fórmu- 
la que está demostrada en el ejemplo 3 del apéndice 1: 


2 п(п+1)(2п+1) 
6 


P +2 £3 B +n 





Derive las fórmulas del renglón 3 de la tabla A.1. 
Derive las fórmulas del renglón 4 de la tabla A.1. 
Derive las fórmulas del renglón 5 de la tabla A.1. 


¿Cuántos segundos toma, en promedio, la solución de Ax = b en una computadora usando 
eliminación de Gauss-Jordan si А es una matriz de 20 х 20? 


Resuelva el problema 26 si se usa la modificación descrita en este apéndice. 


¿Cuántos segundos tardaría, en promedio, invertir una matriz de 50 X 50?, ¿una matriz de 
200 x 200? y ¿una matriz de 10 000 x 10 000? 


Derive la fórmula para el número de multiplicaciones y sumas requeridas para calcular el 
producto AB donde A es una matriz de m X n y B una de n X q. 


— Apéndice 








ELIMINACIÓN GAUSSIANA 
CON PIVOTEO 


No es difícil programar una computadora para que resuelva un sistema de ecuaciones lineales 
haciendo uso del método de eliminación gaussiana o de Gauss-Jordan estudiado en este libro. 
Existe, sin embargo, una variación al método que fue diseñada para reducir el error de redon- 
deo acumulado al resolver un sistema de n X n ecuaciones. Dicho método, o alguna variación, 
se utiliza en diversos sistemas de software. Una vez que le resulte comprensible esta modifica- 
ción sencilla de la eliminación gaussiana, entenderá por qué, por ejemplo, la descomposición 
LU o las formas escalonadas encontradas en una calculadora o en MATLAB a veces son dife- 
rentes que las calculadas a mano. 

En el capítulo 1 se encontró que cualquier matriz se puede reducir a la forma escalonada 
por renglones mediante eliminación gaussiana. Sin embargo, existe un problema computacio- 
nal con este método. Si se divide entre un número pequeño que se ha redondeado, el resultado 
puede contener un error de redondeo significativo. Por ejemplo, 1/0.00074 = 1351 mientras que 
1/0.0007 = 1429. Para evitar este problema, se usa un método denominado eliminación gaussia- 
na con pivoteo parcial. Se trata de dividir siempre entre el elemento más grande (en valor abso- 
luto) de la columna, evitando así cuanto sea posible, el tipo de error que se acaba de ilustrar. Se 
describe el método con un ejemplo sencillo. 


| EJEMPLO 1 | Solución de un sistema por eliminación gaussiana con pivoteo parcial 


Resuelva el siguiente sistema por eliminación gaussiana con pivoteo parcial: 


x-x +x =l 
—3x, +2x, – 3х, = —6 
2x, —5x, t 4x, —5 


Ш Solución ^ Paso 1. Escriba el sistema en la forma de matriz aumentada. De la primer columna con compo- 
nentes diferentes de cero (denominada columna pivote), seleccione la componente con el valor 
absoluto. Esta componente se denomina pivote: 


650 


APÉNDICE 4 


Eliminación gaussiana con pivoteo 


1 =1 1| 1 
pivote —— (735 2 -3 | —6 
2 -5 4 | 5 


Paso 2. Reacomode los renglones para mover el pivote hasta arriba: 


C3» 2-3 | -6 
i-i 1] 1 
2-5 4[| 5 


(se intercambian el primero 
y el segundo renglones) 


Paso 3. Divida el primer renglón entre el pivote: 


pog "— 

(se divide el primer renglón 
1 -1 1 | 1 entre —3) 
2 -5 4 | 5 


Paso 4. Sume múltiplos del primer renglón a los otros renglones para hacer cero todas las com- 


ponentes de la columna pivote: 


No — 
| 
ea = N 


eo m 
| 
w E wi wjr 


(el primer renglón se multiplica 
por —1 y —2 y se suma al 
segundo y al tercero) 


Paso 5. Tape el primer renglón y realice los pasos 1 al 4 en la submatriz que resulta: 


1 => 1 
0-2 0 
0 En 2 
nuevo pivote ——— — 
1 == 1 
o Суг 
0 =ї 0 
1 == 1 
0 1-4 
0 =. 0 
й = 1 
б i= 
0 0 —-2 





= E» 


N 


N 


| 
Б = 


(se intercambian el primero 
y el segundo renglones de 
la submatriz) 


(se divide el primer renglón 
actual entre el pivote) 


(se multiplica el primer renglón 
actual por 3 y se suma al 
segundo renglón actual) 





B Solución 
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Paso 6. Continúe de esta manera hasta que la matriz esté en la forma escalonada por renglo- 
nes. 





її =— = 2) 

$ 2 (se divide el primer renglón 
0 | = un actual entre el pivote) 
0 0 1 6 


Paso 7. Utilice la sustitución regresiva para encontrar (si la hay) la solución al sistema. Es evi- 


Я = = by == $ 
dente que se tiene x, = 6. Entonces x, — £x, то 





= = 6 z 
% m + H Xa ü Tu (6) =3 


Por último, x, — 2х, + х,= 2 olo que es lo mismo 


x =2+3x, -x =2+%(3)-6=-2 





La solución única está dada por el vector (—2, 3, 6). 


Observación. El pivoteo completo implica encontrar la componente en A que tiene mayor valor 
absoluto, no sólo la componente en la primera columna que no sea cero. El problema con este 
método es que casi siempre incluye el volver a etiquetar las variables cuando se intercambian 
las columnas para colocar el pivote en la primera. En la mayor parte de los problemas el pi- 
voteo completo no es mucho más exacto que el pivoteo parcial, al menos no lo suficiente para 
justificar el trabajo adicional que implica. Por esta razón el método de pivoteo parcial descrito 
se utiliza con más frecuencia. 

Ahora se examinará el método de pivoteo parcial aplicado a un sistema más complicado 
en el sentido computacional. Los cálculos se hicieron en una calculadora manual y se redon- 
dearon a seis dígitos significativos. 


Solución de un sistema por eliminación gaussiana con pivoteo parcial 
Resuelva el sistema 


2x,-3.5x,+ х, = 22.35 
—5x,* 3х, + 3.3x, = —9.08 
12x, + 7.8x, + 4.6x, = 21.38 


Utilizando los pasos descritos se obtiene sucesivamente, 


2 -35 1 | 2235 DA 78 46 | 2138 
-5 3 33 | -908|——55|-5 3 33 | —9.08 
ID 78 46 | 2138 2 —-35 1 | 2235 


pivote 
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1 0.65 0.383333 | 1.78167 
EA |5 3 33 | —9.08 
2 -35 1 | 2235 

— 1 0.65 0.383333 1.78167 
—— o. [0 5.21667 —0.17165 


nuevo pivote 0 —48 0.233334 18.7867 


1 


1 0.65 0.383333 1.78167 
Pets lo р 0.834667 | —0.027464 
0 —48 0.233334 | 18.7867 








1 0.65 0.383333 1.78167 
ВЗ ‚ (у | 0.834667 | —0.027464 
0 0 18.6549 
nuevo pivote 
1 0.65 0.383333 1.78167 
болат, |O | 0.834667 | —0.027464 
00 1 4.4001 





La matriz se encuentra ahora en la forma escalonada por renglones. Usando la sustitución 
regresiva se obtiene 


x, = 4.40001 

x, = —0.027464 —0.834667x, = —0.027464 — (0.834667)(4.40001) = — 3.70001 

x, «1.78167 — (0.65)(x, ) —(0.383333)x, = 1.78167 —(0.65)(—3.70001) 
—(0.383333)(4.40001) — 2.50001 





La solución exacta es x, = 2.5, x, = —3.7 y x, — 4.4. Nuestras respuestas sin duda son bastante 
exactas. 


Observación. El ejemplo 2 ilustra lo laborioso que resulta utilizar este método sin calculadora, 
en especial si se requieren varios dígitos significativos. 


El siguiente ejemplo muestra la manera en la cual el pivoteo puede reducir significa- 
tivamente los errores. En este caso se redondea sólo a tres decimales, con lo cual se introducen 
errores más grandes. 


| EJEMPLO 3 | El pivoteo parcial puede dar mejores resultados 


Considere el sistema 


0.0002x, — 0.00031x, + 0.0017x, — 0.00609 





5x, 1% +6x, =7 
8x, + 6х, +3x, =2 
La solución exacta es x, = —2, x, = 1, x, = 4. Primero se procede a resolver el sistema por 


eliminación gaussiana sin pivoteo, redondeando a tres cifras significativas. 
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0.0002 —0.00031 0.0017 | 0.00609 1 -L55 85 | 30.5 
5 -7 6 |7 —Muwg^ ‚|5 7 6 | 7 
8 3 | 2 8 6 3 | 2 
asia {1 “їз 20 30.5 —155 85 30.5 
BA lo 0375 -365 | -146 |—=> |0 1 —487 | -195 
0 184 =65 —242 184 —65 —242 
1 -155 85 30.5 —155  &5 30.5 
HE р 487. | —195 | [o 1 487 | «195 
0 0 831 3350 0 0 1 4.03 
Esto lleva a 
x, = 4.03 


х, = —195--(48.7)(4.03) = 1.26 
x, = 30.5+(1.55X1.26)—8.5(4.03) = —1.8 


En este caso los errores son significativos. Los errores relativos, dados como porcentajes, son 


х гє. | e лш 
2 


x,:e, =P |=26% 
E E 


e. = na =0.75% 





Repetiremos este procedimiento con pivoteo. Se obtiene (los círculos indican los pivotes) 


0.0002 —0.00031 0.0017 | 0.00609 
5 -7 6 |7 
6 3 |2 
6 3 | 2 
SS 4A —7 6 |7 
0.0002 —0.00031 0.0017 | 0.00609 
8 0.75 0.375 0.25 
АА ys -7 6 7 
0.0002 —0.00031 0.0017 | 0.00609 
— 1 075 0.375 | 025 
К, R, — 0.0002 R, 0 4.13 | 5.75 





0 —0.00046 0.00163 0.00604 
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0.75 0.375 | 025 
—Bh?wh y | —0.382 | —0.532 
—0.00046 0.00163 | 0.00604 


1 0.75 0.375 | 0.25 
RPM 0 1 —0.382 | —0.532 
0 0 0.00145) | 0.0058 
1 0.75 0.375 | 025 
—=сшшз Уу р 0.382 | —0.532 
0 0 1 | 4.00 
Por lo tanto, 
x, — 4.00 


x, = —0.532--(0.382)(4.00) = 0.996 
x, = 0.25—0.75(0.996) — (0.375)(4.00) = —2.00 


Así, con el pivoteo y un redondeo a tres dígitos significativos, x, y x, se obtienen de manera 
exacta y x, se obtiene con un error relativo de 0.004/1 = 0.4%. 


Antes de dar por terminada esta sección, podemos observar que existen algunas matrices 
para las cuales un pequeño cambio en los elementos puede llevar a un cambio grande en la 
solución. Tales matrices se denominan mal condicionadas. 


| EJEMPLO 4 | Un sistema mal condicionado 


Considere el sistema 


x + х, =1 
x, +1.005x, =0 
Se ve fácilmente que la solución exacta es x, = 201, х, = —200. Si los coeficientes se redondean 


a tres digitos significativos, se obtiene el sistema 


x + х, =l 
x, +1.01х, =C 
con solución exacta x, = 101, x, = —100. Al cambiar uno de los elementos de la matriz de 


coeficientes por 0.005/1.005 = 0.5%, ¡la matriz sufre un cambio de alrededor del 50% en la so- 
lución final! 


Existen técnicas para reconocer y manejar las matrices mal condicionadas. Una de ellas, la 
función cond(A) de MATLAB (doc cond), da una medida de la sensibilidad de la solución de 
un sistema de ecuaciones lineales a los cambios en los datos. 


Problemas A4 
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De los problemas 1 al 4 resuelva el sistema de ecuaciones dado por eliminación gaussiana con 
pivoteo parcial. Utilice una calculadora manual y redondee a seis digitos significativos en cada 


paso. 


1: 2x — „+ x3 03 2. 4.7x, +1.81x, +2.6x, = —5.047 
—4x, + 3x, — 2x, = —1.4 —3A4x, — 0.25x, +1.1x, = 11.495 
3x, — 8x, + 3x, = 0.1 12.3x, +0.06x, --0.77x,— 7.9684 


3. —74x, + 3.61х, + 8.04x, = 25.1499 
12.16x, — 27x, — 0.891x, = 3.2157 
—4.12х\ + 6.63x, — 4.38х, = —36.1383 


4. 4Alx,=07x,+ 83x, + 39x, = 422 

2.6x, + 8.1х, + 0.64x, — 0.8x, = 37.452 
MIA = 0.2%, + 7.4%, = 0.55х = 23.73 
0.8х — 1.3x,+ 3.6x, + 1.6x, = -7.7 


De los problemas 5 y 6 resuelva el sistema por eliminación gaussiana con y sin pivoteo, redon- 
deando a tres cifras significativas. Después encuentre la solución exacta y calcule los errores 
relativos de los seis valores calculados. 


5. 0.1x, + 0.05x, + 0.2x, = 1.3 6. 0.02x, + 0.03x, — 0.04x, = —0.04 
12х + 25x,— 3x,=10 lox, 24 + 4x=0 
14, + 8х„+ 15х,=2 50х + 10x, + 8х, =6 


7. Demuestre que el sistema 
x, + x, =50 
x, + 1.026x, = 20 


está mal condicionado si se redondea a tres cifras significativas. ¿Cuál es el error relativo 
aproximado en cada respuesta inducido por el redondeo? 


8. Haga lo mismo para el sistema 
—0.0001x, + x, = 


2 =y +x,= 


Apéndice 


USO DE MATLAB 


MATLAB es un software computacional de alto nivel que cuenta con un entorno interactivo 
que permite desarrollar algoritmos, visualizar y analizar datos y elaborar cálculos numéricos. 
Con ayuda de MATLAB se pueden resolver problemas de cálculo técnico con mayor rapidez 
que con otros lenguajes de programación tradicionales, como pueden ser C, C++ o Fortran. 

Esta plataforma cuenta con una amplísima gama de aplicaciones, que incluyen el proce- 
samiento de señales e imágenes, comunicaciones, diseño de sistemas de control, sistemas de 
prueba y medición, modelado y análisis financiero, así como biología computacional. 

Sin embargo, a pesar de la gran variedad de aplicaciones, en este libro sólo se pretende 
acercar al lector a los comandos propios de MATLAB según se van requiriendo en las series de 
problemas. Los comentarios que siguen se centran en aspectos de apoyo. 


HERRAMIENTAS DE ÁLGEBRA LINEAL ELEMENTAL 


Varios problemas de MATLAB en el texto corresponden a archivos m (pequeños programas) 
escritos para permitir una exploración más completa de ciertos conceptos. Los archivos m es- 
tán descritos en los problemas. Es posible obtener una versión para estudiantes de MATLAB, 
así como una versión de prueba a través del sitio en red oficial de The MathWorks. 


MATLAB PRIMER 


Además de los manuales que acompañan al software, resulta útil adquirir una copia de MAT- 
LAB Primer de Kermit Sigmon de la University of Florida. Se trata de una guía general cuyo 
propósito es servir como una introducción a MATLAB. Una característica excelente del Pri- 
mer la constituyen las listas de comandos de MATLAB clasificadas según la función básica 
del comando. MATLAB incluye una excelente ayuda en pantalla para aquellos que conocen el 
nombre de cierto comando (dé doc, seguido del nombre del comando y aparecerá una descrip- 
ción del uso y resultado del comando). La combinación de la ayuda con las listas de comandos 
en el Primer es una herramienta poderosa para aprender MATLAB. 


Se puede encontrar la última versión del MATLAB Primer en la dirección: 
http://math.ucsd.edu/-driver/21d-s99/matlab-primer. html 
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OBTENCIÓN DE UN REGISTRO DE TRABAJO Y RESULTADOS 


El usuario con frecuencia desea guardar un registro del trabajo realizado, tanto de los coman- 
dos como de los resultados de MATLAB. En la ventana de historial de comandos se guarda la 
secuencia de instrucciones utilizadas en las últimas sesiones de uso del MATLAB. También se 
puede utilizar el comando diary (doc diary), con él puede almacenar en una archivo la secuencia 
de instrucciones utilizadas. A esta información puede accederse utilizando cualquier editor de 
texto. Antes de introducir los comandos que se quieren guardar, dé el comando diary seguido 
de un nombre de archivo que debe comenzar con una letra y tener hasta ocho caracteres. Cual- 
quier texto que aparezca en la pantalla de comandos quedará en el archivo. Debe dar el co- 
mando diary off (al terminar el trabajo que quiere registrar) para grabar la última porción del 
trabajo. Si se usa el comando diary otra vez, con el mismo archivo, el nuevo trabajo se anexará 
al anterior. Una vez que se ha grabado el trabajo, el archivo se puede leer, editar e Imprimir 
usando un editor de texto. 

La última versión de MATLAB cuenta con un editor de texto que se puede invocar desde 
la línea de comando utilizando el comando edit. 


CONSIDERACIONES GRÁFICAS 


Los comandos de gráficas se introdujeron en varios problemas de MATLAB. Diremos algunas 
cosas que debe saber al respecto. 

Al trabajar con MATLAB, cuando se utiliza un comando de graficación, se abre una nue- 
va ventana donde aparece la gráfica. Utilizando el ratón se puede seleccionar la ventana de la 
figura o la ventana de comando. 

Al terminar un problema o una parte específica de éste que involucre gráficas, debe limpiar 
la pantalla de gráficas y liberar las características que se congelan (después de guardar o impri- 
mir la gráfica deseada). El comando utilizado para este fin es clf. Algunas de estas instrucciones 
aparecen en los problemas del libro. 


NOMBRES DE VARIABLES ESPECIALES 


Las variables i, j están predefinidas para representar el número complejo i, y la variable pi 
representa el número л siempre que estas variables no se hayan usado con otro propósito. Es 
improbable que se use pi sin advertirlo, pero es muy probable que se use i. La variable eps se usa 
en forma global en muchas rutinas de MATLAB y no debe usarse de otra manera. 


CarítuLO 1 


Problemas 1.2, pág. 4 


11. 


13. 


A LOS PROBLEMAS IMPARES 


uM ыл 
y gere 


5 
аа, Е 42, Е 10 





_17 129 
19 ^ 19 


412 770,40, = 19 


. No hay solución 


4,0, 7 аа, =0 
11 

х= — = —30 
2 y 

410 — 0,05, — -2 

. x=0 y=0 

414 7 0,50, — = 

т=з la 
а: 

24 7 а, =21 

x=-1 y=2 

a, a a,a,=-1 


14722. “174% 


15. x 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


o c _ © 
a+b d a+b 
a*0, b*0 y а+Ь=0 


_ =Z a? _ b? 
0,05, 0,505 





К 5—2 y К %* 1 porque 


аа„а,, m 05,050, T 04,050; a 05,050, 


=a a äm =(K-1ř(K+2)+0 
1 1 1 


x= ‚ у= z= 
2+K 2+K 2+K 


03,0505, 





Se necesita que —ab — ab ——2ab + 0 
—az0yb:z0. 


Se necesita que 2 +h=0=>a=0y 
b-0,cz0odz0. 
El punto de intersección es 
"x ms 
20” 20. 
No hay punto de intersección. 


: - 1 13 
El punto de intersección es x = т 


29. 


31. 


33. 


35. 


А . 2 
El punto de intersección es x — pr y==. 
45 15 


Sea m, la pendiente de L y sea m, la pen- 
diente de L , entonces m, = =. m, = 2. 
1:2х+3у= –1, у Li :—3x+2y=0. 


Punto de intersección M е 
13 13 


2 2 
e 0-9 
Sea m, la pendiente de L y sea m, la pen- 
diente de L,, entonces m, — 2, m, = -£ 
L:5x+6y=3yL,:6x+5y=28. 








Punto de intersección (3, 2) 


elo] 


5 5 





Sea m, la pendiente de L y sea m, la pen- 


. 7 3 
diente de L, entonces m, = 3^ m, = 7 
L:—7x +3y =0, y L: 3x +7y=-38. 
Punto de intersección | — ш = Es 

29 29 


Problemas 1.3, página 22 


Nota: Cuando hay un nümero infinito de so- 
Iuciones, se escriben soluciones seleccionando 
la última variable arbitrariamente. Las solu- 
ciones se pueden escribir de otras maneras. 


1. 


3. 


5. 


Te 


9. 


11. 


13. 


Q, —3, 1) 
_1 5 1 
222 
El sistema no tiene solución. 
(—9, 30, 14) 
El sistema no tiene solución. 


(0, 0, 0) 


34 »1 
3 6'3 


Respuestas a los problemas impares 


43. 


45. 


17. 


21. 


23. 


25. 
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2 2 
d ex) 4 m _ 2239 


29 29 


. El punto de intersección es (2, 1), la dis- 


tancia entre el punto y la recta 2x — y = 6 


EE 
E 


. Sea x el número de aves y sea y el número 


de bestias, entonces x + y = 60; 2x +4y = 
200 2 x —20 y y = 40. 


. Por contradicción, suponga lo contrario, 


es decir, suponga que existe solución ünica 
cuando a4, — а,а, —0. Del problema 
40 se sabe que las rectas que forman al sis- 
tema (1) son paralelas. Por lo que el sistema 
(1) tiene un nümero infinito de soluciones o 
ninguna solución. Esto contradice la supo- 
sición de que existe solución ünica, por lo 
que se tiene la contradicción deseada. 


Sea x el nümero de tazas y y el nümero 
de platos. Entonces 3x + 2y — 480; 0.25x 
+0.20y = 44 > x =80 y y =120. 








Las ecuaciones ahora son 3x + 2 y = 480; 
0.15х+0.10у = 24 y el sistema no tiene 
solución. 


‚ (4— 2х, t 4x,, х,, х,), х, x, € R arbitra- 


rias. 
(2x, EX, Aj go 95,3.) 06,3 
arbitrarias. 


20 4 28 3 45 9 
X, Xo TX, |, 
13 13 13 13 13 13 


x, e R 





x, € R arbitrarias. 





1 1 5 1 
| y 2 Хаз 9 223) 
x, € R arbitrarias. 


El sistema no tiene solución. 


19 1 
5'5 
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CAPÍTULO 1 


27. 
29. 
31. 
33. 
35. 
37. 
39. 


41. 


43. 


Forma escalonada por renglones. 
Ninguna. 

Forma escalonada reducida por renglones. 
Ninguna. 


Forma escalonada reducida por renglones. 








Ninguna. 


Forma escalonada por renglones 


1 L5 
01 F 


forma escalonada reducida por renglones 


2 


Forma escalonada por renglones 


1 —1 1 

o Él 
6 

0 0 1 


forma escalonada reducida por renglones 
100 
0 1 0b 
0 0 1 


Forma escalonada por renglones 


1-2 4 
0 zt 

11 
0 0 1! 


forma escalonada reducida por renglones 
100 
0 1 0|. 
0 0 1 


45. Forma escalonada por renglones 





1-2 =] 
A {[ 
2 
forma escalonada reducida por renglones 
100 
TE 
2 
3560 2700 3200 
47. х = „ж = „х= ; 
49 49 49 


49. 6 dias en Inglaterra, 4 días en Francia y 
4 dias en España. 


51. La información es inconsistente. 


53. El sistema aumentado en forma reducida 


1 -1 3 b 
porrengloneses| 0 5 7 a —2b 
0 0 0|-2a+b+c 
por lo tanto el sistema es inconsistente si 
—2actb-ctcz0. 
55. 44,43 Еа 4,134; * а, = 43,4,,4,3 
T 443 — ааа, FO. 











por tanto el resultado es x, = —17.29, x, = —0.29, x, = —12.92, x, = 39.94. 
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$1 los elementos no son números exactos, el algoritmo produce la forma reducida por 
renglón. 





Si los elementos no son números exactos, el algoritmo produce la forma reducida por 
renglón. 


I MX Gor! 





Observamos que tenemos un reglón de ceros por lo que se tienen infinitas soluciones. Al 
resolver el sistema x, — 1.275х, = 0.961, x, + 0.403х, = —0.090, se obtiene (0.961 + 1.275x,, 
—0.090 — 0.403x,, x,), x, € IP, arbitraria. 


її —16 12 105 
11 ~16 12 10€ - 9 -14 -9 26 -4: 
-14 -9 26 -69 7 -19 -12 21 -2 ER 
7 -189 -12 21 -2 ES 





De la forma escalonada reducida se tiene que la matriz aumentada es 


1 0 0 -—7.616 11.870 31.348 
0 1 0 -—4.867 6.775 11.043 | de donde se obtiene como soluciones 
0 0 1 1.121 —3.072 -—2.696 


(31.348 +7.616x, —11.870x,, 11.043 +4.867x, — 6.774х,, -2.696—1.121x, +3.072x,, X,, х,), 


x,, x, € È arbitrarias. 
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De la forma escalonada reducida se tiene 
que la matriz aumentada es 


1 0 0 0 11.870 50.540 
0 1 0 0 6.775 23.330 
0 0 1 0 —3.072 —5.520 
0 0 0 I 0 2.520 


de donde se obtiene como soluciones 
(50.540 — 11.870x,, 23.330 — 6.774x,, — 
5.520 + 3.072x,, 2.52, x,), x, ER arbitra- 
rias. 


Tutoría De MATLAB 


1. A=[P2345;-6-1207;12-134]0 
А= [2 2 3 4 5 
—6 —1 2 0 5 
1 2 -1 3 4 
b = [-1; 2; 5] 


3. D = 2«(2* rand(3,4)- 1) 
5. К= В, КП 4]:)- K([4 1]:) 
7. Para escribir una línea de comentario, 


primero se pone %. El comando da la 
submatriz de B dada por 


б 
da b, 
9. C(2,:) = С(2,)  3«C(,:) 


11. Elsistema de ecuaciones equivalente es 


x, = .1915x,+1.468lx, = —1.1489 
x, + 1.7447х, + 3.0426х, = 2.4681 
х, + .2979x,— .6170x, = —12128 


MATLAB 1.3 


1. Existen soluciones únicas ya que cada co- 
lumna de la forma escalonada reducida 
por renglones de la matriz de coeficientes 
tiene un pivote. Si la matriz aumentada 
tiene cinco columnas, por ejemplo, y su 
forma escalonada reducida por renglones 


5. 


se asigna a la variable R, entonces la solu- 
ción será x = R(:,5). 


. La respuesta para iv) como una muestra 


es: la forma escalonada reducida por ren- 
glones 


10.50 5 1 
01 10 0 2 
00 0 1 -3 —1 
0000 0 0 
0000 0 0 


Los pivotes están en las posiciones (1, 1), 
(2, 2) y (3, 4). El sistema de ecuaciones 


equivalente es 
+ 5х, = 


Хе Ж, = 2 


x + 5x, 


ж = 3х, = –1 


Las columnas 3 у 5 no tienen pivotes, así: 
] = .5х, = 5x; 
2= 3X 


al + 3х, 


х, = 


х. = 


Se da el programa para el inciso iii) des- 
pués de introducir la matriz A. Existen 
posibles variaciones. 
Para hacer ceros en la columna uno abajo 
de la posición (1, 1): 


A(2) = AQ)-2*A(,:) 
А(3,:) = A(3,:)+3+A(1,:) 
А(4;:) = A(4,:) —A(L:) 


El siguiente pivote está en la posición 
(2, 3). Para hacer ceros en el resto de la 
columna 3 (ya hay un cero en el renglón 4) 
y para poner un 1 en la posición pivote: 


A(3,:) = A(3,:)-2xA(2,:) 
А(1,) = A(L,:)+2/3x*A(2,:) 
А(2,:) = 113xA(2,:) 


El siguiente pivote está en la posición 
(3, 4). Para hacer ceros en el resto de la 
columna 4 (ya hay ceros arriba del pivote) 
y poner un 1 en la posición pivote: 


A(4,:) = A(4,:)+2xA(3.:) 
A(3,:) = 1/2xA(3,:) 


Esto completa la reducción a 


о о о н 
о о c 
о O н 
о н c 

— 

CA 

оо 


7. a) Primer sistema: 3 |. Segundo siste- 


=1 


ma: 
3 


b 


Xx 


Primer sistema: sea x, arbitraria. En- 
tonces x, = 2 = x, y x, = -1 + 2x, 
Segundo sistema: sea x, arbitraria. 
Entonces x, = 1 = x, y x, = —1 + 
2x,. Tercer sistema: no hay solución. 
Si un sistema cuadrado tiene una solu- 
ción única para un lado derecho, ten- 
drá solución única para cualquier lado 
derecho. Al explicar la causa, analice 
por qué hay un pivote en cada renglón 
y cada columna y lo que esto implica 
(respectivamente) sobre la existencia 
y unicidad de las soluciones. Es posi- 
ble que un sistema cuadrado tenga un 
número infinito de soluciones para un 
lado derecho y no tenga solución para 
otro, como se ilustra en el inciso b). 


с 


— 


Problemas 1.4, página 38 


1. (0, 0). 


3. (3x,, x,), x, e Ю arbitraria. 


5 ES 
5. |2, ex s} x, € È arbitraria. 


7 


4 5х 
7. (C5. ту 5) x, € È arbitraria. 
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9. Б) La matriz de coeficientes adecuada es 


S M 3 
=,15 d$ cm25 
—.1 —.05 1 


La solución es que la industria 1 nece- 
sita producir $537 197.63; la industria 
2, $466 453.67, y la 3, $277 042.45. 


11. a) Matriz de coeficientes: 


O = 
A U — 
Rh = = 


Polinomio: 
—2.3333х? + 11.3333x — 10. 


b) Matriz de coeficientes: 


0.0 01 

1 1 

27 9 3] 
64 16 4 1 


Polinomio: 
—1.4167x? + 8.8333? — 14.4167x + 5. 





43x, 4x, 
11. 11 T х, ү we% , Xx ER 
arbitraria. 
13. (0, 0, 0, 0). 


15. (3x,, х,), x, e È arbitraria. 


17. (0, 0, 0). 
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De la forma escalonada reducida se tiene que la matriz aumentada es | ккк o) 


0 1 —0.0023 0 


de donde se obtiene como soluciones (1.66x,, 0.0023x,, x,), x, e Rarbitraria. 





De la forma escalonada reducida se tiene que la matriz aumentada es 


1 0 0 —0.33 —0.15 0 
0 1 0 -200 3.25 0 
0 0 1 0.71 —0.10 0 


de donde se obtiene como soluciones (0.33x,, 0.15x,, 2x, — 3.25x,, —0.71x +0.10х,, x,, х,), 
x,, X, € arbitrarias. 


49% 
MATLAB 1.4 b) x, = 15 de Pb(Nj), х, = 44 de 
Cr(MnO,), х, = 22 de Сг,О,, x, = 88 
3,4) x, = 6 de CO, x. = 6 de HO, x, = 1 de MnO,, x, = 5 de Pb,O, y x, = 90 de 
de C,H,O, y x, = 6 de O, NO. 
Problemas 1.5, página 51 

2 =15 11 —11 0 8 =5 

l.|-3| 3 5 5. |-4 7. | 12 9. 10| lH. —14 13. | -10 

11 20 1 =25 0 42 43 


15. (3, 1, —5, 2) 
17. (=8, 12, 4, 20) 31. 
19. (34, 12, —3, 48) 

21. (3, 7, —32, 2) 

23. (—1, 1, 10, 5) e 
25. (—7, 9, 18, 18) 


27. 6 15 39 


29. 2 1 37. 


Respuestas a los problemas impares 665 


—3 13 + (b) + (с„) = (а„) + (5,) + (с, )) 
39. 33 48 =A+(B+C) 
—44 20 
0110 
1 1 
0 0 и 0 0 
4l. E=3C-2B-A=| 8 5 1 10 1 
-6 -3 00 10 


63. Los elementos de d + e representan la de- 

E manda para los cuatro tipos de materia 

3 prima si cada fábrica va a producir una 

unidad. 2d es el total de la materia prima 

22 que necesita la fábrica 1 para producir 2 
3 unidades. 


43. A+2B+3E= 


Rh a р 
Rh 2 -— 


4 
3 
=>E=|-1 -4 
16 
3 


dl жох MATLAB 1.5 


1. a) Un programa posible es: 


Ё 8 -1 с = —A(2,1)/A(1,1), 








4. | 3 -8 5 AQ.) = А(2,:)+с=*А(1,:) 
21 —20 2 c = —А(3,1)/А(1,1), 
A(3,:) = А(З„:)+с*А(1,:) 
2 —4 7 c = —A(4,D/A(1,D), 
49. 10 5 A(4,:) = A(4,:)+cxA(L:) 
7 4 2 Observe que la columna 2 no tiene pi- 
vote. El siguiente pivote está en la po- 
=P. =] = sición (2, 3). 
51. |-3 -3 -10 с = —A(3,3)/A(2,3), 
-7 3 5 A(3,:) = А(3,:) +exrA(Q,:) 
c = —A(4,3)/A(2,3), 
A(4,:) = A(9,:) +с*А(2,: 
C (45) = A(4:) Hor AQ) 
53. 0=| —8 =4 9 El último renglón de comandos se in- 
-6 8 —2 cluyó para asegurar que la posición 
(4, 3) sea en realidad cero. El siguiente 
pivote está en la posición (3, 4). 
-1 -1 -5 
55. D-—A—B-C-| -9 -5 -10 c = –А(4,4)/А(3,4), 
> 4 23 A(4,:) = А(4,:) +с*А(3,:) 
No hay más pivotes. La forma escalo- 
0 i Si nada por renglones es: 
57. Al 1|=41212|-| 3li=| 0 12-20 | 
11 5 -1 2 0 0 0 —6 
00 02 3 
59. (A+ B +С = (ад + (b) + (c, pero 00 00 0 


para cada i,j, la suma de escalares es 
asociativa, por lo que (4 + B) +С —((aj)) 3. b) s(A + В) = sA + sB 
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Problemas 1.6, página 72 


11. 
13. 
15. 
17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


. Como a? =0 entonces a-a =a? +a 


1. -14 
3. —23 
5. 
7 
9 


47 


. ху + yz + zx 


2 
teca m 

—132 

4 

28 


—48 
—]7 12 
—] 18 
—9 34 
6 10 
—] 58 
—8 15 
No está definido 


18 15 35 
9 2] 13 
10 9 9 





39. 


41. 


43. 


45. 


47. 


49. 
51. 
53. 


55. 


57. 


а = d, b arbitraria y c = 0 


Ey 


Utilizando el principio de inducción ma- 
temática: 


aci 9 1 m a 1 
0 а 0 а 
k k k-1 
— a 1 [e ka 
0 a 0 a 
k+1 kl k 
a 1 [e (k + Do. 
0а 0 att! 
1 k+1 1 1 1 k 
n=k>+1 M 1 a 
0а 00/10 а 
(o 1)(o* ka* | fat” (k + 1)o* 
0\0 o! 0 att! 


Realizando la operación indicada se llega 


a la conclusión. 


Realizando las operaciones se verifica la 
propiedad. 


a) Hay 2 personas en el grupo 1, 5 per- 
sonas en el grupo 2 y 7 personas en el 
grupo 3. 


2 1012 13 
b) AB= 
0202101 


No son ortogonales 
Ortogonales 


Ortogonales 


4 
о=5—— 
nu 


1 
1.5 
а) (2, 3, 5, 1); b) 0.5 ; с) total de horas, 11. 


2 


59. a 


61. 


63. 


65. 


67. 


69. 
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71. a) S, > S, >S, > Sy; 
) Ё 000 45000 40 


50 20 10 ЫШЫ: b) La calificación es el número de juegos 


1 ganados por el jugador i más la mitad 
c) e "i de los juegos ganados de los Jugadores 




















120 que perdieron con el jugador i. 
0 -8 73. A] realizar las operaciones indicadas se 
llega al resultado. 
32 32 
3| 7 5 
Eon 75. | 18 | 42 | 6 | 30 
57 106 6 11412110 
00 10 0 
000 10 
4-000201; Т 
00000 
00000 
2 
00010 ». as- 3 
00001 Д 
з _ : 2 
4-|000090[ sal Т Ol авва 
00000 C+D I 
00000 
81.36 83.30 85 2 вт. 689 
0000 I 20 60 
00000 89. (12 + 22 + 32)(23 + 33 + 43) = 1386 
4200000[ 4=0 Р | 
00000 91. Y (-3) 
00000 © 
n]. 
93. М 
u a 19 2 
90 90 45 
PO=|L. dL P |, cada componente es s nan 
1 1 3 95 
5 5 3 . А 
| o Qi+l)! 
menor a la unidad y la suma por renglo- 
nes es 1. 8 
97. Y (2 – 1026 +1) 
Сото cada elemento de Ру O son positi- ESA 


vos, los elementos de PO son todos posi- a 

tivos. Si P y O son matrices de n X n, sea 99, y (a, +a,,) 
v el vector columna de dimensión n con J=0 

cada elemento igual a 1; observe que si 
A es una matriz de n X n, la suma por 101. У Уа, 
renglón de sus elementos es 1 si y sólo 51 i=2j=1 

Ау = у. Como (PO)v = Ру = y, se puede - 
observar que PO es una matriz de proba- 103. y by а„бус„ 
bilidad. і=1ј=1 
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105. 


107. 


109. 





MATLAB 1.6 


1. AB está definido; BA no está definido y 
produce un mensaje de error. 


3. Encontrará que A(X + sZ) = B. 


5. A = 10*(2xrand(5,6)-1). La expresión 
dada será igual a cero demostrando que 
Ах tiene la interpretación de una combi- 
nación lineal de las columnas de 4. 


7. (А + В)? = Æ + 2AB + B! sólo para 
aquellos pares А y В que conmuten. Su- 
gerencia para la demostración: extienda la 
multiplicación (4 + B}. 





44,42 -45.07 
7E_ 4.22 
ULISKOBNIBN-N HO 


-12.07 -:$7] 


-. 6557 -3.3655 
+6907 3.4072 

=1. 325E 5.5459 

peras] ec [HE шш UG CHO 


i. 3929»] 
e. 1074. 


[5:59 а.кзо 
0.50 1.530 
MATO OO CITA 


9. a) El producto de matrices triangula- 
res superiores es triangular superior. 
Sugerencia para la demostración: Su- 
ponga que T y S son triangulares su- 
periores. Utilice el hecho de que (Т, S); 
es una suma de elementos de la forma 
105 Y que t, = 05112 Куз, = 051 
К > j para demostrar que (TS), =0 
para i >j. 


11. El patrón se cumple: 


AA*BB-K = 0. 


13. a) La matriz de contacto indirecto desea- 
da K es XYZ, donde X es la matriz de 
contacto del grupo 1 con el grupo 2, y 


es la matriz de contacto entre el grupo 
2 y el 3 y Z entre el grupo 3 y el 4. 


Se da un ejemplo del programa para 
introducir Y de una manera sencilla: 
Y = zeros(5,8); 

ҮПП 3 5p=[ 1 IJ 

Y(Q[3 4 7)=[ 1 1] 

Y(3[1 5 6 8) = 
Y(4,8) = 1 

Ү(5,/5 6 7)=[ 1 1] 


La matriz de contacto indirecto entre 
el grupo 1 y el 4: 


3112211332 
К=4 31422223 2. 
5314131332 


Problemas 1.7, página 90 


1. 


11. 


13. 


bu 


1 3 
7 -1 Я 7 
5 2-1 х, 8 
4-1 1 -1 7 
_ x, Z 
3 1-5 6 =| 8 
_ Xy 
2-1 1 0 9 
X, 
2 3 le 0 
—4 2 1[x|=|0 
7 3 -9 0 


x cb, — x 7 
4x, —x, t 5x, —4 
6x, + x, * 3x, — 20 


2x + x,—2 
—3x, t 4x, =3 
5x, +Sx, =5 
x =2 
х, = 
X3 
x,—6 


Respuestas a los problemas impares 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 
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b) No hay ceros en K, de manera que 
cada persona del grupo 1 tiene contac- 
to indirecto con todas las personas del 
grupo 4. 


c) [I 1 1]«K producirá las sumas de 
las columnas, es decir, el número total 
de contactos indirectos que tiene cada 
miembro del grupo 4 con el grupo 1. 
Cl tiene 12 contactos, el cual es el nú- 
mero más grande en las sumas de las 
columnas. 


K*ones(10,1) producirá las sumas de 
los renglones, es decir, el número total 
de contactos indirectos de cada miem- 
bro del grupo 1 con el grupo 4. 43 es la 
más peligrosa pues tiene 26 contactos 
indirectos. 


9x, =2 
3x, +7x, ==1 
2x, +4х, t 6x, =3 


3x + x,+5x,=6 
2x, + 3x, +2x, =4 


7x +2x,=1 
3x + x, =2 
6x, +9x, =3 
x —(2, 0) + x,(3, 1) 


20 7 2 
|. S 
3 3 3 

1 


x=(2, 1, otal- = ] 


x =(—1, 4, 0, 0) + (—3x, +5x,, 4x, — 7x,, 
х, X,) 
Sustituyendo cy, + c, y, en la ecuación 
diferencial se tiene (c,y,  c,y,) + 
a(xXc,y, + c,y, y t b(xXc,y, + с,у,) = 0, 
agrupando en términos con y, y y, 
eC + a(x)y, + b(x)y,) + с, (у, + а(х)у, 
+ b(x)y,) = 0, pero como y, y y, son solu- 
ciones, c,(0)+c,(0)=0=>0=0. 
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31. Sustituyendo las condiciones iniciales y(0) 
= ] = c cos(0) + c, sen(0) 2 c, =1, y'(0) 
——] = —e, sen(0) + c, cos(0) > c, =—1. 


MATLAB 1.7 


1. Para el inciso b), x, = 2x, + x, + 5 ух, 
= —x,-x, —1; un ejemplo de solución, 
seleccionando x, ——1y x, =—2, es x = 
[1;0;1;—2]. Debe encontrarse que Ax = y 
— b, lo que ilustra que x es una solución 
al sistema de ecuaciones cuya matriz au- 
mentada es [4 b], entonces Ax = by b es 
una combinación lineal de las columnas 





Problemas 1.8, página 107 


Е e e 
=3 2 


3. No invertible 
5. No invertible 


7. No invertible 


6 





6 l —2 
5 5 5 
9. A*= 2 E 5 
19. шый X 
35 35 35 
1 -1 -1 
11. 4 =| 0 1—1 
0 0 1 





13. No invertible 





LE 
15. 4 =|0 1 -4 
0 0 1 
0 1 -I 
17. 4'2| 2 -2 -1 
-] 1l 1 


19. No invertible 


0 1 0 2 
E -1 a 2 
21. 4!- 
0 1 33 
Is 2 3-29 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


. a) Sea x, = lenla solución x, = —x, x 


de A donde los coeficientes en la combi- 
nación lineal son las componentes de x. 


. Para verificar que un vector w es una so- 


lución, demuestre que 4w — b. 


2 
= 2x,, x, = 0 conduce a 0 = x,(col 1) 


+ х„(со1 2) + x,(col 3) + x,(col 4) 
= —(col 1) + 2(col 2) + (col 3), lo que a 
su vez lleva a col 3 = (col 1) — 2(col 2). 


Ь 


— 


La solución es x, = —2x, + x, y x, 
= =x, х, Haciendo x, = 1 y x, =0 
se tiene col 3 = 2(col 1) + (col 2). 
Haciendo x, = 0 y x, = 1 se tiene col 
4 = —(col 1) + (col 2). 


Observe que 4,4, 4,4, 45A = І. 
Entonces por el teorema 8 А А, --- А, es 


invertible con inversa 4, '--- 4,4” 
=1 
= ( АА, A,) 


Si А = + I entonces А? =1.Si а, =—a,, y 


i ¿2 
а„а„ =1= a, entonces 


P 4 | 
4, а 
2 
| а taza аа + 4,4, | ET 


2 
—a,, a, +а,,а а„а„ +а,, 


22.21 2221 2112 


El sistema Bx = 0 tiene un número infi- 
nito de soluciones (por el teorema 1.4.1). 
Pero si Bx = 0, entonces 4Bx = 0. Por lo 
tanto, del teorema 6 [partes i) y її], AB no 
es invertible. 


cos0 0 F 
cos0 —senO 0 
0 0 1 


su propia inversa. 


sen Ө 
= [; esta matriz es 


Sea D una matriz diagonal. Suponga que 
D es invertible con inversa A. Como AD 
= І, entonces a,d, = 1 para cada i. Por 
lo tanto, los elementos de la diagonal de 
D son diferentes de cero. El converso, su- 
ponga que d, + 0 para cada i. Entonces 


33. 


35. 


la única solución al problema Dx = 0 es 
la solución trivial. Por el teorema 6, D es 
invertible. O puede escribir D^! directa- 
mente como en el problema 32. 


е 


о о юе 


Se demuestra el resultado para el caso de 
que А sea triangular superior. La demos- 
tración para una triangular inferior es si- 
milar. Considere el sistema homogéneo 


11 12 13 Ln—1 ln 
0 а, а 5-1 а,, 
0 0 0 a а 
n—ln-l n—ln 
0 0 0 0 a 
m 
1 0 
2 0 
X =|: 
Xa-ı 0 
x 0 


Suponga que a,, 4,,, ... , 4, son todas di- 
ferentes de cero. La última ecuación en el 
sistema homogéneo es a, x, = 0, y como 


а,„ +0, x, = 0. La penúltima ecuación es 


ta x = 0 


n=1nn 


a X 


n—-ln-l^n-1l 


ya, ,,.,* 0, x, = 0 implica que x, , 
— 0. De manera similar, se concluye que 
x =x ———x = x, —0,porloque 
la única solución al sistema homogéneo es 
la trivial. Por el teorema 6 [partes i) y iÙ], 
А es invertible. Inversamente, suponga que 
una de las componentes de la diagonal, di- 
gamos а, ,, es igual a 0. Entonces el sistema 
homogéneo Ax = 0 tiene la solución 








[Si a, = 0 con j 7 1, entonces se elige x 
como el vector con un 1 en la posición j y 


Respuestas a los problemas impares 


0 en cualquier otra parte.] Usando el teo- 


rema 6 otra vez, se concluye que А no es 


invertible. 


37. Cualquier múltiplo de (1, 2) diferente de 
сего. 


39. M- I F(À — А„у!В 
=B UN - AOL —A,)B 
+ Е(М— А.) 'В 
ВОМ А— BF) + ЕМ - A,)B 
—-(B'AI—-B'A-B'BF + Е) 
(M — A,)!B 





= (ВМ – ВАА — A,)'!B 
= ВМ — AA — A.) ! B 
entonces 
M^ =[В (M — AYAI — A.) BT" 
-[Q4 – A) BT IB? (M - Ap" 
= В (М — A,XM — А) B. 
Por lo tanto se demuestra que: 
М" -B'(M — А.) — Ay! B 
41. 3sillas y 2 mesas 


43. 4 unidades de A y 5 unidades de B. 


0.203 0 0 
А=| 0.014 0.207 0.017 |, 
0.044 0.010 0.216 


) matriz 


45. a E 
tecnológica 


matriz de Leontiff = / — A 


0.707 0 0 
—|—0.014 0.793 —0.017 |; 
—0.044 —0.010 0.784 


1.414 0 0 


b) (1-4)! -]027 1261 027 
0.080 0.016 1.276 

13213) (18689 

x=(1- A) | 17597 |=| 22 598 
1786) | 3615 
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49. 


51. 


53. 


hb 


| invertible 


© 
= nje 


1 
2 

1 —14| no invertible 
0 


3 2 1 
0 2 2 | invertible 
0 0 -1 


no es invertible 


ooo - 
© o. 
Oo м t 
© la a ш 


55. i) Suponga que 4 es invertible. Enton- 


ces Ax —0 implica que х= 4'0 = 0. 
Cuando se reduce la matriz aumen- 
tada (4|0) a su forma reducida por 
renglones se obtiene (/ |0). Utilizando 
las mismas operaciones elementales 
por renglones llevan А I. El con- 
verso, suponga que А es equivalente 
por renglones a I. Escriba (4|1) y re- 
duzca por renglones А a Гу se obtiene 
(A|1) => |B). Por lo tanto АВ = І. 
Queremos mostrar que ВА = I. Es sufi- 
ciente mostrar que BAx — x para cada 
vector x con n elementos. Observe que 
B es equivalente por renglones a /. Por 
lo tanto, para cada x, se puede encon- 
trar una y tal que By — x. Por lo tanto 
ВАх = BA( By) = B(AB)y = By = х. Por 
lo tanto, 4 es invertible. 


59. La inversa de la matriz es: 


[[0.099858156028 
[—0.101873971631 
[0.143262411348 


—0.076501182033 
0.272151300236 
—0.67139479905 


61. La inversa de la matriz es: 


[[—1.69701053654 1.60958317276 
[-.793941492883 1.67786019382 
[1.95621257025 | —0.200637557471 
[—0.654423076042 641726876009 


2.30794647641 


ii) Suponga que A es invertible. Supon- 
ga que Ах = b = Ау. Premultiplicando 
por 47! se obtiene A"! (Ax) = А (Ay). 
Se concluye que x = y. El converso, su- 
ponga que el sistema Ax — b tiene una 
solución ünica para cada vector b de n 
elementos. Esto implica que A es equi- 
valente por renglones a Г. Por lo tanto, 
por el inciso i) A es invertible. 


iii) Suponga que A es invertible. Por el in- 


ciso i) A es equivalente por renglones 
а la matriz identidad Г. Г se encuen- 
tra en forma escalonada reducida por 
renglones y tiene n pivotes. El conver- 
so, Suponga que una forma escalonada 
por renglones de A tiene л pivotes. En- 
tonces la forma escalonada reducida 
por renglones de la matriz А es la ma- 
triz identidad Г. Por lo tanto, la matriz 
A es equivalente por renglones a la ma- 
triz Т. Por el inciso i) A es invertible. 


57. De D ME 2H d se 
А, А, В, B, O 1 


obtienen las siguientes ecuaciones: А,В, 
= І, А,В = I, A B, = О, А.В + 


22722 11712 21 1l 
AB, — O > B, = Ап, B, = Аш, 
B, = О, B, = ASA 5). АВ, = О, 


21711 12 — 
А„В + А,В, = Oy A,B, + A,B 


21 12 22 22 
— [. Resolviendo para B, se obtiene B, 
= Ais В = О, В, = Az (4141) y 


В, = A,,'; por lo tanto, 


22 ? 


E JA А4 d 
dy. a А (АА) 42 


—0.076312056738] 
—0.192056737589] 
0.075177304965]]. 


1.41376091667] 


0.951949895801 0.261501231662] 
—0.462876267722 0.357416829406] 
— 249248482807 .536103553562]] 


63. La inversa de la matriz es: 


[[0.333333333333 —.208333333333 


[0 0.125 
[0 0 
[0 0 


superior es triangular superior. 


MATLAB 1.8 


1. Sea S = R(:,[456]), donde R se ajusta a 


la forma escalonada reducida por renglo- 
nes. Debe tenerse que A«S = S*A, ambas 
iguales a la identidad y S debe coincidir 
con inv(A). Se tiene que 


54 -23 —7 
$-|-16 7 2 
=] 3 1 


. Para demostrar que А no es invertible, de- 
muestre que la forma escalonada reducida 
por renglones no es igual a la identidad. 
Sugerencia para demostración: si R, = 
3R, + 5R,, ¿cuál será el resultado final de 
las siguientes Operaciones con renglones: 
R, э К, – ЗК, seguida de К, > R, — 5R? 


5. a) Una matriz triangular superior es no 


invertible si un elemento de la dia- 
gonal es cero. Los elementos de la 
diagonal de la inversa de una matriz 
triangular superior son los inversos 
multiplicativos de los elementos de 
la diagonal de la matriz original. Su- 
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1.675 —1.42142857143] 

—,325 0.578571428571] 
0.2 —.114285714286] 
0 —.142857142857]] 


65. Los resultados de los problemas 54 y 55 sugieren que la inversa de una matriz triangular 


gerencia para la demostración: con- 
sidere [4 Д. Si primero se realizan 
las operaciones con renglones para 
hacer unos en las posiciones pivote, 
¿qué crea eso en la parte de la ma- 
triz aumentada correspondiente a 7? 
Argumente por qué estas posiciones 
no cambian con las otras operaciones 
necesarias con renglones. 


b) Todas las matrices de este tipo son no 
invertibles. 


Para vectores x con elementos distintos, 
la matriz V asociada es invertible. 


с 


— 


. €) Los elementos de la inversa son gran- 


des y se vuelven más grandes cuando f 
se hace más pequeño, es decir cuando 
la matriz se acerca a ser no invertible. 
d) Laexactitud empeora cuando la matriz 
se acerca a una no invertible ya que la 
solución calculada y la solución exacta 
tienen cada vez menos dígitos iguales. 


. Multiplicando por la derecha en efecto se 


calcula (MA)A^!. El mensaje decodifica- 
do dice, “Are you having fun”, es decir “te 
estás divirtiendo”. 


2 
3 

1 =2 =3 
=2 2 5 
3 7 4 





2 2 1 1 
—1 4 6 5 
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13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


0 0 
0 0 
0 0 
AR 3 -1 3 1| [10 0] 
1 34-13 0 10/ 
; 3 1\3 —1 10 0 
4А= = 
—1 341 3 0 10 
Como a, =а, yb, —b, para 1x izny 


1s j zn. Entonces a, + b, =a, +b, Por 
lo tanto A + B es simétrica. 


Suponga que A es m X n. Entonces 4' es 
n X m. Entonces A A'está definida y es una 


n 
matriz de m X m. Observe que у aay = 
k=1 
n 
у акак Esto es, el elemento ij de АА' es 
k=1 


igual al elemento ji de 44'. Por lo tan- 
to АА! es simétrica. Otra prueba es que 
(АА) = (AÑA = AA', de modo que 44! 
es su propia transpuesta por lo que 44' es 
simétrica. 


Uy Uy co 4, 
0 u ... u E 
SeaU=| . P, 22 | una matriz 
0 O0 -~ u 
nn 
triangular superior. Entonces 
4 0 7 0 
U' = Hy М» 0 
Un и, Un 


es una matriz triangular inferior. 


Problemas 1.10, página 130 


. R £2 R, es una matriz elemental. 
. R — К, +3R, es una matriz elemental. 


1 
3 
5. 
7 


R, — 2R, es una matriz elemental. 


. Se necesitan dos operaciones, А, >3R, y 


R, > 3R,, no es una matriz elemental. 


. Se necesitan dos operaciones, А £2 R, y 


К, < R, no es una matriz elemental. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


A 2 —A y B' = —B. Entonces (4+ B) = 
A' + B' = —A— B = (А+ В). Por lo tan- 
to A + Bes antisimétrica. 

(АВ) = В'А -(CB(—A4)- BA. AB es 
simétrica si y sólo si (AB) = AB. Pero 
(AB) = BA. Por lo que AB es simétrica si 
y sólo si 4 y B conmutan. 





El elemento ij de (А — 4')/2 es (a, — a,)/2 
y el elemento ji (а, — a,)/2 = —(a, — a,)/2. 


Por lo tanto (А — 4')/2 es antisimétrica. 


аа, + E - | y 
2 2 E 
а, td 0 1 


Por lo tanto А es invertible y 4! = 4 


2 2 
= ар t4, 
а а, +a,a 


11721 12 22 





(ny = z TI), (лу = z “l 
0 XJ 0 + 
ж Tr 4 
dye 49 
=l З: =ł 
8 8 4 
i =E в 
8 8 4 
өе. $8 
zr x d 
8 8 4 


MATLAB 1.9 


11. 


13. 


15. 


. (АВ) = BA". 


. B у G son simétricas; es decir, b, = b. y 
ij ji 


g, = g.. C es antisimétrica; es decir, с = 
ij ji ij 


jr 


Se necesitan tres operaciones, № >R, 
+3R; R —R FAR; R >R, + 2R,noes 
una matriz elemental. 


R, — R, + R, es una matriz elemental. 


К, — R — К, es una matriz elemental. 
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0 


: 


0.0 0 
0 


1 
0 





5 


0 
0 








0 
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al problema 1.8.35 se probó este resultado. 
Se puede dar otra prueba demostrando, 


como en los problemas 63 y 64, que A se 


| las primeras dos 


«(oun 


puede escribir como el producto de matri- 
ces elementales. El paso clave es reducir A 
a I, observando que cuando se divide, sólo 


matrices son elementales porque а = 0 y 


с+ 0. 


se hace entre los números еп la diagonal, 
que son diferentes de cero por suposición. 


65. Loscasos de 2 X 2 y 3 X 3 son los resultados 


de los problemas 63 y 64. En la respuesta 
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CAPÍTULO 1 


67. 


69. 


71. 


73. 


75. 


TT. 


А es triangular superior, de manera que 
(4^)! es triangular superior por el resul- 
tado del problema 52. Pero (4^)! = (47!) 
: de manera que (47!) es triangular supe- 
rior, lo que significa que 47! = [(47!)] es 
triangular inferior. 


Sea B = A, y D = A,A. Entonces la com- 
ponente kr-ésima, d,, de D está dada por 


d, = 2 5 (*) 
1=1 


Sik% j, el renglón k de B es el renglón k 
de la identidad, por lo que b, = 1 sil = k 
y 0 de otra manera. Entonces 


d, = buly = а, sik#j 
si k = j, entonces 
le sil=j 
b,-—4c, sl-i 
jl 
0, de otra manera 


y (*) se convierte en a, = Ра + ba = 
Jr E NE x J tr 


a, + CA .. 
Así, cada componente en el renglón j de 
АА es la suma de las componentes co- 
rrespondientes en el renglón j de A y c ve- 
ces las componentes correspondientes en 


el renglón i de A. 


ВО 








1 0 011 0.0 
2101010 

0.0 144 0 I 

1 0 0j[1 -1 2 
01010 30 

0 1 10 00 

10 0 10041100 
210 0 1 0/0 3 0 
0 0 1J-1 0 1/100 1 
100/100 

01 070 1 0 

0 4 14100 0 


1. a) 


MATLAB 1.10 


1) F = eye(4); F(3,3) = 4 

й) F = eye(4); F(1,2) = —3 

їй) F = еуе(4); Е(1 4D.) = 
F([4 1],:) 

b) i) La inversa es la identidad excepto 
por 1 en la posición (3, 3). 

11) La inversa es la identidad excepto 
por 3 en la posición (1, 2). 


iii) La inversa de Fes la misma F. 


3. a) Se da un ejemplo de programa. Algu- 


nos pasos pueden no ser necesarios 
para esta matriz en particular pero se 
incluyen para que sea completo. 
U=A; 

Е1 = eye(3); 

F1(2,1) = —UQ,1)/U(1,1), 

U-FI«U 

F2 — eye(3); 

F2(3,1) = —U(3,1)/U(1,1), 

U-F2«U 

F3 = eye(3); 

F3(3,2) = —U(3,2)/U(2,2), 
U-F3«U 

L = inv(F1)*inv(F2)*inv(F3) 


1 2 3 100 
U=|0 -1 4|уг=|1 1 0 
0 0-1 2 0 1 


La matriz L es triangular inferior con 
unos en la diagonal. El elemento (1, 
2) de L es el negativo del elemento 
(1, 2) en Fl y contiene el negativo del 
primer multiplicador usado y su po- 
sición dice qué elemento se hizo cero. 
El elemento (1, 3) de L es el negativo 
del elemento (1, 3) de 72 y el elemen- 
to (3, 2) de L es el negativo del (3, 2) 
de F3. 


6 2 7 3 
0 7.3333 —8.3333 0 
d) U= 
0 0 =й; 3 
0 0 0 26.8182 
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y se necesitan más pasos en la reduc- 


ción. 


El programa es similar excepto que 
las matrices elementales son de 4 X 4 


Problemas 1.11, página 147 


~ о о 
© = an c — O 
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| == 
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^ LEE UE 
о сз O © m "m 
Soon” So ia 
© сє ola | 
Oo m st E 
— N «o — — — с SETS 
O = = ccn x y —1. 
l a ] 2 di 
ч жес.” "S UA 
E e = eñ 
— = 


y 
162 


53 


73 4 
162? 81? 54? 





b) ( 


) 

34, 5) 
E 
5 
3 
56? 


25 3 
33^ 33 


25 


15. ( 


— 6 
2^? 


17. ( 


© © о — 


© © = = 


O = © als 


== о о 


ayu 


[= 


29. 


3 
72 


169 
232? 


541 
1008 > 





21. | 





| “| 
A ==, 
NM O oO Ф о ч 
ГТ -|3 
= © о c 
с са © c Ss 
| © © — © 
=o 
NOOO оно о 
A 
Il Il | 





сч сї 
UT AA, 


о Om 
© = alo 
= о о 


23. а) L 


“ma 


000 


|| 
D 


о ~ о 


=— о o0 


оо m 
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CAPÍTULO 1 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


49. 


Sea B = LM, b, = Y 1,m,. Como Ly M 
k=1 


son triangulares inferiores con unos en la 
diagonal principal, se tienen las siguientes 
condiciones: /, =0sik>i,m, =0sii>k, 
1, =1 sim, =1. Por lo quesik>i0i>k 
tenemos /, m, = 0. Si k =i se йепе/ т, =1. 


йй 
п 


l,m; =1. Por otro 


De modo que b, = 

п k=1 
lado, b, = У т, т, =0 si ¡>k, 1, =0 

à k=1 ‚ 

si К>1. Suponga que j 2 i.Sikzi, en- 
tonces k « j y por lo tanto m, = 0. Si 
k i entonces /, =0. Entonces si ¡>i, 
I, m, =0 y por lo tanto b, =0. Por lo que 
LM es una matriz triangular inferior con 


unos en la diagonal principal. 


100-1 2 
A=|-2 1 0 0 0 0j, xeR 
=4 ox d ооо 


1 041 2 
A= 
509) 


he 





© 
Bu н © 
Rh nn. © © 

© 
Oo = н 

| 

N 

чә 

| 

чә 

- 


Rh = © 
_ © © 
юм — 
ja a 


bj юш» ке 


о\(2 
oo 2 
оо о о o 
2 2 c 10 0 0 о 


donde с es cualquier número real. 


з 

Il 

| 
vl N ula pu 
| | 
bu ы © 
он © © 


43. L= 


La factorización L de la matriz da por resultado: 


[16 0 0 0 
[4 1075 0 0 
[13 -2.0625 14.9534883721 0 


[2  -1.625 8.72093023256 8.29237947123 


] 
] 
] 
П 


оо ou 


оо о н 


A q A A AA EAN 
| 
оо о о 


| 
N 


|5 = o оо н о 
O юш о о ~ 
— o о wl = c - о о о 


ооо >= e| = O 


© © © бс N 


O A vb н 


or oo 


du N 


le 
Be Бе = © © 


O =e 


© © юу 


N ufo ma 


ooo 


=. 


© o el: кю 


© vpo = 


51. 


53. 
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La factorización U de la matriz da por resultado: 


[1 
[0 
[0 
[0 


] 


—.837209302326 ] 


—.132192846034 ] 


.3125 =з .25 
1 1.67441860465 

0 1 

0 0 1 


y la matriz de permutación da como resultado: 


1] 
[[ 
[0 
[0 
[1 


ooo 


0] 
0 1] 


о -o © 


Después de hacer la factorización LU (A, L, U, P) de la matriz, encontramos que L 


(ENTER) da: 

[71 0 

[35 69.676056338 
[14 38.0704225352 
[14 14.0704225352 
[23 24.9014084507 
U(ENTER) da: 

[ 1 —.647887323944 
[0 1 

[0 0 

[0 0 

[0 0 


0 
0 
79.5154639175 
19.5967252881 
24.2302405498 


.830985915493 


—1.57994744289 


1 
0 
0 


y la matriz de permutación P (ENTER) da: 


Después de hacer la factorización LU (4, L, U, P) de la 


(ENTER) da: [ 


[ 
[ 
matriz de permutación P (ENTER) da: [ 
[ 
[ 


[[ 
[ 


[ 
[ 


© oO- о н 
Ооо о № о 


о очо о о 


шо с © © © 
oO © © © © 
ка. 


-1.6 ] 


[ 


© о о о н 


оон о © 


0 
0 
0 


—33.4575239664 
—31.3474653183 


о о о co 


] 
] 
], 
] 
] 


14.7770382416 ]] 


.915492957746 —.30985915493 ] 
—.129775621589  —.561956741459] 
227926876702 1.48061713989 ] 
1 .112687668795 ] 
0 1 1 
[0 0 1 0 0] 
[0 0 0 1 0] 
[0 0 06 0 1] 
[0 1 0 0 0] 
[1 0 0 о о] 


оо о н о 


[ 
[ 


. U (ENTER) da: [ 


[ 
[ 


— O O о о 


matriz, encontramos que L 


120 0 0] 
0 1123 0] 
001 0 O0 ] yla 
000 112] 
000 0 1] 

0 ] 

0 ] 

0 ] 

1 ] 

0 Л 
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MATLAB 1.11 


1. El programa sería el mismo que en el pro- 
blema 3a) de MATLAB 1.10: 


8 24 6 
U=|0 -15 -3 1.5 
0 0 0 6 


Problemas 1.12, página 158 








0110 
0000 
L1100 
1000 
00100 
10010 
3.01010 
11101 
01000 
1 2 
<> 
5. 
-«——- 
3 4 





1 00 
L=|1.25 1 0 
5 -4 1 


3. Consulte la interpretación en el problema 
3 de MATLAB 1.10. El programa es muy 
similar excepto que se necesitan seis ma- 
trices elementales para completar la reduc- 
ción y cada matriz elemental es de 4 X 4. 


. Por lo tanto 


No 

a 

N 

|| 
—- о оь н 
Rh = O н 


Rh e N -e c 
Rh — — © N 


оо н c 


2 
existen 21 2-cadenas. 


0 1 3 12 
2 1 1 1 0 
А=|3 2 2 3 1] Porlo tanto 
13321 
] 2 2 3 4 


existen 42 3-cadenas. 


5.3 34 1 
13321 

А“=|3 5 7 4 3|. Porlo tanto 
4 4 4 6 2 
33543 


existen 86 4-cadenas. 


11. Dado el camino redundante del vértice A 


al vértice B, es posible construir un cami- 
no más corto desde A hasta B si se evita 
pasar más de una vez por cualquier vérti- 
ce. Por lo tanto, el camino más corto que 
une a dos vértices no es redundante. 


13. Dominancia directa: P, sobre P,; P, sobre 


Po Po Po P, sobre Р„; y P. sobre Pp P. 


Dominancia indirecta: P, sobre P,, P, 


Ejercicios de repaso del capítulo 1, página 164 


11. 
13. 
15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


. (5, 9) 
. No hay solución 
. (1/3, 0, 7/3) 


. (0,0,0) 


95 5 23 
! 83 7 83 7 83 





(0, 0, 0) 
(0, 0) 
(0, 2, —1,3) 


(0, 0, 0, 0) 


16 2 3 
—20 10 -1 
—36 8 16 
=] = 7 14 —20 
-4|-2| 0 -3|=| 18 -18 


—26 16 35 
=|-18 19 30 
—42 17 32 


9 10 
30 32 
Forma escalonada reducida por renglo- 
nes. 


Está en forma escalonada por renglones. 


Forma escalonada reducida por renglo- 
nes. 
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=1 2 0 3 


5 =з cj 
=] 2 4 

1 2 7 

0 —15 —42 


o о о н 





14 

5 

(Forma escalonada por renglones) 
104 11 

0 1 2 


о 
о 
ha 


0 0 1 





0 0 


[zx vja "- “|ъ® m 


(Forma escalonada reducida por renglones) 


1 2 4 3 

. 2 |; la inversa es | !! E 
0 1 ? „1. 2 
11 11 


3 4 E 
i , ho existe inversa. 


0 0 


-1 2 0 ] =2 0 
4 1 -3—|0 9 -3 
2 4 —3 0 9 —3 
1-2 0 
E 
——310 1 ——|; 
3 
0 0 0 


no es invertible. 
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CAPÍTULO 2 


Problemas 2.1, página 177 


1. -10 3. —9 5. 2 7. 4 
9, —8 11. 126 13. —96 
а 12 ln 
0 a a 
15. Sea 4= P ч 
0 0 аһ 
bi bs 1n 
y B= 0 b, b, 
0 0 р 
entonces det A = аа, an 


y det B =} Б, ---b, Por otro lado 
ab, 3 n * 
AB= 0 Gb, с * 
0 0 a b 


donde * representa términos queno juegan 
un papel importante en la demostración, 
por lo que det 4B=a,b,a,.b,.---a Б 


1011622022 nm 


(a,a,, "а, Xb, b, 6, ) = (det AXdet В). 


17. Como A es triangular, det A = аа, :- а. 
Entonces det А 7 0 si y sólo si a, 0 para 


] xin. Esto es, det А = 0 si y sólo silos 


Problemas 2.2, página 194 


1. 28 3. —12 5. =55 
7. 32 9. —25 11. —18 
13. —260 15. 1 17. 0 
19. abcd 21. ad? — Ре 23. 66 
25. —480 27. —8 29. -8 
31. —240 33. —16 35. —16 


37. Se prueba utilizando inducción. Si n — 2, 
х x, 


1+x, 


entonces =1+ x, tx. 








1 
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elementos de la diagonal de A son dife- 
rentes de cero. 


19. El área generada por los vectores u,, u, 
es (u, u, ) el área generada por v, v, es 


(у, v,)|=(4u 
= Alu, о.) 


21. 31202 





Au, )| - | 4(u, u,) 


1 


23. 0.0879836 


MATLAB 2.1 


1. A es invertible si det(4) 4 0 y es no inver- 
tible 51 det(4) = 0. Las matrices construi- 
das en el inciso bii) nunca son invertibles 
y los determinantes serán cero (considere 
que los números muy pequeños son cero 
debido a errores de redondeo). 


3. det(A + В) = det(4) + еВ) 


5. det(A^)) = 1/det(4). Sugerencia: use AA"! 
= 1 y saque determinantes en ambos lados. 


7. a) det(M) = det(4) det(D) 
b) det(M) = det(4) det(D) det(F). 


Suponga que para n = k — 1, el determi- 
nante es 1+x, +:""+x,_, Entonces res- 
tando el segundo renglón del primero, 








1+x х, X, we Ж, 
х 1+ х, X, MES A 
x x, 1+ X, c 0X, 
x x, x, l+x 
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CAPÍTULO 2 


39. 


45. 


. Si n es impar, entonces det 4=(-1)" X 
det А = — det А, por lo tanto det А = 0. 




















1 3 n 
= |х х, 1+ х, х, 
: : : E 1 lx y 
X x, х, + 43. > 1х, у, 
1 y 
se suma la primera columna a la segunda 107 XX 
1 0 0 v 0 219, = у X4 у 
x l+x +x x er х И" 
: dS 3 i Observe las figuras siguientes: 
X, x, tx [spe ue х, 
: Т a р y 
x x tx x, 1+х 
(х), y) 
1+x +x, X, Ur X, 
xx l+x +. X 
= 1 1 i 2 . 3 : li i 
x tx X, lx, 


(х1, ул) 


=1+х+х, boo ex. 


Por la hipótesis de inducción se llega a la 
conclusión. 


а dy c7 4, 
a а. а 

Dado 14] z bai: ?'|. Sumemos 
Ou а UT ал 


los renglones 1, 2,...,n — 1 al renglón n, en- 


























а, Az ^7 4, 
a а. ... а, 
2 —| 21 22 2n 
tonces se obtiene 14] =|. : : . 3 . . 
El área A del triángulo es la mitad del área del 
Qi a 77 9, paralelogramo generado por los vectores u, y 
u, que, por el resultado del problema 2.1.19 
п “12 їп está dada рог 
Ld, 22 Qu 0 
E : dong lp m Хз 
0 0 0 2l, X YT, 
] 1] 1] 1 1 1 
a, mad ü,-—4d a, a а, 4 
D,=la, a, a =0 а-а  a-a|-lyj ' jy 'l|? 1 2o 
dq sae Еу a, — 44, а – а, ¡a,(a, =a) a,(a,—a) 
1 2 3 2 4:2 3 1^3 
2 dis. |р Z 
s (a, Е а) (a, — a) 7 (a, = a, Ха; m a) (a, а (a, a, (a, a,) 
а, а, а, а, а, 3 














47. 


49. 


51. 


53. 








1 1 1 1 
1 a, a, n 
m 2 2 2 2 
a) D.—|a, а; а; а; 
n-1 n-1 n-1 n-1 
a a, a, a, 
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n-1 
b) Utilizando inducción. Para el caso n = 2, D, = a, — a,. Suponga D, , = П (a, — a). 
i=1 








Entonces 
1 1 1 
0 a, — d а, — а 
> P MEE 2. 
D, =/0 a, — aa, a, = aa, 
0 nd. n-1 n-1 n=l 
a, 4,4, а, 4,4, 
1 1 
a, а, 
=( = )--4( = ) 2 2 
а, а а, а a, а, 
n-2 n-2 
a, а, 
=(а, -a,):--(a, -a)D, , = (a, -a)- 


2 
0 2 à 
a) f j =0 y 2 es la menor potencia. 
3 
b) 


0 
0 = 0 y 3 es la menor poten- 
0 


о о н 
о A о 


cia ya que 


2 
1 3 
0 4 
0 0 


о о o 
о о о 
о о о 
о о A 


Por el teorema 4 se tiene det 4? = det А X 
det А = det А. Si det 4% 0, entonces det А 
= 1. La respuesta es 0 o 1. 


Sea Quna matriz de permutación elemental 
de manera que Q se obtiene intercambian- 
do dos renglones, el іу el j, de 1. El renglón 
jde I tiene un 1 en la columna j, así que el 
renglón i de Q tiene un 1 en la columna j. 
Es decir, O, = 1. Similarmente, О. = 1. En- 
tonces Q; = O, Las únicas componentes 
diferentes de cero de O son los unos en la 





Ј>і 





diagonal y las componentes de la diagonal 
se quedan igual cuando se obtiene la trans- 
puesta. Así Q' = O. Ahora, si P es una ma- 
triz de permutación, entonces 

PSP P PB 
donde cada P, es una matriz de permuta- 
ción elemental. Entonces, por el teorema 1: 
det P = det Р det Р _,... det P, det P, 
= (—1) por el resultado del problema 52. 
Además, por el teorema 1.9.1 ii) 


n-l1 


Р! =P'P'...P'_ P 
= ҺР,...Р, AF, 


Así Р! es una matriz de permutación y 
como antes, 


det Р! 


(= 1)" = det P 


MATLAB 2.2 


1. 


det(kA) = К" det(4), donde A es de n X n. 
Sugerencia: en kA se multiplica cada uno 
de los n renglones de A por k. 
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Problemas 2.3, página 204 


1. 


EB es la matriz obtenida al permutar dos 
renglones de B. Por la propiedad 4, det 
ЕВ = —det B. Por el problema 2.2.42, det 
E = —1, Entonces —det В = det Е det B. 


. EB es la matriz obtenida al multiplicar el 


renglón i de B por c. Por la propiedad 2, 


Problemas 2.4, página 209 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


det А = 0; la matriz no es invertible. 
B 1 =i 
8 2 8 
— 1 3 
8 2 8 
‚ ж 
a node i 
3 4 6 
0 1 i 
e 
0 1 —1 
2 -2 =] 
1 1 1 
det 4 = 0; la matriz no es invertible. 


det 4 = 0; la matriz no es invertible. 





о0о 1 0 2 

1—1 —2 2 

0 13. 

= 3 o2 
sacs = 2 a] dg 

3\9 4 3 
|] 
detA’ 
-2 —2 -9 
dtd=- a = =8 Б; 
28 


=2 «2 5 


21. 


23. 


det ЕВ = c det B. E es la matriz obtenida 
al multiplicar el renglón і de 1 por c. En- 
tonces 


det E = c det I = с 
у det EB— c det B = det E det B 


det 4 = кез = EU Problema 15. 
28 detA 


Por el teorema 2, (4)(adj 4) = (det AJI. 
Por el teorema 4 det A — 0. Por lo tanto 
(A)(adj A) es la matriz cero. 


cos0 senO 0 
det| —senO cos0 0 |= соѕ Ө + sen’ 0— 1, 
0 0 1 


V0, por lo tanto la matriz tiene inversa que es 


cos0 send 0 P cos0 —senO 0 
—senO cos0 0| = | senð cos0 0. 
0 0 1 0 0 1 


MATLAB 2.4 


1. 


Para n < m, es decir, más columnas que 
renglones, det(4'4) = 0 (o muy pequeño 
debido a errores de redondeo), así, A*A es 
no invertible. Para п > m, es decir, más 
renglones que columnas, A'A puede ser 
invertible. 


. Se tiene que la forma escalonada reduci- 


da por renglones de A es la identidad por 
lo que А es invertible, aunque, por cons- 
trucción, está muy cerca de ser no inverti- 
ble. Se tiene que det(4) — 6.55, que no es 
cercano a cero. 
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Problemas 2.5, página 214 


Е —— а„=3 MATLAB 2.5 


1. Utilizando el programa del problema se 

















A X 5 4X =, 2 observa que la regla de Cramer necesita 
más tiempo para resolver el problema que 
3 —Ó zl E OF 
7. =ni la descomposición LU. 
21 171 — 28 — .—182 
9 x 9» х, 29.2 X, 29 > "'4 29 





1. —4 3.3 5. 60 
prs er x aT 277 
7.7 9.34 п H | 
11i 2 ==3 
1 0 -I L 0—1) 24 x-—25 x —12, х,=—15 
13. | 0 — of 15| 1-1 0 
-3 0 4 = 1 1 
) Е _22 _ 94 __6 _63 
17. La matriz по tiene inversa 23. x, p Tp + 13° 13 
CAPÍTULO З 
Problemas 3.1, página 228 
17. a) (6,9) 
T 
1. М=40, 0-7 3 
з. l| - 1/7, 8=-0.8571 (6, 9) 
5. v - 442, 0= = 
T | x 
7. | v| 22, Ө=— ofi 
6 
b) (-3.7) 


9. v[27, 0 = 2.4279 


11. |v|-2, 0=-—1.0472 


13. |v|- 2, 0=-2.0944 











15. |v|- 4/89, 0=-2.1294 
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CAPÍTULO 3 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


а) u+v=-2i+3j, 

b) u—v=6i-—9j, 

с) 3u — 6i — 9j, 

d) —7v = 28i — 42], 

е) 8u — Зу = 28i — 42}, 
f) 4v = би — —28i + 42j. 


|= Jr +0 =1 
|! = 0° +2 =1 








a i b ? 
= + 
"(е е, 
а? p 
SEA E 
b 


a la? Lp T 
a 
Par 


tan ! B — dirección de v. 
a 











Dirección de |и| = tan 


7569-6) 

М= 5 u-wlv = (-3/5)i + (4/5) 
(1/42)i+(1v2)i si a >о; 
=(1/V2)i-(1/42)isia<0 





вепӨ = — 3/ 13, соѕ0 = 2/ 4/13 
"NET 
2 № 


|у = v52 y == (4/4/52) i + (6/452) 


Observe que la dirección de v = dirección 
de u — n. 


tep ATAN "t 


$ 
i 


i 


1.775 2.*0 
Y! 


37. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 


49. 





7 12 
b) 2u-3v= i j 
4195 4195 

2 7 
c) 3u +8v 2 ———i + ——j 

V53 4/53 
Sea p = (c,d) y Q =(c + a, d +b). El 
vector РО = О Р=(с+а-с,а + 


b — d) = (а, b) con la misma dirección que 





el vector (a, b). 


У = (4соѕ т, 4senzr) = (—4, 0) 


|1907 ат) -| : l | 
e.) UR a 


27 27 
(e cos эуе 6 sen 2r) =(3, 343) 





Sea u = (и +u,) y v (у, v) 
lut vf =u tus tv + ví + 2(uv, +u,v,) 
= [uf *|vf 9 2(uv, +u,v,) 

Si v = au, entonces |u +v}? 

-|uf +a’ Ju? *2a|uf 

- (Iul t alul) 
и t v|7|u|- a |u| 

=]u|+]v] 

Asegurarse que la calculadora esté en 


modo de coordenadas cilíndricas, esto se 
puede garantizar con la siguiente secuencia 


(ALPHA) (ALPHA). 9C Y( D DON) 
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CA УУ1%207ч%У2%,41 1250195015)» 


(18 77117117У,44 @%0171У1121?› 


| 


CP OSSES 4 01%17›4 





61. 


МАТГАВ 3.1 


1. a) 
1) norma = 5.6569, 
dirección = 0.7854 


3) norma = 2.6458, 
dirección = —0.85707 
5) norma = 5.6569, 
dirección = —2.3562 
7) norma = 2, 
dirección — 0.5236 
9) norma = 2.6458, 
dirección — 2.4279 
11) norma - 2, 
dirección = —1.0472 
13) norma = 2, 
dirección = —2.0944 





" 
t 91962 -0.07917)4 ERIN AAA AAA AA 
CC шиши NEM ишин NEAN | | DET TO 


b) 


15) 


52) 


54) 


56) 


58) 


60) 


62) 


norma = 2.2361, 
dirección = 1.1071 


norma = 2.9915, 
dirección = —0.9521 


norma = 2.9915, 
dirección = —2.1895 


norma = 114.74, 
dirección = —2.1008 


norma = 114.74, 
dirección = — 1.0408 


norma = 0.086426, 
dirección — 1.4001 


norma = 0.086426, 
dirección = 1.7415 
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Problemas 3.2, página 239 


1. 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 





0;0 
.u:v—-1l, cosp = 0.9648 
. u- v = (o)(0) + (0)(B) = 0; cos Q = 0 
20; 2 
‚ —22; —22/ 5453 
u-v=0ap— Во = 0 
Paralelos 
(3, 5) 
X 
11 
u - v = —36, cos p = ———— = —0.9231, los 


1130 


vectores no son ni paralelos ni ortogona- 
les. 


=2 
=3 














u: v= (2)(—6) +(3)(4) = 0 =соѕф=0 = 
Фф = 1/2 = и у v son ortogonales. 


u- v = —14 no son ni paralelos ni orto- 
gonales. 


a) a=-7,b a=, 


da= Z (ss + 5343) 





25. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 


d) No existe œ e R con la que se pueda 
resolver el problema. 


. De b) la única solución da vectores para- 


lelos opuestos. 





—5 —5, 5 

E: Ша: . 

poyu ==> (i + j) зї 
у 02951133 
POY, 74. 7 

proy a-LO 3o 1+2) 


[Ka + B)/2]i + [00 + B)/2]j 





Nur 
мат. 
о-В.., 
= i+ 
z n) 
Para que v y proy, u tengan direcciones 


opuestas, se necesita que аа, + bb, <0 


> > 
PQ =3i +j; RS=9i+2j 


— 29 87. 29. 
g RS = 15 Gi = 1+2) 
DIO ge (31+])= w 107 
261, 58 
ro PO -2i 412p -——i-—i 
proy PQ (9i + 2j) = 85 25) 


Suponga que и у у son ortogonales, on 


tonces ф = 1/2. Por tanto cos(1/2) = IM iv i 


=0 > 0: у = 0. Suponga queu- v = 0. Por 
tanto, cosp = 0 => ф = n/2 =u y v son or- 
togonales. 


| К А с. 
El vector de dirección de la línea es v = — і 
a 


b 
= Entonces Zv-bi —aj-u- ues 
C 


paralelo a la línea ax + by + c = 0. 


Sean A, B, C las representaciones de los 
puntos (a,, b), (а,, b,) y (a,, b,) respectiva- 
mente. También, sean 4, B y C las repre- 
sentaciones de los ángulos en los vértices 
correspondientes. 


49. 


51. 


53. 
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AB-(a,-a)i*(b -h)k ^ AC-(a,—a i+ (b — 5)k 
(a, — a, (a, а) * (b, — b )(b, =b,) 


Jas ay +(5, 6) la, а) + (b, - 


De manera similar, cos B = 


cos A = 

















ycosC — 


Sean y = mx + c y (a, b) una línea no vertical en cualquier punto. Sea (x, y) cualquier 
punto en la línea. Para minimizar la distancia entre (a, b) y la línea, minimice d = (x — ay 


+ (у = by. 
а= (аў (m E е = ы. 








1+ т? 

am + bm? + с ат? — bm + ст b—am-—c 

Entonces y = Sea u = (a — x)i + (b j= i j. 
á 1+ т? ( dd Mi 1+m? 1+ т? 


— А Ca uds 
Sea у = vector de dirección de la línea = —1 + cj. Por tanto 
m 


y — gem — be с? + bc — acm — с? 
1+m? 
continuación necesitamos minimizar d = (с — a}? * (y -by. 4 = 2(у - Б) = 05 у=р ә. 
La distancia más corta entre un punto y una línea se mide a lo largo de la línea y a través 
del punto y perpendicular a la línea. 


= 0. Si tenemos una línea vertical entonces х = с. A 








La línea tiene la ecuación y = (—3/2)x; la 
línea perpendicular que pasa por (3, 7) es 
y = QB)x + 5. Estas líneas se intersecan 


Una vez guardado el programa aparecerá 
en alguno de los elementos del menú, en 
este caso en la primera posición 





en (30/13, 45/13). Entonces 
2 2 
a (3-2) (1-8) ...N2197 


13 13 
Secuencia de instrucciones para producir 
un vector unitario con la misma dirección 
que el vector que se encuentra en la pri- 
mera posición de la pila 








se presiona la 





primera tecla de la izquierda del primer 
renglón de la calculadora y se ejecuta el 
programa con el vector que se encuentra 
en la primera posición de la pila y se ob- 


tiene el vector 


„=ч IT^ 9 E T 1 TW 4 Ж 


» E AVID 
"асс" 
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CAPÍTULO 3 


el programa PROY al apretar la primera 
tecla del primer renglón de la calculadora 
que en este caso es donde se ha guardado 
el programa, como resultado se tiene 





[0.273..., 0.9621...]. 
55. [0.1761..., —0.9844...] 


57. [—0.3282..., 0.9446...] 


59. Secuencia de instrucciones que calculan 
la proyección de u sobre v donde u se en- 
cuentra en la segunda línea de la pila y u 


se encuentra en la primera línea de la dB 
саси алга 





[0.0157..., 0.000229...] 


61. 





MO 


O. A 





MATLAB 3.2 


1.2 = [1.5,1. 
, seguido del vec- 7) proy vu = [1.5, 1.5] 
28) proy_vu = [—2.5, —2.5] 


[.01629 -.OPEEG) 
II тшшн 





29) proy_vu = [0, —0] 
30) proy_vu = [2.5882, 0.64706] 
tory -Se ejecuta 31) proy_vu = [—0.15385, 0.23077] 


32) proy_vu = [0.76923, 1.1538] 





Problemas 3.3, página 251 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 














б 
3 
М =3 Уу =j cosa. = 0, соѕ В = 1, 
cos y = 0. 
. 3; —1,0,0 
4 1 
А у| = 4/17, cosQ = ——, cosp—--—-——, 
" Ay "97d 
cos y —0 
-3 —5 -3 
|v|=443, ; | 
маз’ аз. уаз 
м3; 1/43; 1/13; 1/45 
1 1 1 
у = 45, > > 
Вр 
[у | = 85, 6/485, 7/485, 0 
Уз; 1/5; Уз; 1/43 





J78; 2/ 4/78; 5/4/78; –7/ 4/78 
29; —2/ 29; –3/4/29; —А/ 29 
аара За 
(1/26) – 3/426)j + (4/426)k 








R = (3, у, 2), у, z arbitrarias; este con- 
junto de puntos constituye un plano pa- 
ralelo al plano yz. 


u'y ; 
Es = |соѕф| = 1. Así, 
|у 


ju - v| = [u||v|. Entonces 

ju + v? =(u + v): (u + v) 
=u? + 2u : y + |у 
= jul? + 20у + у? 


= (lu] + |v)? 


—6j + 9k 


Respuestas a los problemas impares 


49 


51 
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. Зи —2v=10i— 3j+2k 
. 1—70] + 54k 
. 16i + 29] + 42k 


. (3t — 2u): (5v + 2w) = —345 








. 35 – (-10) = 45 
.Q-cos' m = cos! Eds = 1.7560 
. proy,w = t= 0 (31 4j K) 
H (5/2 
== Hijo 


. Como los segmentos de recta PS y SR son 
perpendiculares (en la figura 3.26), el trián- 
gulo PSR es un triángulo rectángulo y 


() 


Pero el triángulo PRQ es también un trián- 
gulo rectángulo de manera que 


PR! = PS? + SR? 





РО? = PR! + КО? (ii) 


Combinando (1) y (ii) se obtiene 





PO? = PS? + SR? + ВО? (iii) 


Como las coordenadas x y z de P y S son 
iguales 


PS 2(y,—- y Y (iv) 
De manera similar 
RS? = (х, =2)' (v) 


y КО? = (2, – 2) (vi) 
Entonces, usando (iv), (v) y (vi) en (iii) se 
llega a 


РО? = (х, -xy t, -yy + (2, =z) 





5. u-y ој 
- 1) Si v = au, entonces cos Q = luli = ш? 
ulv) lalu 
= +1. Si u y v son paralelos, entonces 
u v v 
— = + — de manera que v = Ma = ou 
um М lul 
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ii) Siu: v=0,entoncescosp =0yQ=+ 


T 
Siq= 2 7 »entonces u: v = |ц|у| соѕф = 


KL 
2 
0. 


53. Copiamos dos veces el vector (0.2316, 
0.4179, —0.5213) ya que lo utilizaremos 
una vez para encontrar su magnitud y 
otra utilizando el programa UNIVEC de 
la sección 3.2 para calcular el vec- 


tor dirección. 


| 
i 
| 


4 


magnitud 


| 
ў 
i 


; 
LE 8812221120818 





E:3318 :3178:53133 
NUNBULACHONOM ICON 





y obtenemos la 





eame 19 1E 2900р 
BAUNEN TIEN 


Intercambiamos renglones 


ў 
H] 
| 
| 


c.23 1e 71128 


Problemas 3.4, página 260 


1. —6i — 3j 
3. —15k 

5. 
7 
9 


Ti 


. 1di*8j—-21 
. (be — adj 
. —5i— į + 7k 


[—8, 0, 8] 


. 0i + 0j + Ok 


8i + 17j + 7k 
—9i + 39j + 61k 


92749 


=, 521 
таш 


> 
3 





y ejecutamos el 


55. 


57. 


59. 


21. 
23. 
25. 


27. 


29. 


31. 


programa UNIVEC que en esta oca- 
sión ocupa la tercera posición del primer 


renglón con 


$ 
4 
t 
l c parsa RATES 


1252 08 ? 
с. parezi rsa 





componentes 


1 „12792116779 
нсмссс алга 











magnitud = 5.227988..., 
dirección = (0.202984... 0.919885..., 
0.335570) 


proy и = (—18.3996..., —16.8663..., 
11.1712...) 


рту и = (57.4451..., 271.4959..., 
310.5072...) 


[ -36, —2, -8] 
12i 4j + 4k 
—2bc + 2acj 


+[—(9/АЛ181)ї — (6/ A18)j 
+ (8/ A 181)k] 


sen ф = 2 
? N29 
Área = 545 


33. Área = 4523 


35. Área — Jab? tac Hb? 





37. Sea u = (ц, и,, ш), V = (v, v, v) 


а хур = [аур (иу)? 


u X v = (u,v, — u,v, )i + (u,v, — цу, )ј 


+ (uv, = u,v, )k 


2. 2 
|u xv =(u,v, -u,v,) + (uv, —u,v, 


2. 
+ (uv, —u,v,) 


Ee 2.2 
= uv, —2u,v,u,v, t ШУ, 
2,,2 2,,2 
+ uv; —2u,vu,v, + ШУ, 
2,2 2.2 
+ ЦУ; —2u,v,u,v, + u;vi 


2.2 2,2 2.,2 2,,2 
Sumando u;v; — щу; + ШУ, — ШУ, 


2.2 2.2 
+ uv, — uv, 
>ш 2 2.2 22:2 2 2 2.2 
= У; + цу, + uv; tuv, Tuv, 


2.2 2..2 2.,2 24,2 
+ uv; + uv; + uv + uv; 


v u,v 


2.2 2.2 2.2 
[uv] + у; + ШУ, t2uvu,v, 


+ 2u,v,U,v, 


+ 2u,v,u,v, | 

"E 2 2 2 2 2 2 

- (wi +u, + и; )(у; tv; +v) 
— (u,v, + u,v, Huy) 


-|uf|vf (оу) 


39. (uXv)-w=u: (у Xw) 
и = (u, и,,и,) 
У = (У, v vy) 


W = (W,, Ww, W3) 


u X v = (u,v, — u,v, )i + (u,v, —u v,)j 


+ (uv, — u,v, )k 
(u X v): wW -u,v,w, — u,vw, 
+ u,v W, — ЦУ, W, 
+u V, WwW, — 0,У У, 
=u (У,у, — v, wW,) 
tu, (У,у — Y,w,) 
+u, (УУ, — v,w,) 


—u-(vXw) 


Respuestas a los problemas impares 695 


41. u,v z 0 entonces u paralelo a 


vouxv=0 


$1 и y v son paralelos y diferentes de cero 
entonces existe alguna constante t # 0 tal 
que y = fu» entonces 


uXxv=uX tu = (и xu)=0 


El converso. Suponga u X v = 0, donde u y 
v son diferentes de cero. Sea gen ángulo en- 
[uxv| 0 

СА 


treu y v. Pero sen o = 





Por lo tanto ф = 0 o u lo que significa que 
u y v son paralelos. 


1-10 
. Volumen=|3 02|=23 
0—73 


. Del ejercicio 39 se puede obtener que 


u п, п, 
(иху)-у=|у, у, V, 
Wi Y, Ww, 

u, y, w 

= п, У, У; 

п, ME Y, 





El volumen de Au, Av, Aw 
(Ап X Av): Ам |= || Au Av Аз || 
= | A[u У w]| 
=||A ju v || 
= +[А| 
(volumen generado 


por u, у, w). 


. Sea u =(u,, u,, u,), v = (У, V,, V,) y 


W=(Ww,, W,, W,) 
i j К 
uX(vXw)-uX v, У, У, 
Y, w, wW, 
vXw —(v,w, — V,w,Ji t (v,w, — v,w,)j 


+ (vw, = У,у, )k 
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i j k 
и Xx (У Хү) = u, u, п, 
Vo A OS XS SMS 
[u (У,у, =v, w) и, (У,у, — v,w;)]i T [u,(v,w, — V¿W,) – u (VW, — Vw, )]i 
+ [u (vw, — VW,) - u, (V, W, — Vw, )]k 
= [v w, +u, w,)— w (u,v, + u,v,)]i 
+ [v Cu, w, *tuw)-w,(uv,- u,v,)]i 
+ [v,(u w, + U,W,) — W,(U,V, + uw, )]k + vu wi — vu wi 
+ vu, w,j — V,U, W, j + v,u,w,k — v,u,w,k 
= [v Cu, w, *u,w,tu,w,)—w,(u,v, + uv, + u,v,)]i 
+ [v (1, w, +u,w, + U,w,) — w,(u,v, + u,v, + u,v,)]j = [v,(u w, + изу, +U,w,) 
— w,(u,v, + u,v, + u,v,)]k 
= [(u "w)v, -(u: v)w, i + [Cu w)v, —(u: vw, Jj T [Cu "w)v, = (и v)w, |k 


= (0 · w)v — (0: v)w 


549.37: 80:3 


| 
i 
i 


17768. —207. 2422.2 





MATLAB 3.4 
1. 2) u X v= [-7, –1, 7] 





3) u X v = [-12, —9, 0] 


4) ux v - [L, —1, 1] 


10) u x v = [a*d, b*c, —a*c] 





Problemas 3.5, página 270 

















1. v= —-i+j-4k;x=2-ty=l1+t, 5. v=(2-2)i+(0-—3)j+(-4+4)k =-3j 
аи. xi + yj + zk =2i +3j— 4k +13j)x =2, 
== 69 y=3-3t, z=—4; х=2, 2=-4 





3. v--2j aityj+zk=i+(1-28)j+k, 7. v-(-1- Di * (-2 - Dj (3 - 3)k 


xd sed —8i — 3j; xi + yj + zk = 7i + j 3k 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 














+1081 — 30); х=7 – 81, y =1— 31,2 = 3; 
ЕСЕ god 

8 =3 
.x=2+2t,y=2-tz=1-t; 

(x = 22 = (y = 211) 

= (2 — 1)/(—1) 

х=-—1,у=—2—3,2=5+7;х=1у 
Ty + 32 «1 


v=3j, xi + yj + zk = —2i t (3+3£)j+7k, 
x=-2,2=7 


xi + yj + zk = ai + bj + ck + t(dk); 
x-a,y-b,z-ctdix-a,y-b 


ү= 31 + 6] + 2k; х= 4 + 31, у= 1 61, 
z = —6 + 2t; (x — 4/3 = (y – 116 
= (= + 6)/2 


El vector v, = aj + bjj + ck es paralelo a 
L,, mientras que el vector v, = a,i + b,j + 
ск es paralelo a Г. Así, L, 1 L, si v, Lv, O 
ү, * Y, = 0. Pero v, ‘у, = аа, + bib, + сус). 
3i + 6j + 9k = 3(i + 2] + 3k), por lo que 
los vectores directores de las rectas son 
paralelos. Observe que no son coinciden- 
tes ya que, por ejemplo, el punto (1, —3, 
—3) está sobre L, pero no sobre L,. 


Si tuvieran un punto en común se tendría 


2=t=1+s 
1+1+=-—2s 
—2{ = 3 + 25 
La solución única de las primeras dos 
ecuaciones es s = —2, t = 3; pero este par 


no satisface la tercera ecuación. 
a) (Vise/3)(: -1) 


b) /1518/11=/138/11, (1=+) 
c) V30/2(1=2) 


Al igual que en los problemas previos, te- 








2 35/0 21 60 
nemos => . 81 
4-2 1|0 0 4 110 
hacemos que с = 8, entonces b = —22 y 
a = —13. Por tanto la línea x = —2 — 131, 


у = 3 — 221,2 = 4 + 81 satisface las con- 
diciones. 


Respuestas a los problemas impares 


31. 


33. 
35. 
37. 


39. 
41. 
43. 
45. 
47. 
49. 
51. 


53. 
55. 
57. 


59. 


61. 


63. 


65. 


67. 
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Sea v = (a, b, с). v > 
2 =] 
v: (—4, 4, 1) = 0da S as 
—4 4 110 
1— m 
ооо . Si dejamos que с = 20, en- 
0 20—110 
tonces b = 1 y a = 6. Por tanto, v = (6, 
1, 20) es perpendicular tanto a L, como a 
L,. El punto P — (2, 5, 1) está sobre L, y 
el punto О = (4, 5, —2) está sobre L,. De 
manera que la distancia entre L, y L, está 


(3,2, -) = 0у 





аааа рог 
| 9-70 -* рач 48 
ру PAS У М Су 








1(х — 0) + 0(у — 0) + 0(2 – 0) = 0; х= 0 
2= 0 


I(x = 1) + 0(у = 2) + 1( — 3) = 0; 
x+z=4 








y+z=5 

—3x —4y + 2 = 45 

4y – 32 = 2 

20x + 13у — 32 = 58 
12x — 21у + 222 = 63 

2х-у= 2 


Dado que las ecuaciones son equivalen- 
tes, л, y T son coincidentes. 


Coincidentes. 
Ninguna de las anteriores. 


No son ortogonales, paralelos ni coinci- 
3 —11 


dentes. 
3 -14/3 1 —11 
—> 
—4 —2 718 0 —10 37| 36 


Sea z = t entonces la línea de intersección 








1 1 18 
está dada por x= t, y= + 
5 10 5 
37, yz=t 
10” | 


(x, y, 2) = (—11/4, —3/2, 0) + 109, 16, 2) 


13/4/69 


Е А 
345 
Sea O = (х,, Yy Zy ). Suponga que P = (х, 


А — 
У,» Z) está en el plano. РО = (x, — х, y, 
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— Yp Z, — z,). De acuerdo con el proble- 


ma 62, tenemos 
_|PÓ-5. 


ln] 





Е lax, =x) + b(y, =y) +clz, = 21) 





|п| 
Я lax, + bx, + cx, -dl 


ја? tb +e 


69. n, = (3, —1, 4)y n, = (4, —2, 7); 
EM UTE 
103, —1, Di4, —2, 7) 

a 148 


126/29 








Ф 


= cos =1.1319 


Ejercicios de repaso del capítulo 3, página 277 
1. М= 342, Ө=л/4 


3. м= 4/13, 0= acto | = 0.9828 


1 
5. || 2 431 = 2; апф= — — ф = л/6 
43 








7. l7 1242, Ө = 5n/4 
9. 21+ 2j 


11. 





71. 


73. 


75. 


77. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


Siu y у no son vectores no nulos y copla- 
nares, en т, entonces la línea que pasa por 
w y es paralela a v, se encuentra con la lí- 
nea a través de 0 y de пеп un determinado 
punto аи. De manera similar, la línea que 
pasa por w y es paralela a u se encuentra 
con la línea que pasa a través de O y v en 
un punto Ву. Por tanto, ош, Bv son lados 
de un paralelogramo con diagonal w, esto 
es, ош + Ву = w. 


Son coplanares en л: x -22y —17z = 0 


No son coplanares. 


No coplanar; u · (v X w) = —9 

— 

РО= 4i — 4j 

а) -3v 29i +12ј b) u+v=-—7i-3j 


с) Зи — бу =-12i + 3j + 18i + 24j = 6i 
+ 27] 


1 do da 
M-N2: u= Cit D 


x 
(2/429 )i (5/429), м= 29 


iiij у|=5 


2 x 4 , 
E TEES 
Jo 0. 


4 = 
lv = 4/65; cos p = ; sen = : 


V65 v65 


1 
v =42; u =—=(i+ j); u, = 


7-1-0 
Y B 


v -2c5 2i 2s 7 ji 43] 








1 
-Hiti 
0; 0 
2 
u-v=-26, cosq = – n 
24170 
у =-1/2u >u y v son paralelos. 


41. Ninguna 








47. a) u:v=8+30=0=> о = – 8/3 
b) 2u=4i+6j>0.=6 
c) [| = 4/13; м = Jo? +16; 
3а+8  _ 1 
за? +208 X2 
> 180° + 960 + 128 = 130° + 208 
> 5a’ + 960 — 80 =0 
> (50 — 4)(0 + 20) =0 
= 0 = 4/5, 





соѕф = 








30+8 — 43 


d) 
130? +208 2 


> 360? +1920 + 256 





= 3901? + 624 > 301? — 192a + 368 =0 


_ 96+ 5243 
uu а, 


14 
49. ргоу u = jM —j)=7i-7j 





200 =-4/5> 4 = п/4 


Respuestas a los problemas impares 699 


51. 


53. 


55. 


57. 


59. 


61. 


63. 


65. 


67. 


69. 


71. 


73. 


75. 


77. 


81. 


21+2j 
и 
ro nuc 
proy, 5 5) 





Ja + 5) +i- +0=3y = 101 





4102-00 +(=7-5) + (0 + 8) 


= 4212 = 2453 
J130; o, 3/ 130, 11/4130 








2 
у = 7, Е созр =>, cos y = 


PÒ - —i * 2j 5k; |PO|=/78 
: E 5 

i jk 
Їз 4m Ул 


u - v —4i — 4j - 2k 








u= 





proy,w = (єз +2j+ 5k) 





27, 9, 45 
=—1 j k 
38 38 38 


26452413 
o 


2и + бу +3 ргоу v = 

















—130/7i + 92/7 j + 138/7k 
cosQ = CIEL INL, 
Ji4 38 4532 V133” 
o = aros ) que es aproximada- 
133 
mente 69.7°. 
i j k 
иху=)3 1 0ү=—41—12]+2К 
2. 04 
i j k 
.uxv=| 4 —] 7|=—5i— 41) – 3k 
=7 1 -2 
i j k 
uxv=| 1 1 3|=-—Si—-10j-k 
—2. =3 4 
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CAPÍTULO 3 


83. 


85. 


87. у 


89. 


lu x v| = 4126 = 34/14 


к= ГС E 
Лад 3v14 


v=4i—7j+2k 

ecuación vectorial: xi + yj + zk 

=3i—j+4k + 1(4i—7j+2k) 

ecuación paramétrica: x — 3 + 4t, 

y=-1-7,2=4+2f 

x+3_y+1_z-4 
=7 2 








k; u, = —u 


Ла с? ' 91. 


93. 





ecuación simétrica: 





ЕЕ 
OR = (-4i + j) + (71 — j + 7k); 
x——AÀA-tT7t,y-l-tz-t; 

4/7 = (у = 0/C- D = 2/7 


_ b-c) 


95. 











O Vb, C L, 
Ec. vectorial cie pee] 29146 
+a, Vb, c eR 
Ec. paramétrica: x =1 +1 ČT2, y=1 97. 
+, z=a+ct, Vb, ceR 
99. 
m x y-1l z-1 
Ec. simétrica: 3 = = ; 
b=c b с 101. 


Vb, cep — (0) 





Necesitaremos 321 =-3 +s 21 = 5 
4+1=2 – 4s >t=-—2-— 45, y 


-2+0 =1+6s>1= 2, 








ME 





2 
+ 
A A 





=> s = —17/22; 


103. 


por lo tanto no existe punto de intersec- 
ción. 








v, =4i+3j—2k; v, = 51+ j+ 4k. 
ij k 

v=v Xv, =|4 3 -2|=14i-—26j-—11k 
51 4 

La línea es: 


x=—1+14t, y 22—26t,2—4— Mt. 





0(x —1) + 2(у *4)—3(z—6)-0 
>2y-3z=-26 

P=(22,4, 10 =(3, —7, 3), 
R=(-1, -2, —1); 

=> —> 

РО =5i—11j+4k; OR =-—4i + 5j — 6k; 











i j К 
> > 
n=POXOR=| 5-11 4 
—4 5 —6 
= 46i + 14j + 69k 
46(x +2) +14(y — 4) + 69(2 —1)=0 
> 46x +14 y + 692 = 33 
x-ci-$in,y-i-Utnzc-t 
3y—6 
x= > ,Z27-—32a 


(3, 0, 0) es un punto en el plano. 
Sea p = (1 — 3i + (2 — 0)j + (3 – O)k 
--2i-2j-t3k,n-2i- ј k 





A 
proy,p = m -j- Ҝ) 





D IE 

6 6 6 
da 00-8. 
n 6 1/6 





cos ! I-1/A 207] 
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Problemas 4.2, página 286 


11. 
13. 


15. 
17. 
19. 
23. 


25. 


Si n jJ ЗВ 0 ata 
` > ib 0) \В 0 b+B oy 


. SÍ 
. No; iv); tampoco vi) se cumple si а < 0 


1 
3 
5. 
7 


SÍ 


. No. Como se requiere que todos los poli- 


nomios sean de grado 5, cualquier polino- 
mio de grado menor no pertenece al con- 
junto, por lo que no existe neutro aditivo 
ya que 0 no es un polinomio de grado 5. 


up" Vea e el elos 
0 0 b o) lob 0 


el resto de los axiomas se derivan del teo- 
rema 1.5.1 


Sí, es un espacio vectorial trivial. 


No; iii) 0€V; iv) si p(x)eV, entonces 
—p(x) # У dado que no tiene un término 
constante positivo; vi) no se sostiene si 
a< 0. 


Sí 
No; i), iii), iv), vi) no se cumplen 
Sí 21. Sí 


Suponga que 0 y 0' son identidades aditi- 
vas. Entonces, por definición de identidad 
aditiva, 0 2 0 -0'y0' —20' -0—0  0'. 
Así, 0 = 0. 





Para x, y en V defina z como z = —x + 
y. z existe ya que toda x tiene un inverso 


Problemas 4.3, página 297 


. No; porque a(x, y) € Hsia < 0 
. H es un subespacio. 


. Н no es un subespacio. (1, 0) є H, pero 


2(1, 0) = (2, 0) e H. 


. 81 
. H es un subespacio. 


11. 


H es un subespacio. 


Respuestas a los problemas impares 


27. 
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aditivo —x y V es una cerradura bajo la 
adición. Entonces x + z = x +(—x + y) 
= (x — х) + у =0 + y = y. Suponga que 
existen z y Z tales que x +z = уух t z 
= y. Entonces z = —x + y = Z'. Por lo 
que z es ünica. 


Sean y y y, soluciones a la ecuación. En- 
tonces 


уу + а(х)у + b(x)y (х) 70 


y; + a(x)y; + bx)y, (x) =0 


Entonces 


GQ + y + a(xXy, + yy 
+ b(x)(y, + y,) 
= [+ а(х)у + b(x)y,] 
+[у; + а(х)у; + b(x)y,] 
=0+0=0 


de manera que y, + y, es una solución. Si- 
milarmente, (oty,)" + a(x)(aty,) + b(x) (ay) 
= о[у + а(х)у + b(x)y,] = 0: 0 = 0, con 
lo que ay, también es una solución, y la 
cerradura se cumple. Como —y, = (=1)y 
también es una solución, se tiene el inver- 
so aditivo. Es sencilla la deducción de los 
otros axiomas. 


MATLAB 4.2 


1. 


13. 


15. 
17. 
19. 


Demostración de programa vctrsp.m 


es 
+ 


H no es un subespacio. | б 


b 1+b а+Ь 2+а+Ь 

= eH 
0 0 0 0 
Sí 


H es un subespacio. 


H es un subespacio. 
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21. 
23. 
25. 
27. 


29. 


H es un subespacio. 
Н es un subespacio. 
Н no es un subespacio. Н no contiene a 0. 


a) Si А, A, € H, entonces (А, + 4), = 


31. 


0 de manera que ох, e H y H es un sub- 
espacio. 


Sean u = (x, Yp Zp W) Y Y = (х, Y, Zy W3) 
e H. Entoncesu + v = (x, + X, y, + y, Z 





(4), + (4), =0 +0 = 0y (a4), = 
0(4,),, = 00 = 0, de manera que Н, es 
un subespacio. Si А, 4, e H,, enton- 
ces 


ERN 
(a, +a,) (b * b) 


d c 
7 —Q«b, оа, 
OL = 

: оа Ob, 
ad Н, 

d c 


y por lo tanto H, también es un subes- 
pacio. 


- i e H,. Además, 


b) H=H,0H,= 


|^ e M,,:A= C a para algún 
a 0 
escalar al Si А, A, € H, entonces 
0 0 
A-| “fjas “la 
a 0 a, 0 


jac ° a *ta,| [0 b 
a, ta, 0 b 0 


0 c ЄН 
с 0 
Si x,, X, e Н, entonces, A(x, + х,) = Ax, 


+ Ax,= 0 + 0 = 0, de manera que x, + 
X, e Н. Además, A(ax,) = «Ах = 00 = 


33. 


35. 


Z, W + W,) y a(x, + x) + by, + y) + 
clz, + т) + d(w, + w,) = (ax, + by, + cz, 
+ dw) + (ax, + by, + cz, + dw) = 0 + 
0 = 0, de manera que u + v e H. Similar- 
mente, ou = (AX, 0Ly,, QZ, О) y a(oLx,) 
+ b(ay,) + caz) + daw) = alax, + by, 
+ cz, + dw,) = 00 = 0, de manera que ош 
e H. Por lo tanto, H es un subespacio. 








Sean x, y e H. Entonces x = u + v, y 
u, + у,, donde u, u, € H, y v, v, e H,. 
Entonces x + y = (u, + vj) + (0, + v) = 
(и, + uj) + (v, + у), Como Н, y H, son 
subespacios, и + u, € H, y v, + ve H, 
de manera que x + y e Н. De igual ma- 
пега, ох = 0(u, + vj) = ош, + оу. Pero 
ou, e Н, y av, e H,, por lo que ax e Ну 
H es un subespacio. 


х x 
Sean v, — yy, = . Y, поез un 
A Y, 


múltiplo de v, ya que los vectores no son 





. х x; 
colineales. Sea А = . Entonces 

Y Y 
det A = x, y, — х,у. Si det A = 0, en- 
tonces x, y, = x, y,, O sea, x,/x, = y,ly, 
(si x, — 0 o y, — 0, se puede obtener una 
conclusión similar). Sea c = x,/x, = у, /у,. 
Entonces x, — cx, y y, = cy,, de manera 
que v, = cv, lo que contradice lo estableci- 


X 
do. Así, det А z 0. Sea у = | 

y 
otro vector en KZ. Se quiere encontrar es- 


calares a y b tales que v = av, + bv, о 
"3-46 iu 
y Y, у) Lay, t by, 
o sea, 
* Ху уау [x 
a 


| cualquier 


es decir, 


Como det А = 0, este sistema tiene una so- 


lución única | ES 6 Entonces v € 
y 


H, lo que muestra que E? С H. Pero сото 
HC, se tiene que Н = IE? 
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11. 
13. 
15. 
17. 


19. 


10 3| 
01 —2 | 
00 0| 


y/4+x/2 
y/4=x/2 
z —(3/2)/ y 


Por lo tanto, sólo podemos resolver si 
z — (3/2)y = 0, que es la ecuación del pla- 
no que pasa por el origen. Por tanto los 
vectores no generan K? 


. SÍ 9. Sí 


No; por ejemplo х ¢ gen (1 — x, 3 — х2} 
Sí 
No generan M,,. 


Suponga que ax? + bx + суа? + b,x 
+ c, generan P,. Sea у, = (a, b, c) para 
i = 1, 2. Sea ох? + Вх + ye Р, un poli- 
nomio diferente de cero tal que (о, В, ү) 
у, = 0. [Observe que podemos encontrar 
un polinomio diferente de cero con estas 
características, dado que (о, В, y) ‘у, = 0 
es ип sistema homogéneo de 2 ecuaciones 
y tres incógnitas.] Suponga que ox? + fx 
+y= dax + Ь,х + су) + (а + Ь„х 
+ с,). Por tanto, (о, В, y) · (о, В, y) = (a 
В, Y * (dy, + 4,у,) = 0. Pero esto es una 
contradicción, dado que (a, В, y) 40. Por 
lo tanto esos dos polinomios no pueden 
generar P,. 


и = сү, + суу, + di CN, Y Y = dy, ч 
dy, * + dy, Por tanto, и + v = (c, + 
аду, + (с, + dv, Aa (с, + аду, y Qu 
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1. 


21. 


23. 


25. 


Verifique que S — S' = 0. Sugerencia: 
use la definición para demostrar que una 
matriz W es simétrica; es decir, demuestre 
que w; = и 


= (су, + (ос,)у, + - 
contenidos en gen {у 


: + (ac,)v, están 
T NA 
Utilice la inducción sobre n. Suponga que 
у, € Н. De acuerdo con el teorema 4.3.1, 
ov, e H para todo escalar о. Por tanto, 
gen{v,} © H. Suponga que geniv, у,, 
у) с Н, y v,, € Н. Sea v = оу, OV, 
Toc Фу cQ, ру, Se asume que оу 
+ ---+0,y € Н, y el сео 4.3.1 и 
ca que ©, v, ,, Є H. Si se aplica de nuevo 
el teorema 4.3.1, se tiene que v e H. Por 
inducción, si iv, V. p V © Н, entonces 


gen(v, Ya ... V) SH. 


Dado que v, X v, es perpendicular a у, 
v, de ahí al plano generado por v, у,, v, 
X v, © x = 0 es la ecuación de un plano, 
el cual contiene a,v, + a,v,. Al expandir el 
producto cruz se muestra que (y, z, — z, 
yx + (2,x, — x, z)y + (ху, = х,у) = 
0, es una ecuación de un plano que pasa 
por el origen, el cual contiene Н = gen 
(у, VJ. Dado que v, v,no son paralelos v, 
X v, 0, de modo que esta ecuación es la 
ecuación de un plano (y no sólo 0 = 0). 


6 dle o 


Observe que cada matriz es in- 


Е) 
6 s 24 3) 
EP EIS 


TIE TERES] 
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MATLAB 4.4 


3. a) 1) El sistema de ecuaciones es c) El cuarto vector no era necesario, 


1 — le, = 10, — 3c, 
—4 = 1e, + 1c, + 0c, 


La solución es c, arbitrario y c, — 
-]13—1356yc,- 235-15, 


ii) La solución es c, arbitraria y c, = 
—2 — 3.2857c, ус, = 1 + .8571c,. 


b) Para i), w = —1.5v, — 2.5v, 
ү = —4v, + 2 





Vuyw- -4v, — ү,. 


5. a) La razón es que la forma escalonada 


reducida por renglones de А no tiene 
renglones de ceros. 

b) Laforma escalonada reducida por ren- 
glones de А tiene un renglón de ceros, 
por lo que habrá alguna w para la que 
el sistema cuya matriz aumentada es 
[A w] no tenga solución y, por lo tan- 
to, w no será una combinación lineal 
de las columnas de 4. Experimente 
para encontrar una w de este tipo por 
prueba y error, eligiendo valores para 
w y verificando si hay una solución. 


7. a) La forma escalonada reducida por 


renglones no tiene renglones de ceros 
(por lo que la solución existe) y hay al 
menos una columna sin pivote, lo que 
implica que habrá una variable arbi- 
traria en la solución. 

b) Para la primera w dada se tiene x, — 

2 —3X5X,——l1d02x,x,—2-—3X,y 
x= 1: 
Así, w = 2y, — v, + 2v, + v,. Para la 
segunda w dada se tiene x, = —3 — x, 
х= 6 + 2х, х, = 1 - х,ух, = 1. 
Entonces, w = —3v, + 6v, + v, + v, 
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. Independiente. 
. Dependientes. 
—2 4 . 
А | ; za Н de modo que es linealmente 


independiente. 


. Dependiente (por el teorema 2). 


lo que corresponde al hecho de que 
x, era la variable arbitraria natural. 
d) Se tiene que v, = v, — 2v, + v,. De- 
muestre que la forma escalonada redu- 
cida por renglones de la matriz, cuyas 
columnas son los vectores en el sub- 
conjunto, no tiene renglones de ceros y 
tiene un pivote en cada columna. 
e) Los vectores no necesarios son el terce- 
ro y el quinto. El primero 
w = 2v, + 4v, — v, y el segundo 
w= —]v, + 7Ү,— 2v,V, = —v, + 2v, 


y V, = 2v, + v, — 2v,, 


. b) El término constante de r es 2 X (térmi- 


no constante de p) —3 X (término cons- 
tante de q) y esto se cumple para los co- 
eficientes de los términos en x, x? y x*. 

c) Expresados como vectores de 3 X 1 se 
tiene 


=1 
p=| 2 
0 
—2 8 9 
conjunto = 05,|-9, —7 
=5)|-6)|-—1 


p es una combinación lineal con р = p, 
— p, + p, donde р, se refiere al i-ésimo 
polinomio en el conjunto. El conjunto 
de polinomios genera a todo P.. 

d) p = 3p, + 2p, + p; el conjunto no pue- 
de ser generador, por el problema 18. 

€) Sí, ya que la forma escalonada redu- 
cida por renglones de la matriz, cuyas 
columnas son los vectores que repre- 
sentan los polinomios dados, no tiene 
renglones de ceros. 


. Independiente. 
. Independientes. 
. Linealmente dependiente. 


. Linealmente dependiente, pues 4 vectores 


en F son siempre dependientes (teorema 
2). 


17. 
19. 
21. 
23. 
25. 
27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


Independiente. 
Independiente. 
Linealmente dependiente. 
Linealmente dependiente. 
Linealmente dependiente. 


Linealmente independiente. 


a, а, а,,|=0, vea la solución 1.4.20. 
ау a Az 

2 —4 
Observe que —2| —3 |=| б |. Por tanto 


1 =2 
el conjunto de vectores es linealmente de- 
pendiente para todo número real о. 


Si v, . . . , Y, son linealmente dependien- 

tes, entonces existe una solución no trivial 

(c... c) dec v, +++ с у, = 0. En- 
n T i nn 

tonces (су, ..., C, 0) es una solución no 

trivial de ENTES REY dE 4. 


ntl n+l 
Por tanto, v, . . . , V Y, ., son linealmente 
independientes. 


Suponga que v, y v, son linealmente de- 
pendientes. Entonces v, = оу, para algún 
о + 0. Entonces v, * v, = Qdv |> + 0 dado 
que v, es un vector diferente de cero. Esto 
contradice el que v, y v, sean ortogonales. 
Por tanto, v, y v, son linealmente indepen- 
dientes. 


Suponga que у, у,,..., v, son linealmen- 
te independientes. Entonces ау, + a.v, 
+ +++ a,v, = 0 sólo tiene la solución 
trivial. Así es que al resolver no hay varia- 
bles arbitrarias, por lo cual cada columna 
en la forma escalonada por renglones tie- 
ne un pivote. Dado que hay n renglones y 
n columnas, cada renglón tiene un pivote, 
es decir, no hay reglones que sean cero 
en la forma escalonada. En cambio, si la 
forma escalonada por renglón de A no 
contiene un renglón de ceros, esto implica 
que la única solución a Ах = 0 es x = 
0, dado que n renglones distintos de cero 
implican n pivotes. Por tanto, Y V os 
v, son linealmente independientes. 
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1-1 Top] 
39. > 
2 3 -8 1] 
|o 7 E 

=> 
0 5-2 3]|0 
i 9 13/5 -2/5 | 0 
0 qs 3/5 | 0) 


Así ез que si se resuelve en términos de x,, 
Xy da por resultado 


X% —13/5 2/5 
х, 22/5 —3/5 
= х, tx, à 
X, 1 0 
x, 0 
13 х 
41. 23 26 |=| х, 
1 %; 
0 —1 —1 
1 0 0 
43. х=с|0|+с,| 1|+c,| 0.conc с, 
1 0 0 
0 0 1 


c, arbitrarias. 


45. a) u:v=0 => (1,2, 3) : (v, v, v) = 0 
> v +2v,+ 3у, = 0 
Como tenemos una ecuación y tres in- 
cógnitas tenemos un número infinito de 
soluciones, tenemos que mostrar que 
las soluciones son un espacio vectorial, 
de modo que si escogemos w y z tales 
que 
u:w=0yu:z=0 
u:(w+z)=u:w+u:z=0 

La suma w + z cumple con que per- 
tenece al mismo conjunto que w, 7. Si 
ahora п. (aw) = о(и · w) = 0 también 
олу pertenece al conjunto .'. la solución 
infinita forma un subespacio de К°. 


=2 =з 
b) 1» 0 
0 1 
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47. 


49. 


51. 


53. 


55. 


ijk 
d|-210 
-3 0 1 


=i+2j+3k 


d) u = w = que son linealmente depen- 

dientes. 

e) H consiste de todos los vectores per- 
pendiculares a u, H es el plano normal 
ао w = х X y es perpendicular al 
plano. Como u y w son perpendicula- 
res al mismo plano, deben ser lineal- 
mente dependientes. 


Se pueden escribir tres ecuaciones con 
cuatro incógnitas, el sistema es homogé- 
neo y siempre tiene un número infinito de 
soluciones. 


Se tiene un sistema de n + 1 ecuaciones con 
n + 2 incógnitas, el sistema es homogéneo 
por lo que tiene infinitas soluciones. 


Suponga que 4, А„ A, Ap A. A, y А, 
están en M,,. Considere resolver аА, + 
a,A, + aA, + a,A, + aA; + aA; + a, A, 
= 0 para (а, а, а, Ap 4,, а, а,). Esto 
genera seis ecuaciones homogéneas соп 
siete incógnitas. Entonces, sin importar 
las matrices dadas, habrá siempre una 
solución no trivial. Así que cualquiera de 
las siete matrices de M,, son linealmente 
dependientes. 


Observe que S, A S, es un subconjunto 
tanto de S, como de $„ cada uno de los 
cuales es un conjunto linealmente inde- 
pendiente. Entonces, en virtud del pro- 
blema 43 S, A S, es linealmente indepen- 
diente. (Observe que el conjunto vacío de 
vectores es linealmente independiente, así 
que no se requiere que S, r^ S, sea un con- 
junto no vacío.) 
Sea ау, T dv, + У) ROV + у, + 
++ + v,) = 0. Entonces, tenemos (a, + a, 
tocca) + (а, + Фа), + + 
a, v, = 0. Como (v,, у,,..., Y, ) es UN con- 
junto linealmente independiente, tenemos 
a a, terta =0 
a,* +a, =0 


57. 


59. 


61. 


63. 


65. 


En virtud de la sustitución regresiva, tene- 
mos a, —0,a, ,—0,...,a,—0,a, = 0. 
Por tanto, У,у, + V4 ..., V t V toos + 
v, son linealmente independientes. 


Si todos los vectores son el vector cero, 
entonces hemos terminado. Si no, enton- 
ces sin perder la generalidad, asuma que 
v, es un vector diferente de cero. Dado 
que (v,, v,) es linealmente dependiente, v, 
= ауу, para al menos una a,. Como (y, 
v,) es linealmente dependiente, v, = 
para al menos una a,. Si continuamos con 
este procedimiento, vemos que cada vec- 
tor es un múltiplo de v,. 


ay, 


ЛО) hœ) F, (0) 
Fx) Fx) fo) 
j^ y AU A 
Necesitamos Amd d = (1 – с) – 
tc 1-с 








(1 + с)? =— 4с z 0. Por lo tanto, los vecto- 
res son linealmente independientes si c+ 0. 


Suponga que (v,, V,, . . . , у, Vj es UN con- 
junto linealmente dependiente. Como (v,, 
V» - - -> V) es un conjunto linealmente in- 
dependiente, entonces v = ау +++- + 
a, v, para al menos una a, ..., a,€ Ren 
virtud del problema 56. Entonces v e gen 
{Vo Va - - -> VJ, que es una contradicción. 
Por lo tanto (v, ү,,..., V vj es un con- 
junto linealmente independiente. 


] — x2, 1 + 2, x. (Cualquier cuadrática 
con un término x diferente de cero fun- 
cionará.) 


MATLAB 4.5 


1. 


En cada caso, se ingresa la matriz aumen- 
tada A. Si rref(A) tiene una columna en la 
izquierda sin pivote en ella, entonces los 
vectores son dependientes, de lo contrario 
son independientes. 


1) Linealmente independientes. 
2) Linealmente independientes. 
3) Linealmente dependientes. 
4) Linealmente dependientes. 


5) Linealmente independientes. 
6) Linealmente independientes. 
7) Linealmente dependientes. 
8) Linealmente independientes. 
9) Linealmente independientes. 
10) Linealmente independientes. 
11) Linealmente independientes. 
12) Linealmente independientes. 
13) Linealmente dependientes. 
14) Linealmente independientes. 
15) Linealmente dependientes. 
16) Linealmente dependientes. 


. Las columnas siempre serán dependientes 


en una matriz que tiene más columnas que 
renglones. Sugerencia: ¿qué puede decir 
sobre la localización de los pivotes en la 
forma escalonada reducida por renglones 
de tal matriz? 


. a) Az es una combinación lineal de las 


columnas de A. 

b) Primero genere un vector aleatorio z del 
lado derecho y después haga w — Az, 
donde A es la matriz cuyas columnas 
son los vectores en el conjunto dado. 

€) {Y ... . Ve W} es linealmente depen- 
diente. 


. а) Las columnas sin pivote en la forma 


escalonada reducida por renglones 
corresponden a las columnas que se 
crearon como combinaciones lineales 
de otras columnas. 

с) Las columnas de А son dependientes. 

e) Alguna o algunas columnas de 4 son 
combinaciones de columnas anteriores 
de А. 

f) Sugerencia: para el inciso c) reescriba 
la combinación lineal con 0 en un lado 
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1. 
3. 
7. 
11. 
13. 


15. 


No; no genera. 
51. 5. Sí, 
No; no genera. 9. Si. 

No todos los vectores son colineales. 


No. 





х (2/3)у – 2х 2/3 
у |= у|=у| 1|+ 
2 2 0 


Respuestas a los problemas impares 


11. 


13. 


17. 
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de la ecuación. Para el inciso e) supon- 
ga que оу, t: FON, toc ОУ, 


= 0, donde о, + 0. Entonces utilice 
esto para despejar v, 


La forma escalonada reducida por ren- 
glones, cuyas columnas son los vecto- 
res en el conjunto dado, tiene un pivote 
en cada columna pero tiene un renglón 
de ceros. 


a 


МУ 


b) La forma escalonada reducida por 
renglones de la matriz, cuyas columnas 
son los vectores en el conjunto dado, 
no tiene renglones de ceros pero tiene 
al menos una columna sin pivote. 

c) No. 


17) Linealmente independiente. 
18) Linealmente dependiente. 

19) Linealmente independiente. 
20) Linealmente independiente. 
21) Linealmente independiente. 


Problemas 17, 19 y 20: el conjunto es in- 
dependiente. Problema 18: el conjunto es 
dependiente y 3x + 5x? = —13(—х) + 
5(x? — 2x) Problema 22: el conjunto es 
dependiente y x? + 18x — 9 = 8.7273(2x) 
+ 3.181868 —3) + .5455(1+ x —4x°) (los 
coeficientes exactos son 96/11, 35/11 y 
6/11). 


Sea A una matriz aleatoria del tamaño de- 
seado. Encuentre A(:) y observe que crea 
la representación vectorial de 4 como se 
describió en MATLAB 4.4, problema 10. 
Pruebe la independencia o dependencia 
de los vectores. Sugerencia: las matrices 
en M están representadas por vectores 


mn 


con mn componentes. 





—2 2/3) |-2 
z| 05 1|,| 0 |> es una base. 
1 0 1 
31 
y |=| 22t |=+| —2 |;4| -2 
2 t 1 
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19. a) Suponga que (xj, Yp Zp WD y (х, Y,» 2, 
w,) están en H. Entonces, a(x, + x,) + 
Му, + y) + e(z + z) + dw, + wj) 
= ax, + by, + cz, + dw, + ax, + by, 
+ cz, + dw, = 0 y a(ax,) + Бау) + 
c(az,) + Дои) = о(ах + by, + cz, + 


dw,) = 0. 


Por tanto, Н es un subespacio de R*. 
b) Dado que abcd = 0, a es diferente de 


cero. Entonces, 


x 
yq. 
-|= 

w 

—bía 

1 

T 0 

0 


—(by + cz + dw)/ a 


0 


Por tanto, una base para Н es 


=b/a 
1 
0 > 
0 
c) dim H = 3 
X 
х 
21. | x, [= 
X, 
Xs 
0 
1 
x,| O|tx, 
0 


| 
чө 


1 0| [0 
0 1110 
0,| 0,1 
0 010 
2) \—3)\1 


forman una base para H. 


=c/ a 
0 
1 
0 


—d/ía 


— © © 


23. 


25. 


27. 


К] 
= 


35. 


37. 


1-2]|0 1010 
> I 
3 110 0110 
La solución es el subespacio trivial. 


=2 
=3 
1 


El espacio solución es el trivial. 


1 0 0/0 0 0\/0 0 0 
0 0 0/0 1 0,0005; 
000/100 0/100 I 
genera a D, =3. 
. Sean А e S y Be S,. Entonces, A + 


B = А+ В = (A + By. Por lo tanto, A 
+ Be S,. Además, «А = œA’ = (0.4). 
Así que «А e S, . En virtud del teorema 
4.3.1, S, es un subespacio de M, . Para i 
= j, sea р la matriz n X n con b; = b, = ] 
y Оеп cualquier lado. Observe que ambas 
B, son simétricas y linealmente indepen- 
dientes, y cada matriz simétrica se puede 
escribir como una combinación lineal de 
B,, Por tanto, В: ]zxizxjznjesuna 
base para 5, y gen 5 = n + (n — 1) + 


4 п(п +1) 
n=2)+:::+2+1=>k= Я 
(n — 2) 2 a 





. En virtud del problema 4.5.55, son lineal- 


mente independientes. En virtud del teo- 
rema 5, constituyen una base para V. 


Suponga que existe ve K tal que v ¢ H. 
Sea (uu, ..., uj una base para H. En- 
tonces, (U,, uU, ..., и, V} es un conjunto 
linealmente independiente contenido en 
K. Esto implica que dim K= n + 1 >n = 
dim Н, lo cual es una contradicción. Por 


lo tanto H = K. 


Si H = V, entonces K = {0}. Si H = {0}, 
entonces K = V. Suponga que H es un 
subespacio propio. Sea (v,, V, $3 9d 
una base para H y sea dim V — n. En 
virtud del problema 32, existen vectores 
IN cn Young Ys algus {ү Vae ea 
y, ) es una base para V. Sea k = gen 1v, ||, 
Viso еэ V, Resulta evidente que H + K 
= V. Suponga que ve H A К. Entonces, 


39. 


41. 


k n 
v= у av, = X B v,, lo cual da como re- 
i-l i=k+1 
п 
у Ву, = 0. Por tanto, 


i=k+1 


k 
sultado Y ay, = 
і=1 
cada o, = 0 y cada В, = 0, y de aquí se des- 
prende que HA K= {0}. Es falso que Ksea 


1 
único, por ejemplo si Н = ЕН = eje x 


en R?, K puede ser cualquier línea que pase 
por el 0, con pendiente diferente de cero. 


Suponga que v,, v, y v, son coplanares. Si 
los vectores son paralelos, dim gen (v,, v,, 
v,) = 1. Si al menos dos de los vectores no 
son paralelos, entonces, dim gen 1v,, v, У,} 
— 2. Por tanto, en cualquier caso, dim gen 
{Yp V, V) = 2. Por otra parte, asuma que 
dim gen 1v, v, v,j = 2. Si la dimensión es 
1, sea {v} una base. Entonces v, = Оу, v, = 
Dv y v, = yv. Si la dimensión es 1, entonces 
о, Boy sea cero. Podemos asumir que a + 


0. Entonces, v, — ? IS » v, lo cual 


demuestra que los vectores son paralelos. 
Si la dimensión es 2, sea (u, v) una base. 
Entonces, v, = Qu + By, v, = œu + B,vy 
y, = ой + Bv. Por tanto, v, * (v, X v9 = 
v, * [œo (u X и) + B,a,(v X и) + œ В.(о X 
v) + BB, х v)] = o, (oc, + Bafu (и 
x v)] + B,(0,8, — В, [у - (и x v)] = 0. 


Si H — V, entonces H tiene una base. Su- 
ponga que H es un subespacio propio de 
V, entonces, como V tiene dimensión fini- 
ta, se desprende que H es generado por un 
número finito de vectores. Sea (v, у,,..., 
v,; un subconjunto de Н que genera a Н. 
Con el método que se usó en el problema 
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1 
3 


.р= 2, v=0 


.р=2, у= 1 


1-1 2 
3 1 4|=22%0>p=3;v=3-3=0 
0 4 
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34, podemos reducir este conjunto genera- 
dor hasta que tengamos un conjunto que 
genere a H y que sea linealmente indepen- 
diente. Por tanto, Н tiene una base. 


a 1 1+а a l a 
1 0 1|=|1 0 1|=—a(a-a)=0. 
0 a a 0 а 0 


Los vectores nunca forman una base рага 
Б", dado que para todos los valores de a, 
los vectores son dependientes. 
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1. 


3. 


11. 


13. 


15. 
17. 
19. 


La base necesita generar todo R” y ser 
independiente. ¿Qué propiedades de la 
forma escalonada reducida por renglones 
de la matriz, cuyas columnas son los vec- 
tores de la base, reflejan cada una de estas 
propiedades de la base? 


a) El nuevo conjunto no generará a 
todo R”. 

b) El nuevo conjunto no será indepen- 
diente. 

с) Sugerencia: piense en las propiedades, 
de tener o no un renglón de ceros en la 
forma escalonada reducida por renglo- 
nes y de tener o no un pivote en cada 
columna. 


. b) Aes invertible si y sólo si las columnas 


de A forman una base. 

c) Sugerencia: A es invertible si y sólo si 
la forma escalonada reducida por ren- 
glones de A es la identidad. ¿Cómo se 
refleja esto en las propiedades de esta 
forma para concluir que las columnas 
de A forman una base para R”? 


p=3, v=1 
1-123 
AE. оола 
1 10 
0 00 I 
p=2, v=2 
p=3, v=1 
p=2, v=1 
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CAPÍTULO 4 


21. 


23. 


25. 


Base para el rango А = (5) el 

ї _1 2 [0 1-1 2 |0 
> 

з 10 [|0 0 4 —6 |0 











10 1/2 |0 27. 
> ; base para 
0 1 -3/2 | 0 
=1/2 
N,= 3/2 
1 
Observe que c, = —2c,, y c, = —c,, enton- 
-1 
ces, la base para el rango 4=3| 2 
-3 
-1 2 1/0 (-121]0 
2-2-4|05 000]|0 
-3 6 3]|0 0 0 |0 
2110 
> x, = 2х, +х,; base para N, =4| 1 |,11 
0/11 
Observe que en virtud del problema 15, 
dim C, = 2, y las primeras dos columnas 
de А son linealmente independientes. La 
1 —1 
-1 0 
base para el rango А i opes 
2 =1 
1 —1 2 0 
=] 0 I 2 0 
> 
1. =2:.90 4 0 29. 
2 —1 1 -1 0 
1-1 2 1 0 
0 1-3 —3 0 
> 
0 0 0 0 0 
о 0 0 0 
1 0 -1 —2 | 0 
01 -3 -3 [0 
31 
00 0 0 |0 
00 0 0 |0 


base para N, = 


> 


2 
3 
0 
1 


Ф =e W н 


En virtud del problema 17, dim C, = 3. 
Observe que las primeras tres columnas de 
Ason linealmente independientes. La base 





—1|[—1 0 
0 0 2 
para el rango А = аР ob 
3) 1-1 0 
Continuando con la reducción 
-1-1 00 [0 
0 0 23 |0 
4 ps» d pe 
3-1 04 [0 
1 1 0010 
0-4 -2 1,0 
0 0 "E 
0 0 00,0 
100 10 
010 -1]0 
001 3/2 | 0l 
000 0]|0 
-1 
base para N, — : 





1-23 1-2 3 1-23 
a S Е: 32| 
333 0 3-6 0 08 
2 10 0 5-6 0 00 
1 0 0 
Base 4| 2], |3|, 
3 2 3 
1 0 0 
—1 2 0 
1 -2]||0 
-1 3 2 








33. No 
35. p(4) = p(A, b) por lo que se tiene solu- 
ción Única. 
1 -2 1 1] 2 
ak] Y a eg. 
0 -1 -1 | 1 
5 0 3-1] 0 
1-2 1 1| 2 
0 -1 -5 | -14 
> 
0 -1 -1I | 1 
0 10 2 —6 | -12 
1-2 1 1| 2 
0 6-1 -5 | —14 
0 0 1-7 | -3 
0 0 1-7 | -34 
p(4) = 3% 4 = p(A, b) =. No hay solu- 
ción. 


39. Dado que 4 es una matriz cuadrada trian- 
gular inferior con ceros en la diagonal, el 
renglón superior está compuesto sólo por 
ceros, así que hay menos de n pivotes en la 
diagonal en forma escalonada. Por tanto, 
p(4) < n. 


41. p(4 = dimensión del espacio de las co- 
lumnas de 4' — dimensión del espacio de 
los renglones de А = dimensión del espa- 
cio de las columnas de A (por el teorema 
4) = p(A). 


43. i) Sea Н = imagen de A y sea 1v, v,,..., 
у} una base рага H. Como B es in- 
vertible, №, = {0}, lo que significa que 
(Bv, Bv,,..., Ву} es un conjunto li- 
nealmente independiente en R” y, por 
lo tanto, es una base para la imagen 
BA. Entonces p( BA) = k = p(A). 


ii) Como Ces invertible, imagen C = PR”. 
Sea h e H; entonces existe x e EK" tal 
que Ax = h. Como imagen C = F’, 
existe y є IP” tal que Cy = x. Entonces 
ACy = h. Así, H C imagen AC. Si y 
є imagen AC, existe u en K* tal que 
ACu = v. Pero entonces v = A(Cu) de 
manera que v e imagen А = H. Por lo 
tanto, imagen AC C H de manera que 
imagen AC = H y p(A) = p(AC). 
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Respuestas a los problemas impares 


45. Como p(4) = 5, los cinco renglones de A 
son linealmente independientes. Entonces 
los cinco renglones de (4, b) son lineal- 
mente independientes y p(4, b) = 5. 


47. Por el problema 43, p(4) = p(4D) = 
p(C(AD)) = p(B). 


49. i) Si existe una x + 0 tal que Ax = 0, en- 

tonces А(ох) = «Ах = 0 para todo o. 

e R de manera que v(4) = dim N, 2 
Тур(А)=п—у(А)<=п-—1<п. 

ii) Sip(A) < n, entonces v(4) = n — p(A) 

> 0 de manera que existe una x z 0 tal 


que Ax = 0. 
187 —46 
51. Imagen A = gen 4| —35 |, 51|°; 
257 } | —148 
p(4) = 2;у(А) = 3 
.0284 | ( —.0311 
—0.5110 | | —.1216 
53. Imagen A — gen —.0965 |,| —.4270 |, 
.0795 .0905 
—.0110 / | —.3365 
—0.207 .0431 
—.1811 .0904 
—.5847 |,| .3574 |>; p(4) 24; (4) =1 
.1604 | | —.4730 
—.4243 .3101 
MATLAB 4.7 


1. a) A continuación se dan las bases para 
los espacios nulos y sus respectivas di- 


mensiones. 
—6|[-6 
Problema 7. a , 3 
1 0 
0 1 
Dimensión = 2 
—6 
Problema 8: i 1 
0 


Dimensión = 1 


Problema 10: 


о о oc 


0 


Dimensión = 0 


— UJ =. 


Problema 11: 


Ы 


2 
3 
0 
0) Ud 


Dimensión = 2 


1 =21 [-3 
Problema 12: 1 А 0 | 0 
0 1 0 
0 0 1 


Dimensión = 3 


=] 
1 
=1.5 
1 


Problema 13: 


Dimensión = 1 


21 [(-1 

3 ||-1 

Problema vii): 111 0 
0||-1 

0 1 


Dimensión = 2 


c) Al encontrar los vectores para la base, 


el proceso involucra escribir la solu- 
ción como una combinación lineal de 
los vectores, y los coeficientes de la 
combinación lineal son las variables 
arbitrarias. 


d) La dimensión es igual al número de va- 


riables arbitrarias. 


3. a) ii) Esta base para el espacio nulo tiene 


el mismo número de vectores que 
la base encontrada a partir de la 
forma escalonada reducida por ren- 
glones. 


iii) Por ejemplo, rref([B NJ) resolverá 
el o los sistemas cuya matriz de co- 


eficientes es B, donde las columnas 
de N son los lados derechos. Para 
la primera matriz en el problema 2 


de MATLAB, 
-2 -1 

-3 -1 

в= 1 0 

0 -i 

0 1 


Para la segunda matriz en el pro- 
blema 2 de MATLAB, sea R = 
rref(A). Entonces B = [[—R(:,4); 
1; 0[—К(,5);0;1]]. 


b) Sea R = rref(A) y B = [[271;0;0;:0]| - R 
(1,5);0; - R(2,5);; - R(3,5);1]]. Debe ob- 
servar que todos los elementos en A*N 
están más cerca de cero, los valores ver- 
daderos. 


. а) Demuestre que Ax = b. 


b) Utilice N — null(A). 

c) Primero genere un vector aleatorio z 
de 2 X 1 (ya que la base contendrá dos 
vectores). Después haga w — Nz y de- 
muestre que A(x + w) = b. 


. a) Los renglones diferentes de cero de 


rref(A") proporcionan una base para 
el espacio de los renglones de A' así, 
sus transpuestas dan una base para el 
espacio de las columnas de 4. 

b) La matriz deseada será la transpuesta 
de los renglones diferentes de cero de la 
forma escalonada reducida por renglo- 
nes de A*. Para verificar las combina- 
ciones lineales, utilice la matriz descri- 
ta como la matriz de coeficientes y use 
A para los lados derechos. En seguida 
se muestran las matrices cuyas colum- 
nas forman una base para imagen 4. 


1 0 
Problema 7:|0 1 
1 1 
1 0 
Problema 11: 0 l 
2 1 
1 -1 


Problema 12: 


Problema 13: 





| 
ш N N — 
— oro М 


— opor 
=. =. © o 


9. a) Consulte la sección 4.4. 


11. 


b) Para 1), la base consiste en las colum- 
nas 1 y 3 de А. Para її) la base consiste 
en todas las columnas de A. Para iii), 
la base consiste en las columnas 1, 2 y 
4 de А. Asegúrese de usar las colum- 
nas de A no de la forma escalonada 
reducida por renglones de А. 

Para el problema 7, una base consiste 
en las columnas 1 y 2 de 4. Para el pro- 
blema 11, una base está formada por las 
columnas 1 y 2 de 4. En el problema 12, 
una base consiste en la primera columna 
de А. En el problema 13, una base está 
formada por las columnas 1, 2 y 3 de А. 


с 


== 


Sea O la matriz cuyas columnas forman 
una base obtenida al usar orth y sea B la 


Problemas 4.8, página 376 


1. 





20 


2x=3y| =2 3x *2y -3| [x 
"t nk (3 5 -2j Ay 
e 

-2 


eE Al 
2 410-2 1 
E Ae И 
2 1Ду (—2х + у)/4 








1 dx — by 
' ad — bc| —cx + ay 
А 0 
X 0 yt y-z 11+ 
2 
= 0 
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13. 


15. 


17. 


11. 
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matriz cuyas columnas forman una base 
a partir del problema 7 de MATLAB. 
Estas matrices tendrán el mismo número 
de columnas (es decir, cada base contie- 
ne el mismo número de vectores). Para 
verificar las combinaciones lineales, vea 
rref([O BJ) y rref([B OJ. 


e) El rango es igual al número de pivotes. 

f) Aes invertible si y sólo si rango(4) = n 
= tamaño de 4. 

g) Para la matriz de 5 X 5, genere una 
matriz aleatoria de 5 X 5 y verifique 
que sea invertible. Si lo es, cambie tres 
columnas para que sean combinacio- 
nes lineales de las otras dos. 


Para que exista una solución, la matriz 
aumentada tendrá el mismo rango que A. 
Sugerencia: piense en la localización de 
los pivotes en la forma escalonada redu- 
cida por renglones de la matriz aumenta- 
da y en la forma escalonada reducida por 
renglones de A. 











a) El rango de AB es igual a k. 

b) al d) La conclusión final debe ser 
que rango (АВ) = min(rango(A), 
rango(Bb)). 

1 x 
xz ib 
2 y 
1 2 
1-10 i 1 1 =1 
С=| 0 1 Due cR =1 1 -15 
-] 0 1 1 1 1 
x х у EZ 
P 1 
C |y E =х+у—=т 
2 x+y+z 
Л = 
6x = Пу + 102 1 42х+17у- 72 
` 31 31 
3 
E SEI M 
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CAPÍTULO 4 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 
27. 
29. 
31. 
33. 
35. 


a, tax a 

= (a, +a, ta) 

+а(х= 1) ta, —]) 

1 1 

3 +a + ale +1) с Tau) 
(х — 1) + а,(х? – 1) = a, ах + a,x? 
2x? — Зх? + 5x — 6 = —16(1) + 10(x +1) 


= 5(х t x!) +2(x? + x°) 





i X —3. 4 
pu Dod ed sem) 
0 0 1 3? 
0 0 0 -1 
1 1 1] 
giat E. 
0 1 3 
0 0 -1 
5 8 
"a 
4 4 
0 0 





Entonces, 4x? — x + 5 = 8(1) – 7(1 — x) 


+ 4(1 – xy. 
ау) 
Е а + а, > 
^ 1 2 
эге уе) 
=4, ta, . Entonces, 
3 1 2 


а =1ll, a 8,4: ==23,:4,, — 15. 


11 PUT 207722 


(mn a 4 ( 67 
lg 13 la) (-45 


Linealmente independiente 








Linealmente dependiente. 

Linealmente independiente. 
Linealmente independiente. 
Linealmente independiente. 


р??(0) = 0 implica que el coeficiente del 
término x es сего para cada polinomio. 
Entonces, el renglón j + 1 de la matriz А 


43. Observe que (С), = 


será un renglón de ceros. Así que А no es 
invertible, lo cual implica que los polino- 
mios son linealmente dependientes. 


37. Observe que la matriz 4 (como en el 


ejemplo 5) tiene el primer renglón de ce- 
ros. Por lo tanto А no es invertible lo que 
implica que las matrices son linealmente 
dependientes. 


39. Como los elementos de la base son (1, 0) 


y (0, 1) en las coordenadas x' — y' co- 
rresponden a (cos 6, sen 0) y (—sen Ө, cos 
Ө) en las coordenadas x — y, la matriz de 
cambio de coordenadas es 


Aste соѕ Ө sen 0 
—ѕеп Ө соѕ ө 


PENES 5 
Z J | 2) үз 
я e 
з УЧ? ү? 
Ci 


. Como C es 
C 


ni 
invertible, las n columnas de C son lineal- 
mente independientes. Entonces С, i = 


1,..., п son independientes. Como dim 
V = n por el teorema 5 de la sección 4.6 
В, = {С,..., C.) es una base en V. 
fuo Ta * 05 
45. Sea CA = . Suponga 
Bü La E 4 


А = I. Entonces (х), = 1 (х), = CA 
(х), para cada x e V. Suponga (х), = 


CA(x),,, para cada x e W. Sea В = (V, 
1 
..., Vj. Entonces (У)„ = о = СА 
1 1 Tii 0 
р . Pero CA | = E , de forma si- 
0 0 m 
0 
milar para V. — 1 la 0 = se 
0 1 


llega a que CA = 1. 
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MATLAB 4.8 la matriz de transición Tde Ba Cserá 
igual a C^!B (explique esto). 
1. a) i) w= 1.5v, + .5у, 





й) w = .5v, + 3.5v, зов 
T=|-6 -11 18, 
3. a) Para encontrar las coordenadas de un 1 2 > 
vector w respecto a la base {v}, . . . , V). 
resuelva el sistema de ecuaciones para 0 O0 -1 
escribir w como una combinación li- s=l0 -1 -9 
neal de los vectores de la base; esto es, | 
. 2 6 80 
resuelva el sistema 
[v, v, V, Y, | w]. —-] -2 2 
-84 45 -5 21 Aes ce us 
30 68 -14 
19 —1 1 = 
b) c= 9 0 5 
21 -11 1 -5 b K=ST 
= 2 0 1 9. а) Utilice trigonometria básica. 
с i) (w)-(-105 22 26 —4y. c) i) Tanto B como C tendrán la forma 
iii) Sugerencia: (w), = Cw = combi- cost == (0) 
nación lineal de las columnas de 
C, donde los coeficientes en la sen (8) cos (0) 
combinación lineal son los ele- para alguna 6. Se tiene que 
mentos de w. 2588 .9659 
r- * : 
—7 -13 19 —.9659 .2588 y 
5. c) D=|—6 —11 18 .2588 —.9659 
S = 
1 2 -2 .9659 .2588 


d) (х), = solución a [v, v, у, | х] = ii) Las coordenadas con orientación 


(-6 2 -—1).(x), = solución Ton (3.0272 .2935)' y las coor- 
a[w,w,w,|x]=(+3 —4 0). denadas estándar son (—1.7678 


e) D= Wy. 2.4749). Por ejemplo, para encon- 
—27 -165 25 -81 trar | las coordenadas estándar а 
partir de las coordenadas respecto 


7 40 —4 21 . 

Р) р = | a B, encuentre Bx, donde x contie- 
6 37 —6 17 ne las coordenadas respecto а В. 

Ne 8: пе iil) Las coordenadas con orientación 


T 

7. a) Sea B la matriz cuyas columnas son — son (1.8699 1.5695) y las co- 
los vectores de la base en el conjunto ordenadas estándar son (.2124 
B y similarmente para C. Por ejemplo, 2.4321)". 


Problemas 4.9, página 400 


i iS | -142 5. sean - [2s - (5) сотой ezo, 
12) | 2 : ^ 


entonces, | v, | 0. Por tanto, 


ala +b : с 
VT ER PTT d 


SI- $l- 
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CAPÍTULO 4 


ac + bd al а +? 
КОДОТ 


—b(ad — bc) | (a? + b?) УЛ ad — bc 
wal — ELT 
a(ad bc) (d -9)) ^ уа P 
—b/,| a? +b 
п = А 
У ьа + 
=2.| [2/3 
7. El conjunto de vectores 0, 1 
1 0 


forma una base para т. Por tanto, u, = 














—2/\[5 2/3 —2/\[5 
ofl, v =| 1|— = 0|,= 
1/5 0 AES 
2/15 245/35 
1 уо, = 3\/ 5/7 |. 
4/15 445/35 
9. (2/4/29, 3/.] 29, 4/29) 
2 
= | | a5 
v5 4 
11. 1 ^ t IDE 
E v45 
v5 5 
0 2 (75 
—b/ а? +1? 
13. u =| a/ а +Ь° |, 
0 
g —b a? +b? 
bc 
v! = 0 al а? + p 
: : Ма +2 А 


_ [=еа? I (а? +b) 
—abc|a! + 3 





-ac | (a? + Руа? + + с?) 
—bcl (a? + Ра + Ь + с”) 
(A+) (а? + la + Ь + с”) 











15. 











1 01 [0 0 
0 1110 0 
Los vectores | 0 |,| 0 |, 1 |у 0 |forman 
0 0||0 1 
2) [-3)l1) (4 
1/5 
0 
una base para H. Entonces u, = 0|. 
0 
2/\[5 
0 [5 \( 6/5 
1 0 1 
v =| 0 TEN 0 0 
2 5 A 
0 45 0 0 
-3 25 | -3/./5 
e/ 70 0 15 
5/4 70 0 j 0 
u, = X = |1 |=—— 0|+ 
5 
0 0 45 0 
-3 [70 І 2/\[5 
6/,/70 -1/7 
А 5/ [70 | | 3/14 
== 0|= 1 
70 
v70 0 0 
—3/4 70 1/14 
—2/44 210 
3/4] 210 
yu,=| 14//210 |.Paraencontraru,, calcu- 
0 
1//210 
lamos v, = v, — (,:u)u, — (v, u,) u, — 
148 
0 0 
И 8 0 
(у, 0) 0, = | 0 |- -= 
J5 0 
l 0 
4 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 





6/,[70 —2// 210 
" 5/4 70 ; 3/4 210 
+ 0о|————!| 14//210 
J70 н J210 К 
-3/A| 70 1/,/210 
—8/15 —8/4 465 
4/5 12/4 465 
=| —4/15 |, y entonces и, = | —4/4 465 |. 
1 15/4 465 
4/15 4/,/465 
{(—7/. 66, — V4 66, 4/,/66); 
2 1 —2 
3 3 3 
Qe 4 ¿420-1200 
2 —2 1 
3 3 3 
ро T 
342 li+J8 1-48 
1 1-48 1-48 
(PO = m^ a 
342 i-1-48 1-48 
(РОР M m. 
QUO, o 18 - 


I= 070 = Q'OQ. Pero det (Q'O) = det О! 
det O = det O det O = (det QY. 

Como 1 = det / = det Q'Q = (det OY 

se tiene det O = +1 


Si v, = 0, entonces Ov, + Ov, +... + 0v,_, 
+v, + Ov, +... + Ov, = 0, lo que impli- 
ca que los vectores v, son linealmente de- 


pendientes. Así, v, +0 parai=1,2,...,n. 
d 1 1 3 
$ NES E Е 
a) 5| 2, 9v? 2 
1 1 1| |3 
2 ИЛ 2 2 
heH рені 
a) Podemos asumir que a + 0. Con base 
=b/y| a +? 
en el problema 13, al а +02 |, 
0 
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-acl| (а? + Руа - P + с”) 
—bcl] (а + ba? + 2 + с?) 
(а? By (а? + Ба? + c) 








es una base ortonormal para Н. Así que 
proy,v=0+0=0,. 

b) Después de resolver el sistema и, · x 
—0,u,: x = 0, hallamos que ((a, b, 
c)} es una base para H+ y por lo tanto, 


(a a+ P bla Pc, 


cj a^ t P +e) 


es una base ortonormal. 





c)v=0+y. 
18 
29 
31.4 | 2 
29 
36 
24 
3 == 
-F 1377 
43 
b) 2 __12_ 
—— || v377 
13 13 
0 A 
1377 
ж [ш 
29 29 
с) у= 2 + С 
29 29 
е 
29 29 
0 1 
: 0| 11 
33. a) El conjunto de vectores 1710 
0) 13 
forma una base para H, y por ende 
INN 
ТАБЕ 


es una base огіопог- 


> 


о юм о c 


0 
3/,/11 
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CAPÍTULO 4 


mal. De manera que proy , 


0 4/11 4/11 
_|0 4/11 4/11 
у= + = : 
3 0 3 
0 12/11 12/11 
b) Al resolver el sistema u,: x = 0da como 
—1|[—3 
1 0 
resultado Е para una base 
0 1 
—1/ S2 \ [=3/,/22 
de H. Así que 1/2 | MSS 
0 0 
0 2/4 22 
es una base ortonormal para H. 
4/11 —3/2 3/22 
4/11 3/2 3/22 
c) + 
3 0 0 
12/11 0 1/11 
4/11 — 15/11 
4/11 18/11 
= + ; 
3 0 
12/11 —1/11 
35. ju, — uf = (u, — u) - (u, — u,) = luf 
-2u:u,-*|uf-21-0-1-2- lu, 
- u] = xA. 


37. Para tener independencia lineal se necesi- 
ta que a? + 22 # 0. Para tener ortonorma- 
lidad se necesita que a? + P? = 1. 


39. Suponga que |u + v| = ju] + |v|. Entonces 
lu + v? = (u + у) · (и + v) = Jul? + 2u : y 
+ |v}? por otro lado ju + v}? = (|ы + |у|)? 
= lu? + 2juliv)) + |vP, igualando ambas 
ecuaciones se tiene 2u · y = 2]u||v| lo que 
implica que и = Av para algún escalar A 
por lo que los vectores son linealmente de- 
pendientes. 


41. Utilizando inducción. Cuando л = 1, se 
tiene x, 4 0 y dim gen {х} = 1. Asuma 
que el resultado es cierto para k = n, |х, 
tao х= [e] +. рее y dim gen 
{хә sx} = 1. Cuandok 2n + L 


А ж | = l ele] 

+ peal =[х+ + xt Iu 
Del problema 39 se tiene que x, = 
Mx, ++- + x) por lo tanto x, e gen 
{xp 5, х,) por lo tanto dim gen (x, 

эх) 7 L. 

. Sea v e H. Entonces para cada ke H-, 
v:k=0 > ve(H?):, > H<(H?)!, en- 
tonces V,k = 0 para cada k e H-. Supon- 
ga que v e (H-)-, entonces v · k = 0 para 
cada k e Н+. Por el teorema 7, existe h e 
Hype Н tal que V = h + p. Entonces 
v:p=0=h:p+p:p=p:p = р = 0. 
De modo que V e Ну (H*)'<H, por lo 
tanto H = (H?)?. 


45. Sea he Н}. Entonces h : v = 0 para cada 
V e H,. Como, H CH, entonces h : у = 0 
para cada V e H,. Por lo tanto h e H; y 
HCH}. 


MATLAB 4.9 


1. El programa para el inciso b) es: 

71 = wl/norm(w1), 

t2 = w2 — (w2':z1)*z1; 

22 = t2/norm(2), 

t3 = w3 — (w3'»+z1)*z1 

— (w3'*z2)*z2; 

73 = t3lnorm(t3) 

Verifique Ја ortogonalidad encontrando 

Z, * Z, E, * Z,y 2, * Z. Verifique las com- 
binaciones lineales encontrando la forma 
escalonada reducida por renglones de la 
matriz[Z, 2, 2, | w w, w] 


3. a) alc) 

p, = (1 2) y p, = (—42)'. Recuerde que 
una proyección sobre un vector baja 
una perpendicular a la recta determi- 
nada por el vector de manera que, en 
la gráfica de la combinación lineal, el 
paralelogramo dibujado será un rec- 
tángulo. 

d) p, = (1.63.2) y p, = (2.4 — 1.2). 

f) La proyección sobre v, es la proyección 


2 


sobre Н+. 
—.2673 .8729 
5. a) {2,2} = .5345 |,| —.2182 
.8018 .4364 
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b) Porque la dimensión de H+ es 1 y n es 
perpendicular а Н. 


с) Сотраге 
р = (z1'xw)*z1 + (z2'«w)«z2 
соп 
q = w — (n'*w)«n. 


d) 





7. а) Primero calcule 
q = ul'*wzul + u2'«w*u2 
+ u3'sw*u3 + ud'«wsud 

y compare con p = BxB'«w. 

b) Seleccione x, un vector de 4 X 1. Ob- 
servará que |w — p| es más pequeño 
que |w — h| ya que p es el vector en H 
que está más cerca de w. 


c) p = BB'w = DD. 


d) Sugerencia: consulte el inciso a). Pien- 
se que w : u, es u; * w y observe que 
ese renglón i de B' es u;. Recuerde que 
una combinación lineal de vectores se 
puede interpretar como una multipli- 
cación por la matriz cuyas columnas 
son los vectores. 


9. a) Sugerencia: interprete у · u, como u; * 
v y utilice el hecho de que el renglón i 
de B'esu;. 

b) Utilice los hechos de que u, y w tienen 
normas iguales a 1. 


Problemas 4.10, página 419 


11. 


15. 


c) i) Cada ángulo es de 45”. Asegúrese de 
encontrar w introduciendo el vector 
dado y después dividiendo por su 
norma. 


ii) El ángulo con v, es de 135? y el án- 
gulo con v, es de 45°. 


d) Todos los ángulos son los mismos e 
iguales a 54.74”. 


Sugerencia: demuestre que (4B)'(AB) = 1 
usando las propiedades de 4, B y la trans- 
puesta. 


. a) det (Q) = +1. 


b) Sugerencia: encuentre el determinante 
de ambos lados de ОО' = 1. 
c) [det (Q)| = 1. 


b) La base canónica es ortonormal y la 
rotación preserva la longitud y los án- 
gulos. 


c) Los productos de matrices ortogonales 
son ortogonales. 


d) [v, v, у, | noes una matriz ortogonal. 
9186 —.2500 .3062 
е) A= YRP = | —.1768 .4330 .8839 
—.3536 —.8660 .3536 


La matriz B siguiente contiene los nue- 
ve ángulos. La primera columna de B 
contiene los ángulos entre el eje x es- 
tándar y los ejes x, y y z del satélite, 
respectivamente. De manera similar, la 
segunda columna contiene los ángulos 
entre el eje estándar y y las coordena- 
das del satélite, y la tercera columna 
contiene los ángulos entre el eje están- 
dar z y las coordenadas del satélite: 


23.28° 100.18° 110.70° 


B = |104.48° 64.34 150.00° 
72.17% 27.88? 69.30? 





408 57 13536 10800 1584 , 
= 243,240.45 5. y= + х + x 
7126 126" Ч У 514 5184 * 5184 
= 2.61 + 2.08х + 0.31x? 
3. у= 162 _10 x=1.93-0.12x Ésta es la ecuación de la parábola que pasa 
84 84 


por los tres puntos. 
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11. 
13. 


15. 








. Elargumento aquíes casi paralelo a los ar- 


gumentos dados para las aproximaciones 
lineales y cuadráticas. 


. Ésta es una generalización del problema 7. 


y = 108.71 + 4.906x — 0.00973x? 


17. 


Escogemos la función a realizar 


. Una vez en la 





pantalla de interfase con la calculadora 


Б АИ = 

toat 

Rot: 1 Y-t 

тек. Linear Fit . А 
introducimos 


Later stetistical deta 


[OU беед рир Сен ен] 
los datos a los que se hará el ajuste, 





AAA S | бо!а A 
1 SEE 


. Ya que se tie- 


Kater gtetirticot dete 





nen los datos se presiona “OK” y se ob- 
tiene el mejor modelo lineal junto con in- 


formación relevante sobre la calidad del 19. 


16.717661141+=, [| 
1 A4 S PEE 


ovar lancer. 


411€ 7176611816. 17)77990 0147317 
CODERE CITO IO 


Repitiendo el procedimiento del ejercicio 
13 con los datos del ejercicio 15 se obtiene 


, el mejor mode- 


i 
И 
1 
1 
1 


72111. б 

orre ^p ioni 

см1 аге: 
URI IODRUMULI 


lo lineal es 





4-111.320$7007192 17729270617 
DGUHNHEEIGUUOIONEBUD 


Construimos la matriz de Vandermonde 
con los datos de las abscisas 


. Escribimos la 





los parámetros 


73.391358817 


| 217. tiu с | 
1. 35739160172Е-2 





у= -217.42127707 — 3.39135881734х + 
0.0135739160172x? 


Construimos la matriz de Vandermonde 
con los datos de las abscisas 





los parámetros 


>> 8851803867 
2.01798202762 
4.05643704608E - 5 





y = —53.8851803867 + 2.01798202762x 
+ 0.0000405643704608x? 


MATLAB 4.10 


1. b) u = (2.9535 


—1.1813)'; por lo tanto, 
la recta es y = 2.9535 — 1.1813x. 

c) Utilice el comando norm de MATLAB. 
ly — Ац = 4.066 y |y — Aw| = 2.9712. 
La suma de los cuadrados de las dife- 
rencias en las coordenadas y entre la 
recta de mínimos cuadrados y los pun- 
tos es menor que si se usa cualquier 
otra recta. 

d) Recuerde que proy,, y = BB'y. 

e) у= —.4722. 


. g* —30.6364, va = 60.9470 y la altura so- 


bre el suelo es « 10.8977. 


5. a) El ajuste de recta es y = —.1942 + 


1.1921x con la norma del error de 
mínimos cuadrados igual a .4419. El 
ajuste cuadrático es у = —.0423 — 
.7078х —5.7151x?, con la norma del 
error de mínimos cuadrados igual a 
.1171. El ajuste cuadrático es un poco 
mejor: la norma es más pequeña y los 
puntos * parecen más cercanos al ajus- 
te cuadrático. 

b) El ajuste de recta es у = 35.9357 
—83.4269x, con la norma del error de 
mínimos cuadrados igual a 25.3326. 


Problemas 4.11, página 439 


1. 


ж= 1 2 2 
й) (А, А) = а + a) +... +а? 2 0. 


ii) (А, А) = 0 implica que а? = 0 para i = 
1,2,...,nde manera que А = 0.81 A 
= 0), entonces (4, А) = 0. 


il) (А,В + С) = афу + с) +... + 
a, (E t Can) — аб, т ас +... + 
а „Р т а „Сд = (abi, +... + AP y) 


+ (а с, +... +a c)=(4, В) + 


11711 nn nn 
(4, C). 
iv) Similarmente (А + B, C) = (A, C) + 
(В, С). 


v) (4, В) = (В, А) = (В, А), ya que to- 
dos los elementos son reales y a,b. = 


ii ii 


vi) (04, B) = (оа), +... + (оа )b,, 
= [аЬ +... +а b |= a(A, B). 


11711 nn nn 
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El ajuste cuadrático es y — 41.5798 — 
51.2577x 59.5481»? con la norma del 
error de mínimos cuadrados igual a 
15.2469. En apariencia el ajuste cuadrá- 
tico es mejor: la norma es más pequeña 
y los puntos * se ven mucho más cerca- 
nos al ajuste. Sin embargo, observe que 
un punto se puede considerar disperso. 


. El ajuste de recta es y = 40.8537 + .0066x 


y el ajuste cuadrático es y = —78 + .32x 
—.0002x? El ajuste cuadrático parece 
mejor, y con esto se puede concluir que el 
producto será más fuerte si la temperatu- 
ra es de 8000. 


. La recta de mínimos cuadrados es 


y = —0.34184x + 0.16454 


Con x la fracción molecular de Ca y y e/ 
coeficiente de distribución Fe- Mg. 





o 
= 
оо 


М, 
o 
P 
zy 





o 
— 
A 








e 
x 





Coef. distribución Fe-Mg 
> s 
e] 





























2 
e 
б 





o 


0.05 0.1 0.15 0.2 
Fracción molecular de Ca 


vil) (А, AB) = (AB, A) = (UAB, А) = 
о(В, А) = «(А, B) = a(A, B) 


. Sea E, la matriz de n X n con un 1 en la 


posición i, i y 0 en otra parte. Es sencillo 
ver que (E, E, ..., E, y es una base orto- 
normal para D,. 








(Лү) 
; mde HS -») 


. Primero observe que si 4 = (a), y B = 


(b), entonces 


(AB), =$ apa, 
k=1 
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de manera que 


t( AB) - Y Y a,b, 


i=1 ¡=1 


i) (A, A) = (АА) 


ij 

PAX jel 

ii) (A, A) = 0 implica que a; = 0 para 
todo i y j con lo que A = 0. Inversa- 
mente, si 4 — 0, entonces 4' = 0 y 
АА! = 0 por lo que tr(44”) = 0. 

їй) (A, B + C) = tr[A(B + Oy] + tr[4(8' 
+ С)] =tr(4B' + АС) = (АВ) + 
tr(AC) = (А, В) + (A, С). 

iv) De manera similar, (А + B, C) = 
(А, С) + (В, С). 

v) (4, B) = Y Y a,b, = w(BA') + (B, А). 


yo 
i=1 ¡=1 


vi) (04, B) = tr(aAB) = 
о(А, В). 
vil) (4,0.B) = (&B, A) = o(B, А) = o(A, B). 


i f | f J o) | | 
0 0 0. 0 1 0 0 1 
i) (p, p) = play + p(by + p(cy = 0. 
il) (p, p) = 0 implica que p(a) = p(b) 
— p(c) — 0. Pero una cuadrática 
puede tener a lo más dos raíces. 
Entonces p(x) = 0 para toda x. In- 
versamente, si p = 0, entonces p(a) 
— p(b) = p(c) = 0, de manera que 
(p. p) = 0. 
їй) (p, q + r) = р(а)((а) + r(a)) 
+ p(by(q(b) + r(b)) 
+ р(с)(4(с) + г(с)) 
= [p(a)q(a) + p(b)q(b) 
+ р(с)(4(с)] 
+ [pla)r(a) + p(byr(b) 
+ plcjr(c)] 
= (р, q) + (p, р). 
iv) De manera similar, (p + q, r) = 
(p, r) + (q,r). 
v) (p. 4) = p(a)q(a) + p(b)q(b) 
+ p(o)y(qte) 
= q(a)p(a) + q(b)p(b) 
+ g(c)p(c) 
= (4, p). 


a tr(AB") = 


13. a) 


vi) (ор, q) = [oy(a)]q(a) 
+ [ap(b)lg(b) 
+ [0р()]4(с) 
= о[р(а)4(а) 
+ p(b)q(5) 
+ p(o)qte)] 
= о(р. 4). 


vii) (p, од) = (ор, q) = a(q, р) = 
Op, q) 


b) No, ya que її) se viola. Por ejemplo, sea 
a=1,b=-—1 y p(x) = (х = 1)(х + 1) 
= x? — 1%0. Entonces p(a) = p(b) = 
0 de manera que (p, p) = 0 aun cuando 
p%0. De hecho, para cualquier polino- 
mio q, se tiene que (p, q) = 0. 

















15. 4/31 
rm) 
[ч] Ivl) Alu]. lv] 
_(40) (uu) (уи) 
lu? (ulivi Jully] 
(У,у) 
Iv 
[uf о, у) t Qu у) 
а | [ull v | | 
Iv? 
Iv? 


Ahora si z = a + bi, entonces z + Z = (a + 
bi) + (a — bi) = 2a = 2 Re z(y z — Z = 2bi 
= 2ilmz). Así, (u, v) + (и, у) = 2 Re (u, v), y 
2 Re(u, v) Ме 
jul] v] 





se tiene 2 — = 
jul] v| 

Sea X un número real. Entonces 0 = ((№ + 
(u, v)v), Qu + (u, у)у)) = Аы? + [(u, у) PvP 
+ Mu, v)(u, у) + Au, v)(v, u) = (ya que X 
es real) Аја + 2A|(u, v)P + (u, v)P|vP. La 
ültima línea es una ecuación cuadrática en 
À. Si se tiene aX? + bÀ + с > 0, entonces 
la ecuación aA? + РА + c = 0 puede tener 
a lo más una raíz real y, por lo tanto, b? — 
4ac = 0. Así, 4(|(u, у)|)° — 4[uP|(u, v)P|vP = 
Оо (и, у)? = lufy}? y [(u, v)] = lul vl. 





19. Н: = gen ((—15x? + 16x — 3), 
(2008 = 30x? + 12x — 1)) 


| 30x? + 52х +19 
20 
4 (-20x* + 30x? – 12х +1) 
20 


21. 1+2x + 302 -x 





2 2 8 
з. 20 (2-2) on 
+ 52+2-%) 
T 


т^ т 
x4 5(6x? — 6x +1) 
= —0.8346x? — 0.2091x 


-- 1.0194 
SES E 
25. 4s=| v? A 
1 i 1 i 
Emm =+- 
2 2.2 2 
Verifique que А* A = I. 


27. Se verifican las siete condiciones en la pá- 
gina 432. 


à CDS [77| euo 


yaque f 20y/f; z0 
й) Se deduce del inciso i) 


Problemas 4.12, página 449 


1. Sea L un conjunto linealmente inde- 
pendiente en V Sea 5 la colección de 
todos los subconjuntos linealmente inde- 
pendientes de V, parcialmente ordenados 
por inclusión tales que cada conjunto 
en S contiene a L. La demostración sale 
igual que la del teorema 2. 


3. El resultado es cierto para n = 2. Supon- 
ga que es cierto para n — k. Considere 
los k + 1 conjuntos 4, 4, ..., Ay А, 


Ejercicios de repaso del capítulo 4, página 455 
1. Sí; dimensión 2; base {(1, 0, 1), (0, 1, —2)} 


3. No, ya que si (x, у, 2) satisface x + y + 
z X 0, entonces —(x, y, 2) satisface x + 
y + z = 0 y este punto no pertenece a la 
primera desigualdad. 


5. No, no lo es; (1, —4, 3) satisface la ecua- 
ción, pero (— 1,4, —3) no. 
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ü) (fg) [ /(е+®) 
= [fe fh- 0.9) * C. 
iv) Similar al inciso iii) 
» G.2- [fa [af y 
G.D- F=f z 





v) (а Л.) = f'a fg=a f fz 


vi) (у,ов)= | /(ов)= | fag 
=a f f3=0(f,8) 


29. Jr 


MATLAB 4.11 


1. Consulte el problema 1 de MATLAB 4.9. 
Necesitará calcular un t4 y un z4. 


3. El inciso a) funciona porque (w, и) es 
igual a u/*w por definición. Consulte el 
problema 7 de MATLAB 4.9. 


en una cadena. Los primeros k conjun- 
tos forman una cadena y, por la hipótesis 
de inducción, uno de ellos contiene a los 
otros k — 1 conjuntos. Llame a este con- 
junto А, Entonces A4, C A, o bien А, 
C A, En cualquier caso se encontró un 
conjunto que contiene a los otros k sub- 
conjuntos y el resultado es cierto para 
n — k + 1. Esto completa la demostra- 
ción por inducción. 


7. Sí; dimensión [n(n + 1)]/2; base E; j= 
1)), donde E, es la matriz con un 1 en la 
posición i, j y O en otra parte. 


9. Sí; la base es (1, x, x?, x?, x^); dimensión 
=5 


11. Sí; la base es: 
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13. 
15. 
17. 
19. 


21. 
23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


1 0 0 0 0 0 

o 0|, 1 0|, |0 1 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0|, |0 0|»: dimensión = 5. 37. 
1 0 0 1 
$1; dimensional infinito. 
Linealmente dependiente. 39. 
Linealmente dependiente. 


El conjunto de vectores no es linealmente 
independiente. 


Linealmente dependiente. 


Linealmente independiente. 


13 —5 
a) =|5 0 S|=-180> linealmente in- 41. 
24 6 dependiente. 
2. 3-1 
b) =|1 -2 -4|=0= linealmente de- 
4 6-2 pendiente. 


y = 2x/3 base: 9]; dimensión = 1 


Dimensión 3; base ((1, 0, 3, 0), (0, 1, 
—1, 0), (0,0, 1, 1)}, (x, z y, w) 


Dimensión 4; base (D,, D,, D}, Dj, don- 
de D, es la matriz con un número en la 
posición (7, i) y 0 en otra parte. 


1 0 0\ (0 1 0| fo 0 1 
оо ofo о oPlo о 0) 


43. 


оо о\ (оо 0) (0 0 0 

100/10 1 0 10 0 I 

la dimensión es 6. 

1-13 1-1 3 10 2 45. 

2 04i>slo 2 —-2|ә|0 1 -1; 

0-22 0-2 2 00 0 
-2 

N,=gen 1p, 


-1 
v(4)=1, rango А = реп 3|2|,| 0|p, 
0) | -2 


pCA) = 2. 


Imagen А = ЁЁ, №, = {0}; p(4) = 3, 
v(A) = 0. 


1 3 
2 7 
N =gen Я ,V(4) = 2, 
АЕ (4) 
0 2 
1 -1 
C, = gen р ‚р(А)=2 
1-1 2 3 1-1 2 3 
0 1-10 0 1-10 
> 
1-2 33 0 1-10 
23 56 0 1-10 
10 13 -1|[-3 
1-10 1 0 
> 0 ¿N,= gen : : 
00 00 1 0 
00 00 0 1 
1 -1 
0 1 
v(4) = 2, rango A = gen Р ; 
1||-2 
2) 1-3 
p(4) =2. 
110 i =3 2 
с=| 012 0 2 3-2 |; 
103 =2 2 2 
=3 —17/5 
C'!| 4|= 2/5 
2 18/5 


1 0 1(1 1) 3/1 0 
ge =—— +2 
0 2 210 0 211 0 


| aC) 


143 
49. 3 
14/3 
E =з dE E 
51.a)|-1| D| 1/3| 9|-1|* 
$ V3 2 
1 1/\[ 2. 0 
1 0 1/2 
53. a) b) ; 
i -w2[| 0 
1 0 =1//2 
CaPíruLo 5 
Problemas 5.1, página 464 
1. Lineal. 3. Lineal. 5. Lineal. 


7. No lineal, ya que 


x ох i 
Taly =T oy | | 
az 
2 az 
mientras que 
и 1 
2 az 
2 
9. No lineal ya que 
2.2 
y y y y 
11. Lineal 13. Lineal 15. Lineal 
17. No lineal, ya que 
X X X 
т| о ||2otr|" |ar ^ 
2 2 2 
Ww Ww Ww 
sia zlo0 
19. No lineal, ya que 


T(A + B) = (А + BY(A + B) 
= (4! + ВЭА + B) 
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| 


+ 


la ja nl Nje 
ja ы nl ni 


1 1 
55. *=-— (Se? +25)x? + —(5e* +67 
proy e oss e )х T e ) 


mia wj iu 


+06 — 61) P [0,2] 


57. у= HU + 9х —16) 


= АА + A'B 
+ B'A + B'B 
Рего 
T(4) + Т(В) = A'A + B'B 
+ T(A + В) 


a menos que 4'B + B'A — 0. 
21. Lineal. 


23. No lineal a menos que а 1 ya que 
T(aD) — I - aD-*a(I — D) -aT(D). 


25. Lineal. 
27. Lineal. 
29. No lineal ya que 


Т(ор(х)) = op(x) + [ор(х)] + «Т(р(х)) 


31. No lineal a menos que а 
T(af) = of(x) +14 a( f(x) +1) 
= aT(f(x)) 


1 ya que 


33. Lineal. 
35. Lineal. 
37. Lineal. 


39. La transformación T hace una rotación 
de vectores en el plano xy de 180°. 
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41. 


b) 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


4-343 
А1472 
Ө 4 3-443 
2 
La transformación Т rota a los vectores 
en sentido contrario a las manecillas del 


reloj un ángulo Ө en torno al eje y en un 
plano paralelo al plano xz. 


а, a, a, 
— E а a, 
T(4)=T|a,, а, а, |= 


а, ау, Az 





T(0)=T(x-)=T(0)-T(3)=0, si V y 
W son diferentes los dos ceros pueden ser 
diferentes. 

T(av)=(u,, оу) =0(u,, v) 0(и,, v) = 
aT(v) a menos que кє L 

Sea T, e L(V, W) y T, € L(V, W). Como 
(Т, +Т,)(х+ у) = 7(х + у)+ 7,(х + y) 
-T)*T)* T, G)* TQ) 

=(Т +Т,)(х)+(Ш * T, Xy), 

y además (T, + T, (ох) = T (ax) +7, (ax) 
= a(T (x) + T (y) = 0(T, +7, (x), se tiene 
cerradura en la adición. Como (aT) 
(x t y) = aT(x + y) =0(T7x + Ty) =0.Tx + 
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1. 


Núcleo = ((0, y); ye R}, es decir, el eje y; 
imagen = {(х, 0): x e IR), es decir, el eje 


x p(T) = v(T) = 1. 


. Núcleo = {х|х = 0}, v(7)=0, ImT = 


fe y)e у= d p(T)=1. 


. М(Т) = {(х, у, z, w)| х= -2уу= -№}, 


v(T) =2, ImT =P, p(T) = 2. 


СЕЕ 4i 


Imagen = M 


22? 


p(T) = 4, T) =0 


«Ту = (aT)x + (оТ)уу(оТ)Вх) = oBT(x) 
= Ват (х) = B(aT)x entonces se tiene ce- 
rradura con el producto escalar. Observe 
que la transformación neutra es la trans- 
formación cero, y para cada elemento 
TeL(V, W), entonces (—T) e L(V, W) y 
T +(-Т) = 0. El resto de los axiomas se 
satisface a partir de las reglas de la suma 
y la multiplicación por escalar de funcio- 
nes. 


MATLAB 5.1 


1. 


11. 


13. 


15. 


La figura es un perro sin cola. Los puntos 
son asteriscos (*) rojos y se tiene —20 < 
х,у = 20. 


. а) Las dos escalas, de x y y del perro es- 


tán duplicadas. Por ejemplo, el ancho 
de una pata se duplica y la altura se 
duplica. 


Ь 


© 


La primera matriz duplica la escala de 
x y deja la escala de y igual. Entonces, 
por ejemplo, el ancho de una pata se 
duplica pero la altura es la misma. La 
segunda matriz duplica la escala de y y 
deja la de x como está. Así, por ejem- 
plo, el ancho de la pata es la misma 
pero la altura es el doble. 


с) La matriz multiplica la escala de x por 
r y la escala de y por s. 


. Núcleo = (4: 4' = — A) = (4: Aes anti- 


simétrica); imagen = (4: А es simétrica); 


р(Т) = (п? + m2; У(Т) = (п? — п)/2. 


Nu(T) = {/@)| f(t) 2a, * ai, ay, a, ER}, 
v(T) 22, ЊТ =(f e C[0, 1]}; p(T) = oo. 


Nu(T) —1(0,0) , 
eT) -2. 


Para todo ve V, у= ау, +а,у, +: tav, 


v(T)=0, Im7 =, 


para algún (a,, a, ..., a, ). Entonces 
Tv=T(av, ta,v, + ta,v,) 
= аТу +а,Ту, + +a Ту, 


=ау, + 4,V, Tec av, 


Рог lo tanto Tes el operador identidad. 


17. Nu(T) es un subespacio de K? que con- 
tiene al origen. Por lo tanto del ejemplo 
4.6.9, ImT o es a) {0}, o b) una recta que 
pasa por el origen, o c) un plano que pasa 
por el origen, o d) R. 


19. Tx = Ax donde А = 


1 
21. T=| 0 
=2 


1=с 
ë 





a 
b=d 


a 


‚ c, dek. 
d 





Rh м © 
ooo 


23. NuT =(f e C'[0, 1]; xf" (x) =0, Vx e[0, I]! 
= f(x) constante є [0, 1] 


ImT = (xf (xy: f(x) e СО, П. 
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«C 


—2 
| Nu(T) = (0); imagen T = E? 


v(T) = 0, p(T) = 2 


2 


v(T) —0, ЊТ = gen 


5. al 
C 


1|, Nu(7) = (x eIB|x 20), 


2 
=] 
1 


‚р(Т)=1 


Й! Sia=b=c=d=0, Tes la 


transformación cero de modo que Nu(T) 
= RP v(T) = 2, ЊТ = {0}, p(T) = 0. Si 
ad — cb =0 y suponga que al menos uno 
de los coeficientes a, b, c, d es diferente de 
cero. Sin pérdida de generalidad, sea a + 0. 
Entonces p(T) = 1, (D) = 1, 


мо (7) mr =se") 


=1 2 
7.13 1 4 
5 —1 8 


1) f-1 
; imagen T = реп 313 |,| 1|; 
5} \-1 


Respuestas a los problemas impares 


25. a) Suponga que T, 


9. 


11. 


Nu(T) = gen 
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Т, EU. Entonces pa- 
ra cada he Н, (T, +7,)h=7h+T,h = 
0+0=0, y (оТ )һ = о(Тһ) =0:0=0. 


Рог Іо que U es un subespacio de L(V, 


V). 


b) dimU = n(n — k). De hecho extendien- 





do una base de H,(u,, ...,u jj, a una 
base de V, (u,, ..., и}, por lo tanto 
Te Uc T(u) —::- = Tu) = 0. En 
particular T(u, , ,), ..., T(u,) sonn — k 


vectores arbitrarios en el espacio V de 
dimensión n. Por lo que si T (u)=u ; 
gi à 
T(u)-0, 141, k«isnm Isjsn, 
entonces T; son una base de U. 





Nu(T) = gen E :p(T)=2, 
v(T)=1 
=]. 2 3 
1 4 35imagenT = 
1 066 
gen 4| 0|, ; Nu(T) = 
1 
=б | [-6 
=. =4 || =3 
g 1 > 0 „ 
0 1 


p(T)=2,v(T)=2. 


abo0 0 
A, = > 
00 cd 


v(T) = 2, ImT =P) p(T) = 2. 
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CAPÍTULO 5 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


п 33 
4, 1 al p(T) = 2, v(T) = 0, 
7 7 
Nu T= (0), InT =P?. 
1 -1 
А„=| > аера 2,м(Т)у= 0, 
l 2 
5) 5 
1 = 


Nu(T) = {0}, (mT); = gen 


ul afg 
ui 5| 


1 
Ае) = 1,0) =0, 
1 


Ми(Т) = (0), ImT = реп +x +x? x^). 


00 —1 0 
=2 =2 
ao 1 0 j! p(T) > v(1) > 


Nu(T) = gen(l, x? —1), Т =R 


1-12 3 
0 1 4 3j;imagenT = 
1 065 


gen (1-- x^, 1 x, 3 3x + 5х2} = 
Р; Nu(T) = gen (x^ — 4x — 6}; 
PD) =3, v(T) =1. 





00000 
0 10 0 
A, = 1 ЕЛ 
00000 
00010 
1) (0) fo 
0| 10| |0 
Nu(7) = репу 0 |, | |, | 0 |, v(7) = 3, 
ol loj |0 
0) (o) U 
0| (0 
Im(7) SLE (7) = 2 
= реп Ed ^ = 
at 
oj (1 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


3 
90) = 3,00) =0, 


Nu(7)) = (0), (7) = geníx, x’, x^ 


; imagen D = Р; 





o ooo 
оо мю o 
о шо о о 

о о о 


O о O н 


4 
nu D =R; p(D) = 4, v(D) =1. 


0 1 0 0 0 
0. 0 2 0 
0 0 0 0 р 
0 0 0 0 > n 


imagen D = P, ;nu О = V; 
pCD) = n, v(D) =1. 


122 0 
A,=|0 1 4|, МТ) 2| 0 |, v(T) = 0, 
0 0 1 0 


Im(7) = E, p(T) = 3. 
Sea m e RR, se define a [m], = m(m — 1) 
(т —2)---(т—К+1),1<=К <= т. 

А, ЕЕЕ (a) ep" 69". 

а; ды = [k +1—1],, 
IsjsSn-—k-Tla,-0 en otro caso. 
p(D) = п-к +1,У(р) = (и +1) – рр) = К, 
Nu(D) = gen(l, x, x?,..., x^), 

Im(D) = gen(l, x, x^, ... „х= р, 





1 1 1 
А =|1, =, =,..., ‚р(Л)=1, 
9 | 2 3 ==) pU) 


v(J) 20 , Nu(J) = (0), Im(J)=R. 


; imagen T — P; 


© o me 
— о oc 


0 
1 
0 
nu =T ={0}; (T) 23, (T) —0. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 





1000 
0000 
0000 
01 00 
0000 
0000 
Por ejemplo, еп М. A. = 
iid ewm dg rw 
0000 
0000 
000 1 
0000 
0000 
1, 
En general, А, = (а,), donde a= 
0, 
00 0 
0 0 —1|;imagenD= 
0 1 0 


gen {sen x, cos x; nu D = E; 
рр) = 2, v(D) = 1. 


1 Hg 
2 1 
112 2 


Sean B, y B, dos bases para V y W, respec- 
tivamente. Se tiene (Ту), = AV); para 
todo ve V. Entonces v € МХТ) si y sólo 
si Tv = 0 si y sólo 51 A4), = = (0), si y sólo 
si (V), e nu 4,. Así, el núcleo de T — N, 


de manera que v(7) = v(4,). Si w e ima- 


gen T, entonces 7v — w para algún ve Y, 
con lo que 4 My, = (Ту), = (w), . Esto 
significa que (w), € К, „ре este modo Ra 
= imagen T de manera. que p(T) = p(4, X 
Como у(4,) + p(4,) = n, del teorema 
4.7.5, se ve que también v(T) + p(T) = n. 


Comprensión a lo largo del eje y con c = 4 
Corte a lo largo del eje x con c = 2 


Corte a lo largo del eje y conc = + 
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© oooO о cc ccc-— oc 
>D > со с ccc с с єс бф 
©. O OO -.oooo.oo o 
oo е O O O occ cocco o 
© © occ c © © © Om > 
© O O O O DO Mm O со о со oso 
D © O h O ooo ooo © 
— D OG С> O O OOGO о © 


511 = Кт + 1 

у/= (1 = )и+ к +1 
рага k = 1, 2,...,п- 1 
yl=1,2,...,m 

de otra manera 


53. Reflexión con respecto a la recta y = x. 


1 0 
55. f | 
0 1 
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CAPÍTULO 5 


ede ао v 


MATLAB 5.3 


1. a) El siguiente es un posible programa: 


pts = [0 3 3 0:0 0 2 2] 
Is = [i 2 3 42 3 4 1] 


Un 
© 
— j= 





A-[5 00 3] 
grafics(pts,Ins,'b','*',10) 
hold on 
grafics(A*pts,Ins,'g','o',10) 
hold off 
b) Utilice A = [1 2;0 1] para corte en la 


figura 5.8a) y use A = [1 -2;0 1] para 
el corte en la figura 5.85). Al llamar a 
grafics será suficiente con usar M = 7. 
Utilice A — [I 0;-2 1]. Será suficiente 
con usar M = 6. 


с 


Xx 


3. a) Al demostrar que Т es lineal, use las 
propiedades del producto punto: (у · 
ох) = 0(V:Xx)yV:(xX+y)=v:x+ 
v · y. Para encontrar la representación 
matricial use el hecho de que Т(е) = 
(v: e)v = vy. 





b) P — [10;0 0]. Una base para la imagen 
es v y una base para el nücleo es w — 
(0 1)', un vector que es perpendicular 
a v. Para proyectar un vector sobre 
v, se baja una perpendicular desde el 
punto terminal del vector a la recta de- 
terminada por v. Así, por ejemplo, si 
un vector es perpendicular a v, la pro- 
yección es el vector cero. Toda proyec- 
ción sobre v es paralela a v, por lo que 


es evidente que v es una base para la 
1 01 o 2 
1 1 





imagen. 
с) y d) Similar a b). Una base para la 
imagen será v y una base para el nú- 
|, Jb у | | cleo será un vector perpendicular а у. 


2.5 —.5 
7. a) A= 
=5 2.5 
Multiplique las representaciones indi- 
viduales de las matrices en el orden co- 


PRATS: 
Ф н 
| 
h e 
SA 
PE 
Ф н 
N © 
HA 
PS 
Ф н 
= ula 
L'—À 


rrecto: (rotación positiva) (expansión) 
(rotación negativa). 


f : 
b) A= 
0 3 
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1. Como (04) = 04 y (A + В) = A + BST 


13. 


15. 


17. 


es lineal. 4' = 0 si y sólo si 4 = 0 de manera 
que Nu(7) = (0) y Tes 1-1. Para cualquier 
matriz А, (A^! = A, por lo que Tes sobre. 


1) Si Tes un isomorfismo, entonces Tx = 
AX = 0 si y sólo si x = 0. Así, por el 
teorema de resumen, det 4, # 0. 

ii) Si det А, + 0, entonces A,x = 0 tie- 
ne una solución trivial. Así T es 1-1, y 
como V y W son de dimensión infinita, 
T también es sobre. 


. m = [n(n + 1/2 dim (4: Aesn Xny 


simétrica}. 


. Defina T: P, > W como T, = xp. T, = 0 


implica p(x) — 0; es decir, p es el polino- 
mio cero. Así T'es 1-1, y como dim W = 
5, T es también sobre. 


. mn — pq. 
11. 


La demostración del teorema 6 prueba la 
afirmación bajo el entendimiento de que 
los escalares су, C,, . . . , c, son números 
complejos. 


T(A, + А) = (4, + A)B- AJB- AB = 
TA, + TA; Т(®А) = (04)B = о(АВ) = 
ATA. Así T es lineal. Suponga que TA = 
0. Entonces 4B = 0. Como Bes invertible, 
se puede multiplicar por la izquierda por 
B^! para obtener А = ABB! = 0B^! = 0, 
osea, A = 0. Por lo tanto, Tes 1-1 y como 
dim M,, = п? < оо, Tes un isomorfismo. 


Elija he H. Después proy,,h = h de ma- 
nera que T'es sobre. Si Н = V, entonces T 
también es 1-1. 


Como T es un isomorfismo, Nu(7) = nu 
А = (0) de manera que, por el teorema 
de resumen, А es invertible. Si x = T" ly, 
entonces Tx = Ax = y con lo que x = 
А-у porque 4”! existe. Por lo tanto, T^ !y 
= Aly para todo y e R”. 


Respuestas a los problemas impares 


19. 


731 


c) T expande por un factor de 2 en la di- 
rección del primer vector de la base en 
B y expande por un factor de 3 en la 
dirección del segundo vector de la base 
en B. 


Para z = a + ib e € defina Tz = (a, b) € 
R’. Entonces 7(z, + z) = T((a, + а) + 
(b, + 5,)) = (a, + a,b, + b) = (a, b) 
+ (а, b,) = Tz, + Tz. Sia e IR, entonces 
T(az) = Т(о(а + ib)) = Т(оа + іар) = 
(оа, ab) = aa, b) = «Т>. Por lo tanto, 
T es lineal. Por último, si T(z) = (0, 0), 
entonces es claro que z = a + ib = 0 + i0 
= 0. Por lo tanto T'es 1-1 y como dim € 
(sobre los reales) = dim K? — 2, T es un 
isomorfismo. 


MATLAB 5.4 


1. 


b) Explique por qué T es uno a uno y so- 
bre IR*. 

c) A = WV, donde la columna і de W 
es w, y la columna i de V es v, (para 
ver por qué, utilice lo siguiente: 7(e) — 
aw, +... + 0w,, donde las o; son las 
coordenadas de e respecto a la base en 
V; cómo se encuentran las coordena- 
das, y que una combinación lineal de 
vectores se puede representar como 
multiplicación por la matriz cuyas co- 
lumnas son los vectores). 


1 0 .5 -4 
21 1- 

12 9 
110 0 
02 0-1 
2 1 1-1 

pa 2 1.01 
38 -18 -2 10 


El núcleo será 0, la imagen será R* y А 
es invertible ya que la forma escalona- 
da reducida por renglones de А es la 
identidad. 


d) La matriz para S será VW”!, que es 
A^, 
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Problemas 5.5, página 516 


1. 


11. 


13. 


15. 


17. 


Tx · Ty 
x, sen O +x, cos Ө | | y, sen O+ y, cos 
=| x cos 0 — x, sen O |: | y, cos 0 — y, sen Ө 
X, y, 

=х y, (sen”8 + cos^0) 

+ x,y,(sen”0 + сов’) 

TX, 
COSE, TX, 
-x:y 
(todos los demás términos en el producto 
escalar se eliminan). 


. Usando el teorema 1, 7x - Ty — 


(ABx) · (ABy) = x · (ABJ(ABy) = 
x -(BANAB)y = х · (B^ A-1ABy = 
ху 


. Га misma demostración que рага el teore- 


ma 2 excepto que se sustituye (x, y) en lu- 
gar dex · y y (7х, Ty) en lugar de Tx · Ty. 


. Тх · ох donde о. es un escalar y а= 00 1. 


. Tx: Ty=x:y= Ax: Ay y А = A! de 


manera que А = (471). Entonces x · y = 
x (Iy) = x (404 ly = А-х · Aly = 
Sx · Sy de manera que Sx = 4”!y es una 
Isometría. 


T(a, t ax + ax” + a = 
(а, A[2 — 45/24 2)a,, 
JG/2)a, Е (34/7 /24[2)а,, 
(3/5/2,/2)a,,(5,/7/2,/2)a,) 


i ‚| =(al 2 — (\/5/2.[2)с, 
C 


JED- G4 7/24 28, 
(G4 5/24 2)с, (5 7/24 2)а) 


dac 5 
-4-2i 6-3i 


Si A es hermitiana, entonces А* = 4. En 
particular, las componentes diagonales de 
Á no se mueven cuando se toma la trans- 
puesta, por lo que a, = а,, que quiere de- 
cir que a, es real. 





і? 


19. 


21. 


Sea A* = В = (b?) y sea с la columna i de 
A. Entonces АВ = 1 = (8,) donde 


1 
б, =!” 
ij 0, 


n n 
Pero б, = Y a,b, mx = 
k-1 k-1 


sii=j 


siizj 


Como la i-ésima componente de Ax es 


n 


ах, Se tiene (Ax, y) = 


n n 
y ds y... Similarmente, si 4* = 
је і 
i=1 ј=1 


B=(b,),(x, А*у)= 


УУ, = УУ х,у, = 


і=1 ј=1 ј=1 і=1 


225, y, => ay, A 


j=1 і=1 i=1 ¡=1 


(4x, y). 


MATLAB 5.5 


1. 


a) La rotación y la reflexión preservan la 
longitud. 


c) Escriba una representación general 
para cada matriz y demuestre que la 
matriz multiplicada por su transpuesta 
es igual a la matriz identidad. Para la 
reflexión use F = 2P — I, donde pri- 


Vi УУ, 
merosedemuestraque Р = 2 |. 


Му» МУ, 


Utilice el hecho de que v? +v =1. 


d) Algunos puntos clave en el programa 
son 


th = atan(v(2)/v(1)) 

R = [cos(th) —sen(th); 
sen (th) cos (th)]; 

F = 2*[v(1)*v 

v(2)*v] —eye(2) 


X-[ 00 -1] 


e) Para la reflexión, sea F = 2P —I, don- 
de P esla misma que en el inciso c) an- 
terior, con v, = cos(&) y v, = ѕеп(о) y 


simplifique. 


МУ 


733 


Respuestas a los problemas impares 


Ejercicios de repaso del capítulo 5, página 521 


















































1. Lineal. 1.0 
3. No es lineal ya que 0 3 0 
21. А. = ,NuT)-| ` |, (T) = 0, 
T(ox(x, y, 2) #«Т(х, y, 2). тоо Ө "e 
5. Lineal. E 3 
7. No lineal ya que T(p, + р) = 1| |0 
м Inr) = воп © |, [° |E (Т) =2. 
Tp, + Тр,=(1+р)+(1+р,) 1 0 
=2Fp, tp. 0 1 
0 А 
9. Nu(T) = (o) imagen T = R; TT 
23. 4, =+ ‚ Nu(T) = {0}, v(T) = 0, 
p(T) = 2, (Т) = 0. 13133 5 
20 эз 
(Im(7),, = gen B EH ‚р(Т) = 2. 
11. Nu(7) = gen 4| 0| ; imagen Т = 0; 13 13 
1 
p(T) = 2, (Т) = I. 25. Compresión a lo largo del eje y, con fac- 
' tor de un tercio. 
1 0 
2 | 0 27. Corte a lo largo del eje x con factor —5. 
13. 4, = ‚ Nu(T)=| |, (7) = 0, 
T (8) 
0 1 29 | 
1) (0 0; 
Im(7) = gen el i P(T) = 2. ! 
1 2 0.8 
0 1 0.6 
7 o2 
15. Nu(T)={f € C[0, 1]: /(1) 20), Im(T) =P, (^ 4j Н (5.3) 
P(T) = 1,У(Т) = oo. -z 
1 ja ex 0 1 Я 2, 3 4 5 
17. 4,2] 9 1% | МщТ)=рвеп4| 0 |, 
001 
0 ai f 1 
v(T) = 1, Im(7) =, p(T) = 2. e d 


19. 
























































6 
10-20 

;imagen Т = 8; 55 
0 2 0 3 5 
2 0 4.5 
у 4 

011-3 
Nu(T) = gen | : 3$ 
(Dg i б , 
0 2 2.5 
42 

0 =н —16 -M =12 —10 m = 


p(4) = v(4) = 2. С 


6 
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CAPÍTULO 6 


Problemas 6.1, página 536 


1 
1. —4,3; E_, = gen (i) 15. 
E 2 
— gen 
378 5 
1 TT 
3. -2,-2; Е, = реп (ih la multiplici- 
dad geométrica para el valor característico 
—2es 1. 
5. —-3,-3;E , = В, la multiplicidad geomé- 
trica para el valor característico —3 es 2. 
1+ 3i 
7. 2+3, 2-31; Е, =en 5 } 
1 —3i 
E, ll —5 J 
17. 
9, —2 +5i,—2 —5i 
nsn) 
1 
E,,-gen | y | 
1 
11. 1,1,10; 
19 


01, 
=2 


E 
sf] 


la multiplicidad geométrica de 1 es 2 


= gen 


13. LL E E, = - 1 |>; la multiplicidad 


geométrica es 1 (multipl. alg., 3) 





3, 1,81 ‚УЗ 
2 2 2 2 
=2 
E, = gen 1 
1 





| —7—15\/3 
Е, 8 8015 141343 
1 
—7 +15\/3 
E, ¿78m 11343 
27% 
1 
1 2 
1,1,2; Е =вепу| 3 |, |0 |6; 
0 3 
2 
E, —gen4| 1 |+, la multiplicidad geomé- 
2 


trica para el valor característico 1 es 2. 





. 1,2,5 

1 

E, = geng|0 
0 

2 

E,—gen4 1 
0 

= gen 4|2 

2 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


‚1а 


о ьо н 


LO E =веп , E,=gen 


Rh a. Ln 


© 


multiplicidad geométrica para el valor са- 
racterístico 0 es 1. 


a, a, a, a; Е, = веп 


о © н 
= O © 
о о о 


0 0 1 


la multiplicidad geométrica para el valor 
característico a es 3. 


a, a, a, a; Е, = веп , la multiplici- 


о о © = 


dad geométrica para el valor característi- 
coaes 1. 


3, 4 


E, = gen E, = gen 


о х= о н 
o о о 


Observe que det (4' — АМ) = det (А — А): 
= det (А — А). Entonces los polinomios ca- 
racterísticos de А y 4' son iguales, por tanto 
sus valores característicos son iguales. 


Observe que А ' existe si y sólo si Ах = 0 
únicamente cuando x = 0, esto es, si y sólo 
si 0 no es un valor característico de А. 


Para cada à, 1x ix, existe un vec- 
tor x, 0 tal que Ax,=2,x, Ahora, 
(A — ad)x, = Ax, — ох, = (А, — о)х,. Por 
lo tanto A, +0, ¡=i<k son valores ca- 
racterísticos de (4— o7). En cambio, si 
(4 = о0Г)х = Ах, entonces AXx=(A+0)x, 
por lo que X +a = À, esto es, А = А, — a. 





Sea х, el vector característico asociado al 
valor característico A, de la matriz А. En- 
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А". En cambio, suponga que у es un valor 
característico complejo de 4” con vector 
característico asociado x. Sea \ = dv una 


de las n raíces complejas de v. Entonces 
2пў 


2-м = ][ A—e" М |. Sea Yo =X y 


j=1 


Zi: 


2nij 
у, = (a-e i Men = hn Como 


J= 
y, = (4" —vI)x = 0, existe una constante 
k > 0 suficientemente pequeño con у“ = 0. 


2nij 
Dado que >, eov [47€ » м) 


2nik 





y, ., =y, =0. Esto dice que e " A es un 


valor característico de А, de modo que 
2nik 2mik Y" 


A =e” А, para algún /. РегоА 2| e " А 


=)" =v, esto es v —À;. Esto muestra 
que cada valor característico de А" es la 
n-ésima potencia de algün valor caracte- 
rístico de A. 


Se tiene que p(4)x, = p(X) x, para 1 < i 
= k. Entonces p(A,), 1 € i = k, son valores 
característicos de p( A). 


Utilizando los resultados de los problemas 
23-26, se tiene que à = 2 es un valor ca- 
racterístico con multiplicidad algebraica 4. 
Para A, la multiplicidad geométrica es 4. 
Para A, la multiplicidad geométrica es 3. 
Para A, la multiplicidad geométrica es 2. 
Para A, la multiplicidad geométrica es 1. 


1 1 


1 1 
Observe que А7 | | |= ya que la suma 


1 1 
de las columnas de А es 1. Por lo tanto 1 
es un valor característico de A' con vector 
1 


m 1 
característico | . |. De modo que 1 es un 


1 


valor característico de А ya que det (A — 1) 
= det(4' —1)=0 





tonces А"(х,) = A" (4x) = А" (Ах) = 
МА" х. Al repetir el argumento anterior 
n — 1 veces se llega a que A"x, = А^х„рог1о 
tanto cada A; es un valor característico de 


43. 


01/10 0 
Revise que [ \ )- af | 
c dj\l 1 
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AA 4 
* 

$ 

y 

Н 

1 [s -11. 956, 
88. -49. . 
83. 123. -67. 





con vectores característicos 


los valores característicos son 


1 ARRIENDA P) 
смсс атга 


I TIE 


182. -11. 56. 
88. -49. 75. 
83. 123. -67. 


| 


ч“ 


» 12. 14. 18. 


1 1509028213121 -159.» 
CO ECO AO 


(, 99961452009, 0 


UO omn 
IDOUEOCEGODIDEZCKTS 





(355477975436,0.) (.656603950803, 0.) (1.37121250621Е-2, -4.58555951253Е-2) 


(.508924413742, 0.) (-.567724652955, 0.) (-9.83665213641Е-2, -.300432679563) 


(99961452009, 0.) (1., 0.) 


(4695934249, 0.) 


(1., 0.) 
(904803830267, 0.) 


(1., 0.) 


(-.458255573315, 7.03515044225E-2) 


(-.497033946918, 0.) (.213974046817, .240504338382) 


49. 5. 


MATLAB 6.1 


1. a) al c) Por ejemplo, para demostrar que 
ay + bz es un vector propio con valor 
propio 3: 

y = [3455]; 

7 = [4;913]; a = 3*rand(1); 
b = 4*(Q*rand(1) — (1); 

w — a*y + b*z; 






(, 3255477975435, 0.) L 
1. 509924413742, 0.) (- |. 


(.904803830267,0.) ( 


(1.,0,) (~ 
(155, 921424093,0.) (+ 
NSNMNEFLABIN3ICUCUO 


19. 27. 16. 
37. 41, 55. 
29. 46. 33. 


DIAS, C 12878788 
нсмссс алга 


' PORIG, S. 2LSTPOS 
IUEUCEGUDIDEZCKETS 


P 





con vectores característicos 


(1.37121250621E-2,4.58555951253E-2) — (8.46815933238E2, 0.) 
(-9.83665213641E2, .300432679563) 
(1., 0.) 


(-.458255573315, -7.03515044225E-2) 


(303086039306, 0.) 
(1., 0.) 
(766844189822, 0.) 


(213974046817, -.240504338382) (.183522037169, 0.) 


51. 2. 


ans = (A — 3*eye(3))*w;. 
Verifique que ans = 0. 


d) Los vectores propios para un valor 
propio dado forman un subespacio. 


3. a) al с) 1) Polinomio característico = А 
+A — 12,105 valores propios son à = — 


. а 


4 con vector propio (1 1) y A= 3 con 
vector propio (—.4 1). 6) Polinomio ca- 
racterístico = А2 — 4\ + 13,los valores 
propios son À = 2 + 3i con vector pro- 
pio (—.2 —.6i 1) y X —2 — 3i con vec- 
tor propio (—.2 + 6i 1). 8) Polinomio 
característico = -А + 22? + X — 2, los 
valores propios son А = 2 con vector 
propio (1 3 1), A = I con vector pro- 
pio (3 2 I1)'y X—— 1 con vector propio 
(1 0 1). 13) Polinomio característico 
=-M-= X — X- 1, los valores propios 
son À——1 con vector propio (0 —1 1) 
t A= icon vector propio (1 +i 1 1)'y 
À — —icon vector propio (1 — i 1 1) 
t. Observe que (— 1)" se necesita porque 
poly encuentra дел — A) en lugar de 
det(A — А). 

D(k,k) es un valor propio para А con 
vector propio V(:,k). Para normalizar 
un vector x para que tenga norma 1, 
encuentre x/norm(x). 


e 


— 


— 


Los polinomios característicos de А y 
A' son los mismos. Por lo tanto, los va- 
lores propios serán los mismos. 


b) Sugerencia: Debe considerar det(4' — 
AI). ¿De qué manera se relaciona 4' — 
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1. 
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М con (A — AI)? ¿De qué manera se 
relaciona det(C*) con det( C)? 


7. Conclusión final: si x es un vector propio 


11. 


de A con valor propio A, entonces x es un 
vector propio de А? con valor propio 2. 
En el inciso c), compare la forma escalo- 
nada por renglones de А — Al y A? — MI 
para ver que los vectores propios serán los 
mismos. Sugerencia: Suponga que Ax = 
Ax, reescriba y simplifique Ах = A(Ax). 


. Las matrices simétricas tendrán valores 


propios reales. Las matrices simétricas de 
la forma А.А! tendrán valores propios rea- 
les no negativos. 


a) 4= X x4, por lo que se necesitan cua- 
tro colores. 

b) 3.13 < X = 4.44, por lo que se necesi- 
tan cuatro colores. 

c) 3.2 = X x 4.6, por lo que se necesitan 
cuatro colores. 

d) 2.23 = X x 3, por lo que se necesitan 
tres colores. 

e) 2.5 = X = 4, por lo que se necesi- 
tan cuatro colores. Tendrá que expe- 
rimentar para ver si se puede o no ha- 
cer con tres. 














n Pin Pan Т, Pj, Pan ПТ, 
0 0 12 12 0 — 

1 36 7 43 5.14 3.58 
2) 21 19 40 1.11 0.930 





























10 600 291 891 2.06 — 
19 16 090 TUS 23 827 2.08 — 
20 23 170 11 140 34 310 2.08 1.44 








Observe que los valores propios son 1.44 y —0.836. Los vectores propios correspondientes son 
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n Pin Pan n Pial Pan v 
0 0 20 20 0 = 
1 80 16 96 9 4.8 
2 64 69 133 0.928 1.39 
5 1 092 498 1590 2.19 = 
10 42 412 22 807 65 219 1.86 — 
19 3.69 x 107 LOS X I0 5.64 x 107 1.89 = 
20 T1592. X 107 4.14 X 107 | 11.96 x 107 1.89 Ол? 























Los valores propios son 2.12 y —1.32 con 
vectores propios correspondientes 


' 


ШЫ 


. De la ecuación (9), p, = алу, para n 


ә ЧЫ: 


grande. 


А X 
Siv, = | | entonces 
y 








b) 


c) 


Pa GALE x | -A К | 
= 22 =; pero | 
(04 


BA, 


MATLAB 6.2 


1. a) Después de dos años (redondeando), 


hay 21 jóvenes y 18 adultos; después 
de 5 años, 103 jóvenes y 44 adultos; 
después de 10 años, 587 jóvenes y 282 
adultos, y después de 20 años, 21 965 
jóvenes y 10 513 adultos. 


Pis, €S 2.0895 о 2.0894 paran = 21 a 
25 y T/T ,es 1.4358 para n = 21 a 25. 
Estos resultados son los límites corres- 
pondientes con que se puede concluir. 


Los valores propios son 1.4358 y 
—.8358. El valor propio más grande 
es igual al límite proyectado de Т/ 
T, , La población crece ya que T, 
= 1.4358T,_, y 1.4358 es mayor que 
1. Las razones w,/w,, el límite de Din 


p. y klk son todas 2.0895. La razón 


an 


Ь 


© 


с 


МУ 


d) 


a) 


b) 


de pájaros jóvenes a adultos a la larga 
se puede encontrar mediante la razón 
de las componentes del vector propio 
asociado al valor propio más grande o 
se puede encontrar dividiendo la tasa 
de nacimiento entre el valor propio 
más grande. 


El valor propio más grande de la ma- 
triz es 1.2718, el otro valor propio es 
estrictamente menor en magnitud y 
existe un vector propio para el valor 
propio más grande con todas las com- 
ponentes positivas. Bajo estas condi- 
ciones se ha visto que 7 /Т , se acerca 
al valor propio más grande. 
Sugerencia: la población de adultos en 
el año siguiente consistirá en los nue- 
vos adultos de la población de Jóvenes 
+ los adultos que normalmente so- 
breviven — los adultos muertos por la 
caza. Los adultos muertos por la caza 
son / X (población de adultos). 


Las componentes de los vectores А"р, 
serán cada vez más pequeñas, decre- 
ciendo hasta cero. El valor propio más 
grande es menor que 1. 


El valor de / que mantiene la población 
estable a la larga es Л = 4. Para esta Л, 
el valor propio más grande es 1. 


La componente i de P"x representa el 
nümero de casas que compran el pro- 
ducto į después de n meses. Cuando n 
crece, P"x parece acercarse a un vector 
fijo, (900 500 1600), lo que implica que 
el porcentaje de mercado de cada pro- 
ducto se estabiliza a través del tiempo. 


El valor propio más grande es 1 y los 
otros valores propios son estrictamente 


menores en magnitud. Cualquier vec- 
tor inicial no será perpendicular al 
vector propio correspondiente al valor 
propio de I (debe explicar por qué), de 
manera que la extensión de la teoría 
dice que P"x se acercaría a algún múl- 
tiplo fijo del vector propio. Se ve que 
el vector límite y es igual a 3000 X (el 
vector propio normalizado de manera 
que las componentes sumen 1). 


Problemas 6.3, página 562 


11. 


А 1 2 
. Sí C= A 
] —5 


-4 
САС И 
0 3 
11 2 
паб ‚ С'АС= d 
1 4 0 -1 


.S5C- 2 2 3 
2=i 2+i 


a 9 
0 1-3) 





1 
13. S; C=| 0 
1 


17. Sí, C = 1 mo 1 a 
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с) El valor propio más grande es 1. Se 


encuentra 1000w/sum(w), donde w es 
el vector propio asociado con el valor 
propio 1; esto da un vector en la direc- 
ción del vector propio cuyas compo- 
nentes suman 1000. Esta distribución 
a la larga tiene aproximadamente 333 
automóviles en la oficina 1, 238 en la 
oficina 2 y 429 en la 3. 


d) P' tiene un valor propio de 1 y por lo 


tanto también P 


11 

1 1l 

0 1 

2.00 
СТАС=| 0 2 0 

001 

2 1 

0 3 

3 0 

2 0. 0 
С!АС=| 0 -1 0 

0 0 1 


1-52 1+i/2 -15 





1 
3j wy a 3 
1 1 5 
Bapt y 0 0 
CUAC=| д 7-124/2 0 
0 0 3 
1-2 0 0 
1 5 0 0 
19. sce о o E253 
5 5 
0 0 y ue 
5 5 
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21. 


23. 


29. 


31. 


33. 


о о 


САС = 


© о о RA 
© ouA 
ons 

ч. O о о 


Сото A es semejante а B, В = D'! AD 
para alguna matriz D invertible. B es 
semejante a C, C= ЕВЕ para alguna 
matriz E invertible. Entonces С = E D^ 
ADE = (РЕ) A(DE). Рог lo tanto А es 
semejante a C. 


Suponga que Ces invertible. Si x e Nu(A) 
entonces CAx = СО = 0. Por lo tanto 
хє Nu(CA). Si x e Nu(CA) entonces 
Ax = 0 ya que Nu(C) = 0. De modo que 
xe Nu(A)siy sólo si x e Nu(CA). Por lo 
tanto v(CA) = v(4). Ahora suponga que 
x € Im(4). Entonces existe y tal que Ау 


25. 


= x. Como C es invertible, Im(C) = R”. 
Entonces existe z tal que Cz = y, y ACz = 
x. Por lo tanto (4) c Im( AC). Suponga 
x € Im( AC). Entonces existe z tal que ACz 
= x. Sea y = Cz, entonces Ay = x. Por lo 
tanto Im( AC) c Im( 4) e Im( 4) = Im( AC) 
y por lo tanto p(4C)=p(4). Entonces 
P(A) + У(А) = р(СА) + У(СА) = p(4) =p(CA). 
Por lo que р(А)=р(АС)=р(СА). Como 
C^! es invertible, p(C”*4C) =p((AC)C”') 
= p(4). Esto es, p(B) =p(4) y por lo tan- 
to v( 4) =v(B). 

Como A es semejante a B, B=D"'AD 
para alguna matriz D invertible. Entonces 


1 
- -1 Ег = 
det В = det(D”*4D) dei det A det D 
det A. £ 


—4 X8! -5 -2x8+2 —2X8! +4 
a n 2x8" +2 8-8 -2x8"-42|. 
4x8 +4 -2x8"+2 —2х8°—5 


Como А es diagonalizable, А es similar a la matriz diagonal D = diag(A,, A, 


tonces det A = det D = A A, ·--А. 





Se introduce la matriz de interés 


102. -11. 5. 
88. -49. 75. 
83. 123. -67. 


102. -11. 56, 
88. -49. 75. 
83. 123. -67. 


AITOR 


1 —0.238764... —0.493123... 
0.491290... —0.594350... 0.957040... 
0.706072... 1 1 


jus А„). En- 


. A continuación se guarda la ma- 
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35. Si se repite el procedimiento del problema 33 se obtiene como resultado 


0.355... 0.656... —0.001... — 10.004... 
0.508... —0.567... —0.009... — 10.300... 


0.999... 1 1 

0.904... —0.469.. 0.458... — 10.007... 

] 0.497... —0.213... + 10.240... 
МАТІАВ 6.3 


1. Este problema ilustra que CAC”! y А tie- 


nen los mismos valores propios. 


-2 0 0 1 3 
3. a р= 0 30; C=|1 4 
0.0 3 1 5 13 
2+1 0 0 0 
2-i 
b) D= 0 i 0 0 | 
0 0 2-1 0 
0 0 0 2-і 
1 0 1 0 
c= i i —i —i 





2Ns 145 5 0 
1. Q= , D= 

14/5 -245 0 -5 

zt, dle 4 0 
ъб=| | p-f J 

E od 

E ЖЖ 2 0 
5. ọ=| -+ + 4|, D=|0 2 

0 — 1 0 0 -1 

de E 

W2 1 1i 

7. Q-|-W2 1 4 |, 





0 3442 12 


0.001... +0.004... 0.008... 


—0.009... + 10.300... —0.303... 
1 1 
0.458... — 10.007... —0.766... 


—0.213...+ 10.240... 0.183... 


5. Ах = x dice que А expande o comprime 
а х. Si А es diagonalizable, entonces А 
expande o comprime cada vector propio 
por un factor dado por el valor propio 
asociado. 

c) Expande la dirección dada por (1 — 1) 
t en un factor de 2 y expande la direc- 
ción dada por (1 1) en un factor de 3. 
Para bosquejar la imagen del rectán- 
gulo, tome la diagonal que va de (—1, 
—1) a (1, 1) y expanda por un factor de 
3 en cada dirección; tome la otra dia- 
gonal y expanda por un factor de 2 en 
cada dirección. 

d) i) Ni expande ni comprime en la direc- 

ción de (1 1 1), expande en un fac- 
tor de 2 en la dirección de (3 4 5), y 
comprime en un factor de .5 en la 
dirección de (4 9 13)”. 


-3 0 0 
р=| 0 15:242. 0 
0 0 1-242 
2 эү qw 
9 O=| 2 2 1|,р=|0 30 
1-22) (006 


11. Sea u un vector propio correspondiente a 
A con |u] = 1. Entonces Qu = àu y 1 = Jul 
= |Q"!Qu| = О ul = [AQ"u| = [XQu| 
(ya que O es simétrica) Xu] = X? Ju] = 22. 
Entonces А2 = 1y A = +1. 
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13. 


15. 


17. 


19. 


1 = det = det(Q"!Q) = det(Q'O) = 
(detOM(detO) = (detO) — ya que det 4' 
= det A para cualquier matriz A. Así, 


в 0=лу[; |а 














b d 
d b 
Е det O det O 
1 == 
9 EE. a 
det O det O 


Si det O = 1, entonces с = —b. Si det O = 
—1, entonces c = b. 


Si la matriz A de 2 X 2 tiene vectores pro- 
pios ortogonales, entonces A es ortogo- 
nalmente diagonalizable, lo que significa 
que, de acuerdo con el teorema 4, А es 
simétrica. 


Sea X un valor propio de A con vector 
propio v y suponga que A* — A . Enton- 
ces A (v, v) = (Лу, v) = (Av, v) = (v, A*v) 
= (v, Av) = (у, Av) = (v, v). Como v z 
0, esto quiere decir que A = A de manera 
que А es real. 


Use el problema 14 después de demostrar 
que a cada valor propio de multiplicidad 
algebraica k le corresponden k vectores 
propios ortonormales. Sea O obtenida 
exactamente igual que en la demostración 
del teorema 3. Recuerde que (u, v) = u, · y, 
+ ---+u + у. O = O? y A es similar 
a Q'AQo Q'AQ.|Q'A Q - I| - I4 1; 
О'АО = (Q'4)O 


u 
=| ? |(4u,, A*u,, ..., Аи). 


t 
n 


u 


Ahora bien, (ui, A*u) = (ui, Au,) — (їп, 
Au) = À (T, uj) = А, = А, (por el pro- 
blema 15) усото (ш, ц) = щи = 1 = 
u, - u entonces О'АО = 


21. 


=t =t 
, uj4u, uj Au, 
=t —і 
и, Au, и, Au, 
0 FA u ди 
п 2 n n 


шли = Аш: и = Au: u, = 051751. 
Ahora (Q'AQy = О'4(О'у' = Qo = 
Q' A'Q = Q'AQ, уа que 4! = A* = A. 
Entonces, Q'AQ es hermitiana, que quie- 
re decir que los ceros en el primer renglón 
de Q'AQ deben ser los mismos que los 
ceros en la primera columna. El resto de 
la demostración sigue como en la prueba 
del teorema 3, donde Q' sustituye a O". 


1 (=1+i 1 
U== ; 
BL 11+ 


-1 0 
U*AU — 





MATLAB 6.4 


1. 


a) Ingredientes: debido a la elección 
aleatoria, se esperan valores propios 
distintos. Cualquier múltiplo de un 
vector propio es un vector propio. Los 
vectores propios para valores propios 
distintos de una matriz simétrica son 
ortogonales. 


Ь 


— 


El comando eig produce un conjunto 
de vectores propios ortonormales. 
Utilice este conjunto para O. Como O 
será entonces ortogonal, Q' será igual 


a O”! 


Hechos básicos a usar: si se multiplica 
una columna o renglón de una matriz 
por c se multiplica el determinante por 
c. Un múltiplo de un vector propio es 
todavía un vector propio para el mis- 
mo valor propio. 


a 


МУ 


b) Hechos básicos a usar: una matriz ог- 
togonal tiene columnas ortonormales; 
un vector perpendicular a (a b} es ya 
sea (b —ay o (—b ay (o un múltiplo de 
éstos). Use el hecho de que el determi- 
nante es igual a 1. 


— 


c) Сото Q' = O”!, primero se hace una 
rotación negativa de un ángulo, luego 
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se expande o comprime a lo largo de go del eje x y se expande por 4 a 
los ejes x y y como lo indica la diago- lo largo del eje y, después se hace 
nal de la matriz, y después se rota de una rotación positiva de Ө. Vea las 
regreso, es decir, se hace una rotación siguientes figuras. Esto tiene el mis- 
positiva del mismo ángulo. mo efecto que expandir por 3 en la 


dirección (1 —1)' y expandir por 4 


d) i) Se hace una rotación negativa de 0 
en la dirección de (1 1). 


= —45°, se expande por 3 a lo lar- 


rotación joo e Вр de х por 3 y rotación positiva T 
1 
а. de —45° i 
de y por Л 0; 
-x - -x 
3 
1 
1 
д » d) 


ii) Rotación negativa de Ө = 150°, ex- 
pansión por 3 a lo largo del eje x y 
expansión por 2 a lo largo del eje 
y, y después rotación positiva de Ө. 
La imagen del círculo unitario se 
bosqueja en la figura. 





Problemas 6.5, página 583 


КЕ ^2 12 
1. 3 = =5; T + =], es una elipse con centro 
=1 OJ] Ly 











5 3 
5 4 2 
426-6413 4264-6413 орах 


КТ 3-- 13 
426-6413. 4264 6413 


- 0.9571 0) 





— 0.2898 0.9571)” 


,2 ‚2 
Х y 


s) (т) 


hipérbola;0 = 5.989 = 343° 


AS ' 
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CAPÍTULO 6 


11. 


13. 


. Lo mismo que en el problema 5, excepto 


una hipérbola con centro en el origen. 


10 











15. 
0 i 
z ОЛУУ 
( w2 w2) 
-W2 W2) 
х” 3^5 |. hipérbola; Ө=7л/4=315° к qj 
= =1; hipérbola; Ө= = р 
da 2а ico: bs * ‚ @=5.515 тай 
0 5-342 
2 





y? =1, es una 





que ahora se tiene una hipérbola con los 


54-342 4, 5-342 
2 X c 
papeles de x' y y' cambiados; como a « 


0, se tiene 


12 22 


y X" o] 
(-2a) (-2a) 





elipse con centro en el origen. 


GE 
F. 


y? = 0, que es la ecuación de una recta 


que pasa por el origen; Ө = 1/4 = 45°. 


17. 


6 
5 
2 





0 











NE $ + 
Ё E-e- " _| 5/26 126] 
e 6 soe) 
2+\2 0 Tm у? x 
= Ad = 1; hipérbola; 
0 2-452 (14/13) (14/3) 
12 2 Ө = 0.197 =11.31° 
* ВА : 
* — 5, es una elipse con 
| 1—1 =1}{ х х 
2442 2-42 i» |= 3 Hs 
centro en el origen. -1 -1 ale ll 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


АЗ wa 
Q=| 143 -w 
yw3 0 


-x +2у? +22” 


v6 
16 |; 
— 2/\/6 











1 i з\үх|[х 
; 1 ОУУ, 
2 0 1Az)lz 
а e 
42 24s 245 
o=| 0 -E dk. 
2 +410 D 12 2-410 D 
x ty + 2 
2 2 
1 =1 Ojx 
-1 2 —=-lļ у Я 
0 —1 lAz 2 
] 11 
C=|-1 0 1, у? +32° 
1-2 1 
1 04 0 
010—1 
1 00 0 
0-10 1 
Observe que det А < 0 ya que por hipóte- 


sis tenemos una hipérbola. Por lo tanto 
det 4 « 0 para cualquier valor de d y la 
ecuación representa una hipérbola para 
cualquier valor de d diferente de cero. 


Si a = c entonces со120=0=20=+7 
4 


F(x) = Ax-x=Dx'-x'. D = diag(,,...,À..). 
Pero si Ох’. x' > 0, para todo x' e E, en- 
tonces A, =0,1=i=<n.SiDx'-x' > 0 para 
todo x'*0, entonces De, -e, =À 20, 
De, €, =4,>0,... De, «€ =à, 20. Si 
A, 2 0,1=і = п, епіопсеѕ Рх’. х’ = А (х/)? 
+ +2 (х7) = Е(х) 20, para todo x'e 
R y F(x) -0 si y sólo si x=0. Por lo 
tanto F(x) es positiva definida si y sólo si 
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todos los valores característicos de А son 
positivos. 


. A= | | A=2, 3; la forma cuadrá- 


0 
tica es positiva definida. 


. Definida negativa. 

. Es indefinida. 

. Es positiva definida. 
. Es indefinida. 

. Negativa definida. 


. i) Si det A = 0, entonces ni A, ni А, son 


cero. Así, con d = 0, la ecuación (22) 
se convierte en À x° t A,x^ —0. Si 
ahora tanto A, como À, son positivos o 
negativos, la ecuación se satisface sólo 
cuando x' — 0 y y' = 0, lo que corres- 
ponde al punto (0, 0). Si A, y A, tienen 
signos opuestos, entonces las ecuacio- 


. | A 
nes se convierten еп x'—-— m 
E 1 


que son las ecuaciones de dos rectas. 
Si det A — 0, entonces una de las dos, 
À, o A, es cero, y la ecuación se con- 
vierte en x' — 0 o y' = 0, cada una de 
las cuales es la ecuación de una recta. 


MATLAB 6.5 


ZA 
1. Para el problema 12, A | 5 | El án- 


gulo de rotación es Ө = 202.5 y la ecua- 
ción es 2.2071x? + .7929у? = 4. Se trata 
de una elipse y det(4) > 0. Se muestra el 
bosquejo. 
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0 .5 
3. Рага el problema 4, А - 5 | El ángu- 


lo de rotación es Ө = 3150 y la ecuación 
es —.5x'2 + .5x'? = 1. Es una hipérbo- 
la y det(4) < 0. Se muestra el bosquejo. 





Problemas 6.6, página 592 


1. 


7. 


13. 


19. 


21. 


23. 


25. 


No. 3. No. 5. Si 
Sí 9. No. 11. Sí 
Sí 15. Sí. 17. Si. 
1 $ —5 1 
C= , J= 
1 1 0 —5 


1 
А=-1, (4-Dw,202v,-|1|, 
0 


0 
(A+ Dv, =у әу, = |1 |, 
1 
1 
(А+ Dv, =у, әу, =} 1). 
-1 
Por lo tanto 
10 1 =1 1 0 
C=|1 I 1j, J=| 0 -1 1 
0 1 -1 0 0 -l 
—5 
A=-2, (А+2Г)уу,=0=у,=|—3 |, 
7 


27. 





=2 
(A*2Dv,—7v, v,7| –1 |, 
3 
2 
(4+21)у, =у, әу, =| 1| Por tanto 
=2 
-5 =% 2 2 1 0 
C-|-3 -1 1Ll,J2| 0 -2 1 
7 3 =2 0 0 -2 


Utilizando inducción se mostrará que N; 
0 


(k=r+1)x(r-1) | Ns 


0 





(r-1) X (r1) men 

Si r — 1, el resultado es verdadero. Su- 

ponga que el resultado es verdadero para 

г = l. Sea №, = (n) y №; = (aj). Entonces 
k 


y >= (b,) donde b, = 
s=1 


+loi=k= І, entonces b, = 0. Sij> 1 
+lei<k-= І, entonces b, = n a 


1i+1 “i+l,j 


na. Sjsl 


is sj 





1, si(i, j)=(œ, & +r +1), 
Q-12,.,k-r-—1 


0, deotro modo 








Чы 


lo que significa que 


М! = 0 x | №, 
k 0 |o | 


1х1 Ix(=1) 





Por tanto N, tiene índice de nilpotencia К. 
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Los bloques de Jordan se pueden permutar en la diagonal. 


=з 


ооо 
ооо 
4 0 0 
040 


0 
0 
0 





0 





=з 


ооо 


=3 


ооо 





33. 


Los bloques de Jordan se pueden permutar en la diagonal. 


0 





35. 


n 


= det A = det J = АА-А. 


J, entonces det C™'det A det С 


37. Como СТАС 
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MATLAB 6.6 


1. a) Demuestre que c 

(A — 2I) (col 1) = 0 

(А — 2D)(col 2) = 

(A — 3N(col 3) = 0. Para el inciso iv) 

utilice las propiedades de semejanza 

para concluir que A y J tienen los mis- 

mos valores propios con las correspon- 

dientes multiplicidades algebraica y 
geométrica. Es sencillo determinar las 


~ 


Problemas 6.7, página 604 


1 lí 5e * +2e* 
^ T5e * — 5e 


2e " — 2e” 

2e" + 5e” | 

3 e'cos(2t) e'sen(2t) 
—e'sen(2t) e'cos(2t) 


e" [Б 
1+7 


Tt 
—7t 


multiplicidades algebraica y geométri- 
ca para los valores propios de J. 


Para 2 = 2, la columna 1 es un vec- 
tor propio y la columna 2 es un vec- 
tor propio generalizado; tiene multi- 
plicidad algebraica 2 y multiplicidad 
geométrica 1. Para А = 3, la columna 
3 es un vector propio y la columna 4 
un vector propio generalizado; tiene 
multiplicidad algebraica 2 y multiplici- 
dad geométrica 1. 


5 е 2sent t cost —5sent 
. e р 
sen і —2 sen! + cost 
7 es L= 7 =M 
. e 
7t 1+7t 





ш p" JE ET 
«pene ford) 
vore] ART) E] 





| 
un 
uU 


ЕНЕ) 
(ox) 








a f А 
13. x(t)- e s] ambas poblaciones crecen a una tasa proporcional a e”. 
EN 


15. x(1)=e* k ede (P) 
x, (0) + t(x, (0) + x, (0)) 
0 —ax(0) 0 
17. а) х'@)=|0 ox(0)—B 0 |х), 
0 p 0 


| x,(0) —+(x,(0) + x,(0))=0=>1= 


x,(0) 
x,(0) + x,(0) 





x,(0) + E (0)(—о.х, (оу е^ - BY tox, (0) Соз, c» = В| 


х, (0)e ^® dis 


x(t) = 


x, + | x co (pe 7 — p) | /[a.x,00)=B] 


b) Si ох (0) <В, entonces x; < 0 lo que 
implica que la enfermedad no produ- 
cirá una epidemia. 

с) Si ох (0) 7 B, entonces x; >0 lo que 
implica que la enfermedad producirá 
una epidemia. 


19. x 23e ?' - 2e *'. 


21. x= ер 
2 


23. М; NUN = 
0 1 о\о 1 0) {о о 1 
0 0 ilo о 1/210 0 0l, 
o o 010 00 0 
N? = N?N, = 
0 0 1\0 1 0) (0 оо 
o o olo 0 1|= 0 
оо 00 оо 0 


Problemas 6.8, página 613 


1. à) p3) 2 +1-12=0; 
b) р(А) = 4 +4-121 


e a z 1 
= + 
5 11 -5 1 
E 3 f o 
+ == 
0 —12 0 0 
c) ci a 
12(—5 2 


3. а) pA)=-2 +41 – 32 
b) р(4) = —4 +44 – ЗА 
5-9 4 

=-|-9 18 -9 

4-9 5 


8 —12 4 
+/=12 24 —12 
4 —12 8 
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25. Jt — М + Му. Entonces 


Jt (М + Му) 


N. 
e = еме“. рог lo tanto 


=e 
м 

e 
e^ -| 0 
0 


$ 


о о н 
O — ч 
— c ni 


0 0 
e" 0 
0 её“ 


М 
=е 


о о н 
о — ч 
= c ni 


27. e" =e” 





2 
]-3f-35f 
t — 31 
— +7? 


181 if 7—5 
1-11tràü?  -4t-21P 
251-12? 141014214 


3-3 0 0 
-|-3 6 -3|-|0 
0 —3 3 0 
c) А! no existe. 
5. а) pA) = А2 - 341-0 
b) p(4)— — А +34 -34+1 
1 -3 3 0 0 3 


——|3 -8 6|+|3 -9 9 
6 —15 10 9 —24 18 
0 з 0 1 0 0 

—|0 0 3|+/0 1 0 
3. =9. 9 0.0 1 
ооо 

=10 0 0 
ооо 
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7. a) рл) = - А 6A? +181+9=0 


b) p(4)2— А +64 +184+91 


9. а) p) - (a 











П.а) | 7 yReX2 2 


b) p(A)- (al — A) 
0-b 0 оү 
€o 0-c 0 
0 0 0 —d 
0 0 0 0 
00 00 
_ 0.000 
0000 
00.00 
la —bla? cblà —bcd/a* 
ufa 3 
sas 0 lla cla cd/ía 
0 0 Va = dla? 
0 0 0 Va 


6 


13.a) |A|<10.5 y – 10.5 < Вел < 5.75 





63 54 108 
=-|180 189 324 
168 204 315 
18 72 54 
+|108 162 216 
150 114 252 
36 -18 54 
+|72 —18 108 
18 90 54 
900 ооо 
+10 9 01 = 0 0 0 
0 0 9 ооо 
—27 18 -—9 
c) => -6 3 0 
19 =11 6 
у=: (-6)+у=1 
(«= 4+ =1 / 
EY 
0 A 
(i-e EN 


6-554 y =1 


15. Como А es simétrica, los valores propios 
de A son reales. Entonces, por el teorema 
de Gershgorin, 

А= Вел 24—(2+1+1)=2. 


17. a) Е(\) = BC, + BCA + BCA + ВСА 
b) Р(А)О(А) = (B, + ВА) X(C, +C,4)= 
В,С, + B,C,A+ ВАС, + B,AC,A 
Е(А) = В,С, + BCA* BC,A* ВСА 
ҚА) = P(A)Q(A) si y sólo si С,4 = AC, 
(en el tercer término) у АСА = СА? en 


el cuarto término. 


19. det 4 = А, A, ... , 4. Si det A = 0, en- 
tonces А, = 0 para alguna i. Pero |À, — а, | 





= г, de manera que 10 — | 0 — а = la 
= r, lo que es imposible ya que A es un 
determinante con diagonal estrictamente 
dominante. Por lo tanto, 1,40 para i = 1, 
2, ...,n y det A = 0. 


MATLAB 6.8 


1. Para el problema 1, 47! = 1/12(1 + A). 
Рага el problema 13, 4! = -I — A — 
A? 


3. Debe observarse que los asteriscos (*) 


blancos están dentro de la unión de los 
círculos. 
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Ejercicios de repaso del capítulo 6, página 620 


1 2 13. La matriz es simétrica, 
1. 4,-2; 6 (D). t) T 


Lo 
2 № 
Q- 4 4 °|, 
1 
3. 2, E, | J 0 0 1 
0 
2 0 0 
5. Los valores propios son 1, — 1, 5, О'АО=|0 6 0l. 
2 А 0 0 e 
E, = gen 0lf, E, = веп 2| fs 








1 —7 15. La matriz es simétrica, 
Е Ее 
E,-gen| 1 Q-|0 1 0| 
i b? 4 
113 E РТА He ow — 
| i О740=| 0 -2 0 
2 1 0 0 —10 
E, = gen 0 ; E, = gen 0 : 
1 1 
0 0 ——— () 
Р /2 42 
| DO 
E q^ gen E i © v2 
0 0 1 
Үз 
0 00 0 
"M 0 Q'4Q-|04 0 
3- ya Ben 1 0 0 —3 
Үз 
3 1 А 0 1 1 1 -1 
9, C= ¡CAC = 1 0 0 0 
4 -1 0 -3 19. C= ; 
0 1 0 0 
i =1 -1 -1 2 
== —1 0.00 
714/15 42 
11. А, = , E, = реп ; = 0 —1 0 0 
2 ' 15 iJ 15 САС = 
ETE 0 030 
4430 0 0.0 3 


2 
E, —gen А 
^ 15 — 14/15 


4430 


21. dE 
8&(3-42) s(3—42) 


‚2 
is = l; elipse 
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23. 
25. 
27. 
29. 
APÉNDICES 





12 42 
y x ue 
— [: hipérbola 
10/13 +3) 10/(q413 — 3) 


5(x'y = —1. 
PS MN -2 1 
С= ; C АС= 
1 0 0 -2 
=5 =2 2 =1 1 0 
C=| -3 -1 1|J= 0-1 1 
7. 3 22 0 0-1 


Problemas A1, página 627 


1. 


Primero, ¿es cierto para n = 1?2 = 1 (1 + 1); 
sí lo es. Ahora suponga que es cierto para 
n = k. Entonces 2 +4 + 6+... + 26 = 
k(k + 1). Ahora se debe demostrar que es 
cierto para n = k + 1; es decir, se debe 
demostrar que 2 +4 +6 +... + 26 + 
2(k + 1) = (К + 1)[(К + 1) + 1]. Se sabe que 
24-4 6---- 2k +2(k + 1) = k(k +1) 
+ 2(k + 1) (hipótesis de inducción) = 
(к + 2)(К + 1) = (К + D[(k + 1) + I]. 


. Primero, ¿es cierto para п = 1? 


2= кее, sí Іо es. Ahora suponga 
que es cierto para n = k. Entonces 2 + 5 
_ К(ЗК +1) 
айы: 
Debe demostrarse que es cierto para n = 
К + 1; es decir, debe demostrarse que 
2+5+8+-+(3k—1)+(3k +2) 

(+1) 3% +1)+1] 

2 

_ (k c DGK +4) 
MESES MEE 
3k’ Tk 4 
EL m 
Se suma 3k + 2a ambos lados de la ecua- 
ción en la hipótesis de inducción y se ob- 
tiene 
275-84 (3k —1) (3k +2) 


+8 +- (3k 1) 





ОКЕ b. 


"LES 
. e = 
— 1+2 


33. р(4) = Æ —74^ +194 — 231 


A 9p 
23 
а. 
-— 4 10-1 
3 -4 5 





3k’ +k 6Е+4 
2 2 
23K +7k+4 
2 


5. ¿Es cierto para n = 1? Sí, 


1 
l|-l.1., 
2 2 1 


Ahora suponga que es cierto para n — k; 


1 k 1 1 k+1 
es decir, | 2| <—. Entonces | — = 
2 k 2 


k 
1f 1 1f 1 1 1 

< == < , ya que 2k 
212 21 k 2k k+l 


>k+1sik>l. 





7. ¿Es cierto para n = 1? Sí, ya que 1 + 2 = 
2? —]. Ahora suponga que es cierto para 
п = k; estoes, 1 +2 +4+... + 28 = 24! 
—1. Debe demostrarse que es cierto para 
п= К+ 1, 0quel+2+4+...+2 
+ 2k! = 2092 —], Se suma 2**! а ambos 
lados de la hipótesis de inducción y se ob- 


tiene 

]|4 244 q E DA 
= kd — ] + 2%! 
=2 + 2H —1 
= 2*+2 — 1 


9. ¿Es cierto para n = 1? Sí, ya que 1 + 5 = 


2-5 Ahora suponga que es cierto 


11. 


13. 


para n = k; es decir, 

















1,1 1 1 
1+—+—+=+—=2 

2 4 дЁ 2* 
Se debe probar para n = К + 1; esto es, 

1 1 ES 1 
Dra PESE е 2 2k*i 
Sume TET a ambos lados de la hipótesis 
de inducción para obtener 

1,1 1 1 
шл АГ 

1 1 
шолт 
_ 2 1 

gun 
T 1 
Е ES 


А : 20 41 
¿Es cierto para n = 1? Sí, 1° = га+р 
Ahora suponga que es cierto рага n = k; 
es decir, 


2 2 
Еа ИЕ. t D 


Se tiene que demostrar para n = k + l; 
esto es, 


р +22 +3 +k? +k 


c (k DU +D+17 
4 
2 +6? +130 +12k +4 
4 








Sume (k + 1)? a ambos lados de la hipóte- 
sis de inducción. 
1424.44 + (К +1) 
_ k’ (k +1) +(k+1) 

4 
| +2” +k 
к E 
_ +2 +0? , 4€ +12k* +12k +4 

4 4 
_ E +6? +134? +128 +4 
4 


TE +302 + ЗЕ +1 








¿Es cierto para n = 1? 81, 1:2 = 


шон р Suponga que es cierto 


para n = k; es decir, 
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1:-2+3-4+--+ (2k — DOE) 

. k(k + (4k — 1) 

3 
Ahora se prueba para n — k + 1; esto es, 
1:243-4 * (2k – D) QE) + 
(2k + D2k +2) 
— (k Dk +2X4k +3) 
3 








40 +150 +17k +6 
3 

Se suma [2(k + 1) — I]JXk + 1)] = (2k + 
1)Qk + 2) a ambos lados de la hipótesis 
de inducción. Se obtiene 
1-2+3:4+--+(2k-DQk)+ 

(Qk+DQk +2) 
_ К(К+1)(4Ё—1) 

3 








+(2k + DO +2) 


40 +3k?—k 
= = 
4k +30 -k 120° +18k +6 
3 3 
_ 4k +154 +17k +6 
3 


+4k’ +6k+2 








Algunos de los ejercicios utilizan el hecho 
de que si un entero m es divisor de un en- 
tero a y es divisor de otro entero b, enton- 
ces a + b es divisible entre m. 


¿Es cierto para n = 1? Sí, ya que 1? + 1 
= 2 es par. Suponga que k? + k es par. 
Ahora pruebe para k + 1; es decir, se tie- 
ne que demostrar que (k +1) + (k + 1) es 
par. Pero 


(k+1° +(k+1)=k°+2k+1+k+1 
= (к? + К) + (2k +2) 


Ahora 2 es divisor de k? + k por hipótesis 
de inducción. Es evidente que 2k es divisi- 
ble entre 2 y que 2 es divisible entre 2. Por 
lo tanto, 2 es divisor de k? + k + 2k + 2, 
lo que quiere decir que es par. 


¿Es cierto para n = 1? Sí, porque 1(1? + 5) 
= 6 es divisible entre 6. Ahora suponga que 
es cierto para k, esto es, que k(k? + 5) es 
divisible entre 6. Ahora se debe probar que 
(k + 1) [(k + 1 + 5] es divisible entre 6. 
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19. 


21. 


(+ D[ +1) +5] 

—(k- E -2k-6) 

=(k+D0+5+2k +1) 

=k(k? +5) +(4? +5) 
+k(2k +1)+ (2k +1) 

=k(k? + 5) + 3(А2 +) +6 


Ahora k(k? + 5) es divisible entre 6 por la 
hipótesis de inducción; es claro que 3(k? + 
К) es divisible entre 3 y es par, por el pro- 
blema 15, entonces es divisible entre 6, y 
por supuesto 6 es divisible entre 6, de ma- 
nera que 6 es divisor de la expresión dada. 


El problema es cierto sin = 1 pues x! — 1 
es divisible entre x — 1. Ahora suponga 
que x* — 1 es divisible entre x — 1. Se tie- 
ne que demostrar que x**! — 1 es divisible 
entre x — 1. Ahora bien, 


kl k k 
Xx =1=x'x=1=x"x=x+x->1 


= x(x* —1)+ (x — 1). 


El primer término es divisible entre x — 1 
por la hipótesis de inducción, y el segun- 
do término en la suma es divisible por 
x — 1; entonces x — 1 es divisor de la ex- 
presión dada. 


Sin — 1, (ab)! = alb! = ab, de manera que 
es cierto. Ahora supóngalo para n — k; 
es decir, (ab) = а. Debe demostrarse 


Problemas A2, página 638 


1. 


7. 


11. 


15. 


19. 


para k + 1; es decir, (ab)*! 2 a* *!p**! 
Ahora bien, 
(aby*! = (аЬ) (ab) = а*Ь*аЬ 
9 — Ti. 3. 9+21. 5. 29 + 21. 
-27+ 5i 9. —2i=2e ? 

31i | В 
242e T4 13. 3 2e olo = 31207010 
6e 0/9 17. 43 – і = 2e 6 

2ті 
-1+43 =2е5 21. e" = 1 
е?“ a] 25. _У2_,2 
4 4 


23. 


25. 


= а*аЬ*Ь (уа que la multiplica- 
ción es conmutativa) 
а“ + lp +1 


Del teorema 2.2.1, det 4,4, = detA, det 
А,, así que el resultado se cumple para 
п = 2. Suponga que se cumple para п = К. 
Entonces, 
detA A ALAS ИР 
= detA A, ... ADA, 
(usando el resultado para n = 2) 
= (detA, det4, . . . det4,) detA, , , 
(usando el resultado para n = К) 
= detA, detA, . . . detA, detA, , p 
que es el resultado paran = k + 1. 


. AA 


n = 1; hay exactamente dos subconjuntos 
de un conjunto con un elemento: el con- 
junto mismo y el conjunto vacío. Ahora 
suponga que hay exactamente 2* sub- 
conjuntos de un conjunto con k elemen- 
tos. Considere un conjunto А con k + 1 
elementos. Elimine uno y llámelo а, El 
resto de los elementos forma un conjunto 
con k elementos. Este conjunto tiene 2* 
subconjuntos. Agregue а, a cada uno de 
estos 2* subconjuntos para obtener otros 
2* subconjuntos. En otras palabras, А tiene 
2* subconjuntos que contienen al elemento 
d, „у 2" subconjuntos que по lo contienen; 
esto hace un total de 2* + 2* — 2**! sub- 
conjuntos. 


27. No es cierto para n — 2. En este caso, S, y 


27. 


31. 


35. 


39. 


43. 


S, son ajenos y, por lo tanto, no se puede 
decir que л, = A, 


4445; 29 —243—5j 
-i-i4si 38. 426 ^ -1- i 
3-4 Ai 37. 4 — 6i. 
— эт 
—li-7i 41. 7e" 

Зті 
7е 5 45. e 9012 


47. 


49. 


51. 


53. 


Respuestas a los problemas impares 


Buscamos los números z 2a + iD tal que 
z --z, por lo tantoz--z2atip- 
—(0 + iB)—aoa-ciB--(oa-—iB)oa-0. 
esto significa que los únicos números que 
tienen la propiedad 2 = –2 son aquellos 
que su parte real es cero, es decir, z es un 
imaginario puro. 


La ecuación de una circunferencia centra- 
da en el origen de radio unitario se puede 
escribir como х? + у? =1. Sea z=x+iy 
entonces |z 2 z = (x + їу)(х + iy) = 
x? + y?; por lo tanto un círculo unitario se 
puede representar por |z | l. 


Es el conjunto de puntos que incluyen al 
círculo de radio a centrado en z, y a todo 
su interior. 


aZ ec 


Suponga que p(z) = z" + a, 
az + a, = 0. Entonces 


Problemas A3, página 647 


1. 
3. 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


0.33333333 x 10° 
0.35 x 107* 


. 0.7777 7777 X 10° 
. 0.77272727 X 10! 


. —0.18833333 x 10? 


0.23705963 x 10? 
0.83742 x 1072 


e, = 0.1, є = 0.0002 


25. 


e, = 0.005, є = 0.04 


e, = 0.00333..., £ ^%0.57143 x 107 


e, =1, £,%0.1419144 x 107* 

Existen tres operaciones diferentes: 1) di- 
vidir el renglón ¡entre a,; 2) multiplicar el 
renglón i por a,, j > i y restarlo del ren- 
glón j; 3) hacer una sustitución regresiva. 

Я ; ч + 
La operación 1) requiere Y k= M 
k=1 

multiplicaciones. La operación 2) requiere 


55. 


755 





z'ta, iz" + o +az+a =0=0= 


z'ta 2 + +azt+a= 
n-1 1 0 


Z'-a, z" +- +a z+ а, (ya que las 


-1 


>+n-1 


a, son reales) = 2" t a, Z 


+a, = р(2) =0 


tecta 


Aquí, se ha usado el hecho de que para 
cualquier entero k. (zk) = (Z). 





Como (cos0 + isen0)! = соѕ1 · Ө + ¡sen 
1 - 6, la fórmula de DeMoivre se cumple 
para n — 1. Suponga que se cumple para 
n = k; es decir, (cos0 + isen0)* = cosK0 
+ ¡senk0. Entonces (cos0 + ѕеп Ө) * ! = 
(cos0 + іѕеп Ө) (cos 0 + ¡sen Ө) = (cos kO 
+ isenk0) X (cos0 + іѕепӨ) = [cosK0 
cos0 — senkOsen0] + i[senk8 cosO + 
cosk8 sen Ө] = cos(K0 + Ө) + isen(k0 + 
Ө) = cos(k+ 1)0 + isen (k + 1)0, que es la 
fórmula de DeMoivre para n = k + 1. 


Жаку Y ge yk 
_ (n — Dn(2n – 1) + (n — Dn 
6 2 





( — n) 
3 


multiplicaciones y sumas. La 


operación 3) requiere 

n-l 2 
п-1)п nm — 

Y к= (n— Dn |. 

= 2 2 

y sumas. Si se suman estas fracciones se 

obtienen los resultados deseados. 





multiplicaciones 


Existen tres operaciones: 1) dividir el ren- 
glón i entre а„; 2) multiplicar el renglón 
i por a,, j > i y restarlo del renglón j; 3) 
guardar los n elementos en la diagonal y 
multiplicarlos al final. La operación 1) re- 
a=1 
quiere Y, k = 
k=1 
La operación 2) requiere 


vu тп – 1028 – 1) 


=] 
220 multiplicaciones. 








multiplicaciones. 


La operación 3) requiere n — 1 multipli- 
caciones. La suma es 
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APÉNDICES 


n-i 





[3n n2n - 1) +6 |= c -1)Qn + 


3 
даву онаа 
6 з 3 


multiplicaciones. Un cálculo similar lleva 
al número de sumas dadas en la tabla A.l. 


Problemas A4, página 655 


1. x, = 1.6, x, = —0.800002 (el valor real es 
—0.8), x, = —3.7 


3. x, — —0.000001, x, — —2.61001, x, — 4.3. 
La solución exacta es (0, —2.61, 4.3) 


5. а) con pivoteo: x, = 5.99, x, = —2, х, = 
3.99 

b) sin pivoteo: x, = 6, x, = —2 y x, = 4 (Si, 

algunas veces es mejor seguir la trayec- 





27. 7545 microsegundos = 7.545 X 10^? se- 
gundos. 


29. mqn multiplicaciones y mq(n — 1) sumas. 


toria más sencilla. En el problema 6 el 
pivoteo da respuestas mucho más exac- 
tas.) Los errores relativos con pivoteo 
son = = 0.0017, 0, y =; = 0.0025. 


600 


7. Una solución redondeada con tres cifras 
significativas es x, = 1050 y x, = —1 000. 
La solución exacta es x, = 299 = 1 204 y 

x, = 509. —1154. Los errores relativos 


son 0.1279 ~ 13% y 0.1334 ~ 13%. 
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